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o¢ Remanque. Lorsque les facieurs: 2, 5, sont affectés d'un
méme exposant m dans B, la partie décimale non périodique du
quotient conlient m chiffres. En effet, dans ce cas, la fraction

4 A
donnée est de la forme —; on prouvera, comine dans
o™ < N

3 A . » . 9
la 1% remarque, que la fraction N ot irréductible; d’ailleurs
le 1% chiffre 2 droite de 4 n’est pas zéro, puisque A ne con-

: o T ;
tient aucun des facteurs 2, 5; la fiaction = sera donc expri=

N
mée par un quotient décmial périodique simple Q dans lequel
le dernier chiffre de la partie entiere ne sera jamais le méme
que le dernier chiffre de la période (3°); et par censéquent,
< 3 ) A
Jorsque pour obtenir Iz valeur décimale de ~———=, onavan-
10™ X N
cera la virgule de m rangs vers la gauche dans la valeur Q

de N le nombre décimal périodique mixte que 'on obtiendra

renfermera m décimales entre la virgule et la 1™ période. Ce
qui démontre le principe énonce.

: s T 21
Par exemple, soit la fraction irréductible —~—; ona
11000

21 21 ’i e
Sl oo 0 = googolete:
11000 113< 1087 11 1909 %

21
11 < 10°
Les exposans des facteurs 2,5, de 10, dans le dénoniina-

= 0,001 g0 9O etc.

teur 11000, sont égaux a 3, et on voit que la parlie décimale
non périodique contient £rors chiffres.

5. La division du numérateur dune fraction par son dé-
nominateur ne peut jamats donner un quotient décimal perio-
dique indéfini Q dont la période soit égale 4 9. En effet, sila
péricde était g, le quotient Q serait égal 4 une fraction de la

a S :
forme —- (page 121); la division de @ par 10" devrait repro-
10

duire le quotient indéfini Q, ce qui n’estpas possible (n°® 125).

CHAPITRE 1IV.

CHAPITRE IV.

Des carrés et de la racine carrée; des cubes et de la
racine cubique ; des puissances et des racines.

T » - r
§ 1. Des carrés et de la racine carrée.

143. Le produit d'un nombre par lui-méme estla deuzieme
putssance ou le carRE de ce nombre ; et le nombre qui muli-
pl:'é par lui-méme , fournit un nombre donné est la RACINE
DEUXIEME , oz [a RACINE CARREE du nornbre donné (n° 50). Ainsi,
le carré de 7, représenté par 7°, est le produit fg de 7 par 7;
et la racine carrée de jg, indiquée par Vg, estégale 4 7, car
7% 7= 49

En général, pour qu'un nombre z soit la racine carrée
d’un nombre A, il faut et il suffit que le carré 2> de « soitégal
a A. Le carré de /A4 est done 4, quel que soit 4.

Lorsqu’on veut indiquer le carré d’une quantité, on met
cette quantité entre parenthéses, et on place le chiffre 2 a
droite de la-parenthése et un peu au-dessus.

Ainsi, (g) représente le carré de g; chacune des expres-

> 5\* 550,
sions (35) 3 (3 +E) , indique le carré de la somrne-:%-6

)
des nombres 3, —.

Le signe /' avegu le nom de radical ; on dit que V7
est une expression radicale, ou un radical carré.

146. Lorsque la racine carrée d’'un nombre entier o tombe
enire deux nombres entiers consécutifs, cetle racine existe
nécessairement; mais clle ne saurait étre exprimée exacte-

Q.

et g Rt et ST e B st o i
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ment par auwcun nombre. En effet; si un nombre pouvait
exprimer cette racine, il serait décimal ou fractionnaire, et en
le convertissant en fraction irréductible, le carré de cette frac-
tion devrait étre égal au nombre entier «; ce qui n’est pas pos-
sible (n® 118). Le principe est donc démontré.

Remarque. 1l est facile de concevoir pourquoi ceriaines
quantilés ne sonl pas susceptibles d'éire exprimées exacle-
ment en nombres ; car une quantité peut croitre d’une ma-
niére continue , tandis que les nombres ne jouissent pas de
cette propriéte.

Les nombres entiers et décimaux, et les fractions ordinaires
ayant une commune mesure avec Uunité, on dit que ces quan-~
tités sont commensurables ; et par opposition , les quantités
qui n’ont pas de commune mesure avec 'unité sont dites in—
commensurables.

I
Par exemple,, % est commensurable , car = est contenu exac-

5

tement 7 fois dans gel 5 fois dans 'unité; la racine carrée de

5 est incommensurable,, parce que ne pouvant étre exprimée
exactement par aucun nombre entier, ou décimal ou fraction-
naire, il en résnite que si 'on congoit 'unité diviscée en un
aussi grand nombre de parties égales qu'on voudra , 'une de
ces partics ne sera jamails assez petite pour é&tre contenue un
nombre exact de fois dans la racine carrée de 5 et dans 'unité.

1! suit des définitions précédentes que toute guantité com—
mensurable est nécessairement un nombre entier, ou une frac-
tion , ou un nombre décimal. On en déduit qu'une quantité
commensurable peut toujours éire remplacée par une fraction
ordinaire équivalente.

* 147. Nous allons indiquer quelques propriétés des quan-
tités commensurables et incommensurables, qui seront utiles
par la suite.

1°. Le produit de plusieurs facteurs commensurables nc
change pas de valeur lorsqu’on intervertit Uordre des facteurs ;
car chaque facteur commensurable peut étre remplacé par une
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fraction ordinaire équivalente (n° 146), et le principe énoncé
a ¢1€ démontré (n° 1135, 1™ remarque) pour des fractions.

2°, Le produit de plusteurs facteurs incommensurables ne
change pas de valeur dans quelque ordre qu'on effeciue les
multiplications. En effet; considérons des [acteurs incomnmen-
surables quelconques a, b, ¢, d, e,.....; tont se réduit a
démontrer qu’on peut changer I’ordre de deux facteurs consé-
cutifs quelconques, de c et d par exemple. Or, on peut ton—
jours concevoir des quantités comwmensurables variables, o,
b\ c'yd'\e,. ., respectivenient moindre/que les facteurs don—
nésa, b,c,d,e,..., etsusceptibles d’en approcher indéfini-
ment (*) ; de telle sorte que les différences a—a’, b—0",c—c¢,
d—d',e—¢,. .., deviennent aussi petites que l'on voudra.
Soient,
A=abcde...,B=abdce..., A'=d'b’c'de...,B' =a'b'dée...;

Il suit de (1°) que les produits A’, B’, seront constamment
égaux. Les facteurs de A’ et B’ étant respectivement moindres
que ceux de A et B, il est bien évident que les produits, A’, B,
seront respectivement moindres que A et B, et que les diffé-
rences A-~A’, B—B', seront susceptibles de devenir aussi pe-
tites que P’on voudra. Cela posé : s1 4 était plus grand que B,
la différence A—B serait une quantité donnée et constante ; le
produit A" pouvant approcher indéfiniment de A , Ia différence
variable A—A’ finirait par devenir moindre quela constante
A—B; de sorte que A’ finirait par dépasser B. Mais A’=B"; B’
deviendrait donc plus grand que B; ce qui est impossible ;
A ne saurait donc surpasser B.

On prouverait de méme que B ne peut surpasser A.

Les produits A, B, sont donc égaux.

Les mémes raisonnemens s’appliquent évidemment a un
produit composé de facteurs commensurables et incommen-

surables. Ainsi, 5> §/ 25¢ 3 = 3¢ 53¢ V.

(*) Toutes les fois qu’on dira qu’une quantité variable approche indéfini-
nment d’une quantité constante, on entendra que In diffiéirence entre ces deux
quantités est susceptible de devenic moindre gue toute grandeur donnée.
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3°. Pour multiplier un nombre A par le produit P de
plusteurs facteurs, a, b, c. .., il suffit de muliiplier succes—
sivement par les facteurs, a,b,c..., de P. €ar, il suit

de (1°) et (2°), que

AP —P>sd—abe... X A=A a>b>ct..

€e qui démontre le principe éncncé.

4°. Pour élever le produit de plusicurs facteurs au carré, il
suffit d’élever chaque factenr au carré; cest-a-dire que le
carré du produit de facteurs (commensurables ou incommen-
surables) est égal au produit des carrés de ces facteurs. Cette
propriété se déduit des principes établis (1°, 2° e£3°).

Par exemple, d’apres ces principes,

fabc)*—=abcXabc=abe X ax<bx<e
=—abcabe = aabbce = a*l*c*.

5°. Le produit de plusieurs radicaux carrés est égal a la
racine carrée du produil des gnantités placées sous ces ra-
dicauz. Car d’aprés (4°), le carré de Vax Vi x Ve...,
étant, (V a)* X (V' 6) X (V) ..,onaxbxe...,ilsuit
de la définition de la racine carrée, que V ax< Vb Ve. ..
exprime la racine carrée de abe.. ...
Ainsi, Vax Vb Ve...=Vaxbxe...
Par exemple, /2 %< V18= /18 <X 2= /36 =6.
Remanovr. Pour obtenir la racine carrée du produitde plu-
sieurs facteurs, il suffit d'extraire la racine carrée de chague
Sfacteur ;. c'est-a-dire que la racine carrée du produit de plu-
sieurs facteurs est égale au produit des racines carrées de ces
facteurs. Car, \/ abe. .. = Vax yVbx ‘/E. o
6°. Le quotient de la racine carrée d'un nombre par la racine
carrée d’un autre nombre est égal a'la racine carrée du quo-
Hent du 1 nombre par le 2°. Car d’apreés (5°), le produit de

\/ g par /4 étant V/a, le quotient-de |/ a par {6 est \/;—:

CHAPITRE IV.

L ‘i/u,‘fz\/‘_‘ s faava
Vo b 5 Vb
Par exemple, &E — E — ‘/§= =
‘/ 2 2
n°. En général, toute quantité incommensurable pouvant

étre considérée comme une limite, dont on congoit qu’on peut
approcher autant qu’on veut avec une grandeur comnensu-
rable, des raisonnemens analogues & ceux dont on a fait usage
(2°) serviront a faire voir que les propriéiés démontrées pour
les nombres, entiers et fractionnaires , conviennent ayx quan=
titds incommensurables.

8°. Une guantité commensurable ne pouvant étre qu’un
nombre entier ou décimal, ou une fraction, il en résulte que
la somme, la différence, le produit et le quotient de deux
quantités commensurables sont tloujours commensurables.

o°. Lorsque dans le produit de deuzx facteurs, un des fac~
teur A étant commensurable, Uautre facteur B est incommen-
surable , le produit AB est nécessairement incommensurable.
Eu effet; sile produit était commensurable, en le divisant pag
A, le quotient B serait commensurable (8°) ; ce qui est contre:
Phypothése.

On démontrera d’unne maniére semblable les propriétés
suivantes :

10°% Le produit de deux facteurs incommiensurables peus
&ire commensurable ou incommensurable.

Ainsi, V18 V2=V36=6, VixVi=Vai,
et /21 est incommensurable (0° 146).

11°. Le quotient d'une quantité incommensurable par une
quantité commensurable, est incommensurable.

12°. Le quotieni d'une quaniité commensurable , par une
quantilé incommensurable , est toujours incommensurable.

13°. Le quolient de deux guantités x'ncommensumbles Lune-
par l'auire, peut éire commensurable ou incommensurable.

18 8 . 18 o
Alnsi, —‘é—%—.:\/%: 9 =3, %: $ 3.
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148. La jformation du carré d'un nombre ne saurait offvir
aucune difficulté, car elle se réduit & calculer le produit
de deux facteurs égaux. Nons allons voir comment on peut
calculer la racine carrée d'un nombre quelcongue.

De la racine carrée des nombres entiers.

149. Les carrés des nombres, 1, 10, 100, 1000, etec.,
étant I, 100, 10000, 1000000, elc.,

les nombres compris entre 1 et 100, enire 100 et 10000, entre

10000 ¢f 1000000, eic., ont leurs racines carrées comprises
entre 1 et 10, entre 10 €t 100, entre 100 et 1000, elc. ; £

Par conséquent, lorsqu’un nombre entier n'a pas plus de
deuz chiffres , la partie enticre de sa racine carrée n'a qu’un
seul chiffre ; lorsqu’nn nombre a trois ou quatre chiffres, la
partie entiére de sa racine carrée a deux chiffres ; lorsqu'un
nombre a cing ou six chiffres, la partie entiére de sa racine
carrée a trois chiffres ; et ainsi de suile.

150. Les carrés des nombres d’un seul chiffre étant moindres
que 10’ ou que 100, on revient de ces carrés a leurs racines
carrées, en faisant usage du tableau suivant :

Bocines .- &, Byd, 4, 8, 0, 9.8, .06, Bia
Carrés, 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100,

Ce tableau peut aussi servir & déterminer la racine carrée
du plus grand carré contenu dans un nombre moindre que 100.

Par exemple, pour trouver la racine carrée du plus grand
carré contenu dans 38, on cherche, dans la seconde ligne du
tableau , les denx carrés consécutifs qui comprennent 38; on
voit que 38 est compris entre les carrés 36, g, des nombres
6 et 7; la racine carrée de 38 tombe donc entre 6 et 7;
on dit par cette raison, que le plus grand carré contenu
dans 38 est 36, et que la racine carrée du plus grand carré
contenu dans 38 est 6. La partie entitre ou la plus petite va—

leur entitre approchée de |/38 est 6.
181. Pour découvrir le procéde qui servira & extraire la ra-
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cine carrée d'une nombre entier N plus grand qgue 100, nous
chercherons d’abord comment les parties de la racine entrent
dans la composition du carré.

Quelle que soit la racine carrée R de IV, on peut la concevoir
décomposée en deux parties a, b, telles que R—=a + 6 0n
obtiendra le carré N de a + & ou (a+0)* en multipliant a + 0
par @ + 4. Si Uon forme ce produit au meyen du principe du
n° 34 (2°), on trouvera qu’il est égal &
ax ad+bxataxb+b<xb, ouia a+ ha-tab -

Or, on a démontré (n° 147) que les produits ab, ba, sont
égaux quels que soient a et 5. On a donc

(a4 b) = a* + 2ab 40"

Cela démontre que le carré d'une somme formée de deux
parties est composé du carré de la 1*° partic, du double de la
1" partie multiplié par la 2%, et du carré de la 2° partie.

Restarque. D’aprés la régle précédente, le carré de a1
étant a@* 4 2a 4 1, Vexces du carré de a + 1 sur le carré de a
est 2a 1 1. Par conséquent, lorsqu’un nombre augmenie de 1,
son carré augmente du double de ce nombre, plus .

182. On déduit du principe du n® 151, que le carré d'un
nombre entier, composé de dizaines et d’uniiés, contient trots
pariies, savoir : le carré des dizaines , le double des dixaines
multiplié par les unités, et le carré des unités. Ces trois pro-
duits exprunent respectivement des centaines , des dixarnes et
des unités ; car le carré d’une dixaine étant une centaine, le
carré de a dixaines est a* centaines ; et des dixaines multipliées
par des unités donnent nécessairement des dixaines.

Par exemple, le nombre 64 étant formé de 6 dixaines plus 4
unités, le carré de 64 est composé : du carré de 6 dixaines,
qui est 6* centaines ou 36 centaines; du dounble de 6 dixaines
multiplié par 4 unités, ou de 12 dixaines multiplié par 4, ou
de 48 dixaines, et du carré de 4 unités qui est 16 unités. La
somme des trois produits partiels 36 centaines, 48 dixaines,

16 unités, donne le carré fogb de 64. La multiplication dg
64 par 64 conduit au méme résultat.
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De méme, 64q étant égal & 64 dixaines plus g unités, ona
649* = 64 centaines + 2 fois 64 dixaines > g + 9
= fog6so 4 11520 + 81 = 421201.

155. Nous allons faire voir que les principes précédens four-
nissent le moyen de calculer la racine carrée B d’un nombre
entier quelcongue IN.

1% Exewere. Extraire la racine carrée de fogb. -

On dispose le calcul de la maniére suivante :

€arré.-siiues oy 4 0.96 6% Racine.”
o Essat
1€F resle. . 4 9.6 | duchiffre 4.
496 124
4
4gb-

28 reste. .. (o}

Le nombre fogb ayant quatre chiffres, il résulte du prin-
cipe du n° 149 que la partie entitre de y/4ogb aura deux
chiffres a, b, qui représenteront respectivement des dixaines et
des unités.

Pour déterminer le chiffre, 4, des dixaines de {/ 4096, eon-
cevons que la racine cherchée R de 40gb soit décomposée en @

dixaines plus en une quantité r moindre que ro. 1l suit du
principe du n° 181 que le carré 4096 de cette racine sera
formé du carré de @ dixaines, du double produit de a dixai~
nes par r, ct du carré r* de r. Or, le carré de a dixaines
exprimant des centaines’, ne saurait se trouver que dans les
4o centaines de fogb; on sépare ces centaines & Vaide d’un
point placé sur leur droite; de sorte que fogb est partagé en
deux tranches fo et gb.

Nous allons démontrer que la racine carrée du plus grand
carré contenu dans la 17 tranche & gauche 4o ( cette tranche
représente des centaines), exprime le 1 chiffre @ des dixaines
de R. Eneffet, on voital'aide du tableau (page 136), que la
1* tranche 4o tombe entre les carrés 36, 4o, des nombres 6
et 7; 4o. centaines ou fooo est donc nécessairement compris.
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entre 6 et 7* centaines. Or, 4ooo étant plus grand que 6°
centaines, fog6 est & plus forte raison plus grand que 6* cen-
taines. D’ailleurs, comme 4o eentaines et 7* centaines diffe-
rent au moins d’une centaine, le nombre fog6 (composé de
4o centaines plus g6 unités) est nécessairement moindre que
7% centaines, Le nombre 4096 est doac compris entre 6* et 9*
eentaines, ¢’est-a—dire entre les carrés de 6 et 7 dixaines; la
racine carrée de 4ogb est done comprise entre 6et 7 dixaines ;

‘elle est done composée de 6 dixaines, plus de la quantité r

moindre que 10. On obtiendra donc le chiffre des dixaines de
\/4096 en prenant la racine carrée du plus grand carré 36
contenu dans le nombre 4o des centaines de fogb.

Connaissant le chiffre © des dixaines de I, pour trouver
le chiffre & des unités de R, on observe que R étant égal a
6 dixaines 4 r, il suit du principe du n° #51 que le carré fogb
de R sera composé : du carré des 6 dixaines qui vaut 36 cen-
taines, du double des 6 dixaines multiplié par r, et du carré r*
de r. Par conséquent, si 'on dte 36 centaines de 4096, Ie reste
/96 ne contiendra plus que le double des 6 dixaines de & mul-
tiplié par r, etle carré r* de r. De sorte que

496 = 2 fois 6 dixaines X r=-r%.

Le mécanisme du caleul qui a conduit au reste 496 se réduit
3 dter 36 de la 1™ tranche 4o, et & placer la 2° tranche g6 sur
la droite du résultat 4 de cette soustraction.

Cela posé : la 2¢ partie r de R ne saurait étre moindre que
Te chiffie & des unités- de R; les 4g dixaines de g6 ne sont
donc jamais moindres que 2 fois 6 dixaines multipliées par b.
Kinsi, en divisant le nombre {g des dixaines de 496, par Ie
double 12 du nombre 6 des dixaines de R, les unités du quo-
tient neseront jamais moindres que b; ces quatre unités du quo-
tient exprimeront donc le chiffre b des unités de R, ou un
chiffre trop fort , mais jamais un chiffre trop faible.

Pour essayer le chiffre 4, on pourrait dter 64> de fogb; le
reste zéro indiquerait que 4og6 est le carré de 64.

11 existe une maniére plus simple d’essayer le chiffre 4. En
cffet; d’aprés le principe du n® 152, le carré de 64 ou de &
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dixaines plus 4 unités, est composé : du carré 36 centaines des
6 dixaines de 64, du double des 6 dixaines de 64 multiplié par
les 4 unités de 64, et du carré 16 de ces 4 unités. Or, ona
trouve le 1" reste 496 en dtant 36 centaines de fog6; on ob-
tiendra donc 'exeés de fogb sur 642, en dtant de fob la somme
des deux derniéres parties du carré de 64. Pour former cette
somme , il suffit de placer le chiffre 4 des unités de 64 sur la
droite du double 12 du nombre 6 des disaines de la racine,
et de multiplier le résultat 124 par 4, car le produit 124 X 4
est formé du double 12 dixaines des 6 dixaines de 64, multi-
pli€ par les 4 unités de 64, et du carré 4 X 4 des 4 unités de 64.
Par cc_mséquent , au lien de retrancher le carré de 64 de fogb,
ce qui a donné zéro pour dernier reste, il revient au méme,
de placer le chiffre 4 des unités de 84 sur la droite du double 12
du chiffre 6 des dixaines de 64, ce qui donne 124, et d’6ter du
17" reste 496, le produit de 124 par le chiffre 4 des unités
de R.

Ainsi, pour calculer la racine carrée R du nombre fog5, on
le divise en tranches de deux chiffres a partir de la droite, en pla-
cantun pointentreles tranches. La racine 6 du plus grand carré
36 contenu dans la 1" tranche 4o détermine le 1% chiffre 6 de
la racine R (ce chiffre exprime des dixaines); on dte de la 17
tranche 4o le carré 36 du 1°F chiffre 6 de R, et sur la droite du
résultat 4 de cette soustraction on abaisse la 2¢ tranche gb, ce
qui donne le 1 reste 4g6; on place un point sur la droite des
49 dixaines de 496, et on divise 4g par le double 12 du 1*
chiffre 6 obtenu 4 la racine; les 4 unités du quotient expri—
ment le 2° chiffre de R, ou un chiffre trop fort, mais jamais un
chiffre trop faible. Pour essayerle chiffre 4 , on le place & droite
du double 12 du 1°* chiffre 6 de R, et on multiplie le résultat
124 par 4 ; onretranche ce produit de {96 ; le reste étant zévo,
le o° chiffre de R est 4, et le nombre 64 obtenu a la racine
est la racine carrée exacte de fogb.

154. Le raisonnement dont on a fait nsage (n° 183) pour
trouver le chiffre des dixaines de \/Z{Eq—b fait voir que la ra-
cine carrée du plus grand carré contenu dans le nombre des
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centaines d'un nombre entier N, détermine le nombre des
dizaines de {/ N. :

* Pour démontrer généralement cette propriété, nous desi-
gnerons : par C le nombre des centaines de IV, et par A la
racine carrée du plus grand carré contenu dans C. Le nombre
€ tombant entre 4%et (4-41)?, C centaines sera compris entre
A? et (A + 1)* centaines. Puisque C centaines surpasse A*
centaines, N qui est plus grand que C centaines, sera i plus
forte raison plus grand que 4* centaines. Dailleurs, € cen-
taines et (4 - 1)° centaines différent au moins d’une centaine,
et C centaines est moindre que (4 - 1)* centaines; le nombre
IV, composé de G centaines plus d’une quantité moindre que
100, sera donc nécessairement moindre que (A4 - 1)’ cen—
taines; IV est donc compris entre 4* et (4 4 1)* centaines ;

" Cest-a~dire que IV est compris entre les carrés de A4 et 4 41

dixaines; §/ IV est donc comprise entre A4 et A 4 1 dixai-
nes; Y/ N est donc composée de 4 dixaines plus d’une
quantité moindre que 10. On obtiendra donc le nombre des
dixaines de la racine carrée d’'un nombre entier quelconque IV,
en prenant la racine carrée 4 du plus grand carré 4* conlenu
dans le nombre C des centaines de IN.

158. 2° ExempLe. Extraire la racine carrée de f123.

Les raisounemens employés dans le 1°* exemple (page 138)
conduisent aux calculs suivants :

Essat
187 restés .« . du chiffre 4.
) 124
2% reste ... 4

On trouve que la partic entiére de |/ 4123 est 64. Le 2° et
dernier reste 277 exprime l'excés de 4 123 sur le carré de 64,
car on est parvenu A ce reste apres avoir diminué 4 123 des
parties qui composent le carré de 6o +- 4 ou de 64.

RemarqQue. Le principe du n® 484 fait voir que le nombre 64




