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n’aura pas de racine carrée exacte, on seracertain que la ra-
cine carrée de IV est incommensurabie.

165. Nous allons donner le'moyen de calculer la racine
carrée d’un nombre ( enizjer ou décimal ou Jractionnaire) avec
une approximation donnée®

166. Pour déterminer la plus _petire valeur entiére appro-
chéede la racine carrée &in nombre N (décimal ou fraction—
naire) plus grand qued’unité, i suffit de calculer la plus pe-
tite valeur entitre approchse de 13" racine carrée de la partie
entiére contenue dans le nombre donné V.

Ainsi, pour obtenir Id plus petite valeur entiére approchée
de V/[5,236, il suffit de prendre la partie entitre 6 de /5.
En effet ; puisque 6 estla partie entiéreée /15, on est certain
que 45 tombe entre 6° et 7*; or 45 ét 7* difftrent au moins
d’une unité; 45 40,236 on /45,236 est donc aussi compris
entre 67 et 77; /45,236 tombe donc entre 6 et 7; la plus pe-
tite valeur entitre approchée de /45,236 est donc 6.

Par une raison semblable, pour trouver la plus petite va-
leur entiéxe approchée de \’/ 4?55

entiere 423 du quotient de 4655 par 11; la partie entitre de

V423, qui est 20, exprime la plus petite valeur entiére ap-
prochée de la racine cherchée.

*En général, IV étant composé d’un nombre entier E plus
d’une quantité f moindre que 'unité, si Pon détermine la
plus petite valeur entitre approchée ¢ de 1/E, on sera certain
que E + fest plus grand que e?, et que E est moindre que
(¢ + 1) Or, les deux nombres entiers £, (e4- 1)?, different
au moins d’une unité ; £ 4-f est donc moindre que (e 1)*;
E+f ou N est don¢ compris entre * et (e -+1)*; 1/ N est
donc compris entre ¢ ete+1; la plus petite valeur entiere
approchéede |/ 1V est donc e. Ce qui démontre le principe
énonce.

On voit que la plus petile valeur entiére approchée ds
VE =+ fest la méme que celle de [/E‘

, on cherche la partie
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167. Pour obtenir la racine carrée d'un nombre quelcon-

que N & moins de E, il suffit de calculer la plus petite valeur
P

entiére approchée A de\/ Np* (n° 166), etde diviser ensuite A

rarp. el
En effet; il s’agit de trouver deux nombres dont la diffé-

rence soit = et qui comprennent)/N. Or, d’aprés le prin-
P

v Np*

T2
cipe du n° 160, |/ N est égal & —-—}-;P—; d’ailleurs, la plus pe-
tite valeur entiére approchée de VNF étant 4, on est cer-
Sl Np® et
tain que |/ Np® tombe entre 4 et A+ 1; -‘—/—pf-ou VN est

A A1 ;
donc compris entre les deux nombres ; 3 ;_ , dont la dif-

— : 1 Ty
férence est - ; A exprime doncy/ N 4 moins deﬁ. Ce qui dé-
i

montre le principe énoncé.

1 Exzmrre. Calculer la racine carrée de 57 a moins d'un
millitme d'uniié.

Dans ce cas, p= 1000, Np*=157 X 1000” =57000000.

On cherche la plus petite valeur enticre approcl;ée de

et e 75
/57000000 qui est 7549 ; la racine demandée est :00'0 ou
7|549'

On voit que pour calculer la racine carrée dun nombre en-
tier avec n décimales , ¢’esi-d~dire @ moins d'une unité déci—
male du ni*™ ordre, il suffic de mettre 2r zéro a la droite de
ce nombre; de calculer la plus petite valeur entiére approchée
de la racine carrée du nombre ainsi préparé; et de séparer
ensuite n décimales sur la droite de cette plus petite valeur
entiére approchée. .

2¢ Exempre. Déterminer la racine carrée de 2,5 & moins
d’un centieme d'uniié.

On.a. p= 100, Np*=2,53< 10000 =25000. "
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On cherche la plus petite valeur entiére approchée de
Crrerm ey - . r
/25000 qui est 158; la racine cherchée est I;)§ou 1,58.
100
3¢ Exemere. Calculer la racine carrée de 0,004285378 a
moins d’un millieme d’unité.
On a, p=1ooo, Np*=0,004285378<1000000=/285,378.
On cherche la plus petite valeur entiére approchée de
1/4285,3';8 qui est la méme que celle de /4285 (n° 166);
cette derniére étant 65, la racine demandée est —-6—5—— ou
10
0,065. :
En général, pour calculer la racine carrée d’un nombre dé-
cimal i moins d'une unité décimale du n¥=¢ ordre, & esi-a-dire
| 1 e
& moins de o le mécanisme du calcul se réduit a m ultiplier

d’abord ce nombre par le carré de 10" ou par 10°"; on prend
ta plus petite valeur entiére approchée A du produit (n° 166),

et on sépare n décimales sur la droite de A.
& 5 ; 180
4° Extmpie. Calculer la racine carrée de —— & moins d'un
II
millieme d'uniié.

: : 180 180000000
Dans ce cas, p==1000, Np* R > 1000000 ———— '
I1

Pour calculer la plus petite valeur entiére approchée de

180000000 : - 5 e
e = on détermine la partie entitre du quotient

de 180000000 par 11 qui est 16363636; on cherche la plus
petite valeur entiére approchée de ]/16363636, quiest fo45;
: 5 ity
la racine cherchée est@t ou 4,c45.
1000
En général, pour calculer la racine carrée dune fraction
T = : o E o :
j dmoins dune unité décimale du n*"¢ ordre, c’est—ci~dire &

- 1
moins de — iplie &’ d le e
sde —ns O muluplie d’abord le numératenr a par le
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carré de 10" on par 10°", ce qui revient i mettre 2n 26ro sur
la droite de @ ; on cherclie la partie entiére e du quotient de
a X 10°" par le dénominateur b ; on calcule la plus petite va-

leur entiére approchée A de {/¢; et en séparant n décimales

: i v . ; a
sur la droite de A, le résultat exprime la racine carrée de -

b

3 moins de 5
Dﬂ
-

= , - s eT00 S 3
5¢ Exeseie. Calculer la racine carrée de — a moins de —.
11
La fraction — pouvant étre considérée comme le quotient
II
T Bl
de la division de 1 par + (n i16),0n a

& g g 31 1r\* _ 19360

g il ?) i

Ainsi, d’aprés la régle générale, on cherche la plus petite

19360
63

valeur entiére approchée de \/ , qui est 17; on di-
: 11 SR . L 5 :
vise 17 par —, ce qui revient & multiplier 17 par —; le ré-~

51 : - : 160 , i
sultat — exprime la racine carrée de — i moins de =
11 1

En géneral,, pour déterminer la racine carrée d’un nombre
a

quelconque N a motns de 5

, il suffit de multiplier IV par le

iR i g :
carré — dela fraction 5 Tenversée, et de chercher la plus petite
a
J 7.2

. ! NG :
valeur entiére approchée r du produit —; le produit de r par
L

a ‘ p : :
3 sera la racine carrée de IV & moins de

168. Pour approcher le plus possible de la racine carrée
d'un nombre (entier, ou fractionnaire, ou décimal) en ne con-
servani qu'un nombre déterminé de décimales, on calcule unc
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décimale de plus 4 1a racine (n® 167 ), et on supprime ensuite
cette décimale, d’aprés la regle du n° 142.

Ainsi, pour approcher le plus possible de 1/0,421387, en -

ne conservant que deux décimales, on calcule cette racine avec
trois décimales, ce qui donne 0,649; et en supprimant la der-
niére décimale , d’aprés la régle du n° 142, on voit que la ra-
cine cherchée est 0,65 & moins d’un demi-centieme d’unité.

¥ 169. Nous allons indiquer quelq.ues propriéiés des carrés
des nombres,

1°. Le carré d’'un nombre entier composé de dixaines et
d’unités étant formé : du carré des dixaines (qui exprime des
centaines), du double des dixaines multiplié par les unités
(qui exprime des dixaines), et du carré du chiffre des unités
(n® 152), il en résulte que Ze premier chiffre & droiie du
carré d'un nombre entier ne peut étre qu'un des chiffres o1,
4,5,6,9, qui terminent les carrés 1,4,9,16,25, 36, 49,64,
81, 100, des nombres 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10.

Les nombres terminés sur Ia droite par un des chiffres
2,3, 7,8, ne sont donc jamais des carrés.

2% Quand le chiffre des unités d’un nombre eniier N est 5,
les deux premiers chiffres & droite du carré de N valent 25,

Car N étant formé de a dixaines+5 unités, onaN—=r10 g +5;
et le principe du n° 152, donne

N*= 100 @* 4 100 a+25=(a*+ a) centaines + o5,

3°. Quand un nombre est terminé vers la droite par un
certain nombre de zéro ou de décimales , son carré est terminé
par le double de ce nombre de zéro ou de décimales, Par con-
séquent, un nombre terminé par un nombre impair de zéro ou
de décimales, n'est jamais un carré.

Ainsi, quoique 25 soit un carré, les nombres 250, 25000,
2,5 et 0,025, ne sont pas des carrés.

§- IL. Des cubes et de la racine cubique.

170. Le produit de trois favteurs égauz & un nombre donné,
est la troisieme puissance ou le cust de ce nombre donné aet
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le nombre qui, pris trois fois comme facleur, détermine un
nombre donné, est la RACINE TROISIEME, 0% [a RACINE CUBIQUE
du nombre donné. o] A
Ainsi, le cube de 7, représenté pav 7°, est le produit 343 de
trois facteurs égaux a 7, et la racine cubique de 343 est 7.

g . > =
Pour indiquerla racine cubiqued’un nombre, onmet cenom

3 ey - -
bresous le signe :/ " .Ainsi, V/8indiquela racine cubique t.le 8.
En général, pour qu’un.nombre « soit la racine cu_blque
d’un nombre 4, il faut etil suffit que le cube &’ de « soit €gal

4 A. Le cube de \;2 est done 4, quel que soit A.
171. Lorsqu'on connait le carré @ f:l’:m nombre c.;ue-l—
conque a, pour en déduire le cube de &, il suffit de multiplier
* par a.
3 i?nsi ,1e carré de 7 étant 49, le cube de 7 est 49 <X 7 ou 343
172. La formation du cube d’un nombre ne saurait ?Eﬂr
aucune difficulté, car elle se réduit & calculer le produit de
trois facteurs égaux. Nous allons voir comment on peut trouver
la racine cubique d'un nombre quelconque.

De la racine cubique des nombres entiers.

173. Lorsque la racine cubique dun nombre‘emz’f:rlwmbe
entre deux nombres entiers conséculifs , celle mczm'e est incom-~
mensurable. On démontre ce principe par des raisonnemens
semblables a ceux du n° 146. i

174. Les cubes des nombres 1, 10, 100, 1000, €tc., etan't
1, 1000, 1000000, 1000000000, efc., les nombres compris
entre 1 et 1000, enire 1000 €t 1000000, enire 1000000 et
1000000000, eic., ont leurs racines cubiques comprises entre
I el 10, enire 10 et 100, entre 100 ¢l 1000-, efc’, o

Par conséquent : lorsqu’un nombre erz.tzer ma pas ;p us ; e
trots chiffres, la pariie enlitre de sa racine cu_f):que nz aqu :m
seul chiffre ; lorsqu'un nombre a 4, 5'ou 6 c?zgﬁ[re&;, ap::;}u
entiére de sa racine cubique a deux L_:‘fu_ﬁ}'es 5 lorsng un nob o
aq,8o0ug9 chiffres, la partz’:.: entiere de sa racine cubique
a trois chiffres ; et ainsi de suite.
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£75. Les cubes des nombres d’un seul chiffre étant moindres
que 10% ou que 1000, on revient de ces cabes 4 leurs racines
cubiques en faisant usage du tableau suivant ;

Racines cubiques, 1,3, 3, 4, 5 6, 5, 8, 9 10.

Cubes, 1,8, a7, 6§, 125, 216, 343, i, 729, 1000.

Ce tableau peut aussi servir a déterminer la racine cubigue
du plus grand cube contenu dans un nombre moindre gue 100.

Par exemple, pour trouver la racine cubique du plus grand
cube contenu dans 239, on cherche dans la seconde ligne du
tableau les deux cubes consécutifs qui comprennent 23g; on
voit que 239 tombe entre les cubes 216, 343, des nombres 6
et 7; la racine cubique de 239 tombe donc entre 6 et 7 on dit
pat cette raison que le plus grand cube contenu dans 239
est 216, et que la racine cubique du plus grand cube contenu
dans 239 est 6. La pariie entitre, ou la plus petite valeur
entiere approchée de la racine cubique de 239, est 6.

176. Pour découvrir le procédé qui servira a extraire la ra-
cine cubique d’un nombre entier N plus grand que 1000, nous
chercherons d’abord comment les parties de la racice entrent
dans la composition du cube.

Quelle que soit la racine cubique R de IV, on peut la con-
cevoir décomposée en deux parties a,5, telles que R=a + b.
On obtiendra le cube IV de @+ &, en multipliant le carré de
a+ b, quiesta®4-2ab 4+ b* (n° 151), par @+ 6. Si Uon effectue
ce produit, au moyen du principe du n® 34 (2°), en multipliant
successivement les parties a?,2a0,0%, du multiplicande, par
les parties a,b, du multiplicateur, on trouvera que le cube de
a--besta’t-2ab X atbPa+ a’b +2ab < b+ 13

Or, a et b représentant des quantités commensurables ou
incommensurables, les principes du n° 147 (1°, 2° et 3°)
donnent, 2ab a=—oaab =2a%b. b’a=al?, 2ab><b=2al".

Dailleurs, 24’0 4-a*b=3a%b, ab> + 2ab* = 3ub>.

On en déduit que le cube de a-}- b se réduit a

@3 3a°b 4 3ab* 4= b’

Le cube d’'une somme formée de deuzx parties est donc com-
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posé s du cube de la 1" partie, de trois fois le carré de la v
partie multiplié par la >, de trois fois la 17 pariie multipliée
par le carré de la 2° partie, el du cube de la = partie.

177. Ce dernier priacipe fait voir que le cube dun nombre
composé de dizaines et d'unités contiens quaire parties, sayorr :
le cube des dizaines, le produit de trois fois le carré des
dizaines par les unités, le produit de trois Jois les dizaines
par le carré des unités, et le cube des unités. Ces quatre par-
ties expriment respectivement des mille, des centaines, des
dixaines et des unités.

Ainsi, le cube de 64 est composé : du cube 216 mille des 6
dixaines de 64, de trois fois le carré 36 centaines des 6
dixaines multipli€ par les 4 unités oun de 432 centaines, de
trois fois les 6 dixaines multipliées par le carré des 4 unités
ou de 288 dixaines, et enfin du cube 64 des 4 unités. La
somme 262144 de ces quatre parties exprime le cube de 64.

178. Nous allons faire voir que les principes précédens four-
nissent le moyen de caleuler la racine cubigue R d’un nombre
entier quelcongue N.

1 ExeMpLE. Extraire la racine cubique de 262144.

On dispose le calcul de la maniére suivante -

Cube...... 262.144]64 Racine cubique.
B0 6° x 3=105

2880

1EF reste. .. 6 4 | 432300
4

46 1.4
4614
ne reste.... o E'{'

46144.
Le nombre 262144 ayant six chiffres, il résulte du principe

3
du n° 174 que la partie entiére de {26214/ aura deux chiffres
a,b,quireprésenteront respectivement des dixaines et des unites,

Pour déterminer le chiffre , &', des dizaines de Pm,
concevons que la racine cubique R de 262144 soit décom posée
en a dixaines plus en une quantité r moindre que 10, 11 suit
du principe dun® 476, que le cube 262144 de R sera forme :

R. Arith, , mie édie. 11
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du cube de a disaines, de trois foisle carré de a dixaines
multiplié par r, de trois fois a dixaines multiplices pa1 r*, et du
cube 73 de r. Or, le cube des a dixaines étant @° mille, ne saurait
se trouver que dans les 262 mille de 262144 ; on sépare ces
mille 4 Faide d’un poins placé sur leur droile; de sorte que
262144 se trouve partagé en deux tranches 262 et 144.

Nous allons démontrer, par des raisonnemens analogues a
ceux du n° 185, que la racine cubique du plus grand cube
contenu dans la 17¢ tranche 262 (des mille) , exprime le chiffre
a des dixaines de R. En effet; on voit, & Vaide du tableau
(page 160), que la 1™ tranche 262 tombe entre les cubes
216, 343, de 6 et de 7; 262 mille ou 262 ooo est donc néces-
sairement compris entre 6° mille et 7° mille. Or, 262 mille et
7% mille different au moins d’un mille; 262144 est donc com-
pris entre 6% mille et 7° mille, ¢’est-2-dire entre les cubes de 6

B
dixaines et de 7 dixaines; |/ 262144 ou. R est donc compris
entre 6 dixaines et 7 dixaines; Rest donc composéde 6 dixaines,
plus de la quantité r moindre que 10. On obtiendra donc le

chiffre 6 des dixaines de ;/262144 en prenant la racine cu-
bique du plus grand cube 216 contenu dans le nombre 262
des mille de 262144.

Connaissant le chiffre 6 des dixaines de R, pour trouver le
chiffre b des unités de R, on observe que R étant égale 4 6
dixaines -+ 7, il suit du principe du n° 176 que le cube 262144
de R sera composé : du_cube des 6 dixaines de R qui vaut 216
mille, de trois fois le carré de 6 dixaines multipli€ par r, de
trois fois 6 dixaines multipliées par r% et du cube 7* de r. Par
conséquent, si I'on 6tait 216 mille de 262144, le reste 46144
ne renfermerait plus, que trois fois le carré des 6 dixaines de
R multiplié par r, trois fois les 6 dixaines multiplices par r* et
le cube r* de r.

On est parvenu plus simplement au méme reste 46144 en
Stant 6° ou 216 de la 17° sranche 262 , et en placant la 2° tran-
che 144 sur la droite du résultat 46.

Or, trois fois le carré de 6 dixaines vaut 108 centaines. Le
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reste 46144 est donc €gal a

108 centaines >< r+-trois fois 6 dixaines>< r* <+ .

Mais, la 2° partie r de R ne saurait étre moindre que le
chiffre & des unités de R; les f61 centaines du reste 46144 ne
sont donc jamais moindres que le produit de 108 centaines par
b. Ainsi, en divisant le nombre {61 des centaines du reste
46144 par 108, cest-a-dire par le triple carré 108 du chiffre 6
des dixaincs de R, les 4 unités du quotient exprimeront le
chiffre b des unités de R, ou un chiffre trop fort, mais jamais
un chiffre trop faible.

Pour essayer 4, on pourrait oter 64° de 262144; le reste
z€ro ferait voir que 64 est la racine cubique exacte de 262144.

Mais, le reste 46144 étant égal 3 262144 —60%, on est
parvenu au mé.me résultat en retranchant de 46144, la somme
des' trois derniéres parties (432 centaines, 288 dixaines, 64
unités) du cube de 6o +- 4, (n° 177).

Ainsi, pourcalculer la racine éubique R du nombre 262144
on le divise en tranches de trois chiffres 3 partir de la droite1
en placant un point entre les tranches ; la racine cubique 6 dl;.
plus grand cube 216 contenu dans la 1™ tranche 262 des mille
détermine le chiffre 6 des dixaines de R. Pour trouver lt;
chiffre des unités de R, on pourrait éter de 262144 le cube
216 mille des 6 dixaines obtenues & la racine, ce qui donne-

rait le reste 46144 ; mais on est parvenu au méme résultat
en retranchant de la 1*¢ tranche 262, le cube 216 du chiffre é
des dixaines de R, ce qui a donnéle reste 46, et en écrivant
la o° tranche 144 4 Ja droite du reste 46. On divise les 463
centaines du reste 46144, par trois fois le carré du chiffre §
des dixaines de R, ou par 108 ; les 4 unités du quotient expri~
311ent le chiffre des unités de R ,-ou un chiffre trop fort, mais
jamais un chiffre trop faible. Pour essayer le chiffre 4, on ’pour-
rait ter 64° de 262144, le reste zéro indiquerait que 64 estla
racine cubique exacte de 262144. On est parvenu au méme
résultat en retranchant du 1 reste 46144, la somme des
trois derniéres parties, 432 centaines , 288 dixaines, 64 unites,

IL,.
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du cube de 64 (n° 177); le veste étant zéro, le chiffre des unités
de R est 4, etle nombre 64 obtenu & la racine est la racine
cubique exacte de 262 144.

179. On démontrera comme dans le n® 154 que le raison-
nement qui vient de servir 4 déterminer les dixaines de la ra-
cine cubique de 262144, est applicable a tout autre nombre;
de sorte que la racine cubique du plus grand cube contenu
dans les mille &'un nombre N, détermine toujours les dixaines
de la racine cubique de N.

. 180. o¢ ExempLe. Extraire la racine cubique de 273359.

Les raisonnemens employés dans le 1°* exemple (n° 178)
conduisent aux calculs suivans :

273359] 64
a1 6

Essat Fssai
16T reste.s. 59 3.5 9| du chiffre5. | du chiffre §.
46144 54000 43200

2€ resiés.. 11 21 h 4500 2880
125 64

5855 46144

3

On trouve que la partie entiere de V/27335gest 64 etquele
o€ yeste est 11215. Ce dernier reste exprime Vexces de 273359
sur je cube du nombre 64 obtehu 4 la racine; car les caleuls qui
conduit  ce reste, reviennent & retrancher de 273359 la

ont
somme des quatre parties qui composent le cube de 64 (n°4%7).

La racine cubique R de 273359 est donc comprise entre 64
et'65; le nombre 64 obtenu a la racine exprime donc la racine
cubique du plus grand cube contenu dans 273350.

RemarqQuE. Le principe du n° 176 fournit aussi le moyen de

s'assurer que 273359 est compris entre 643 et 65°. En effet; le

dernier reste 11215 étant égal 4 273359— 64, on est certain
que 273359 est plus grand que 64°. ;

Pour s’assurer que 2733509 est moindre que 65% on observe -

quele principe dun® 176 donnant
(d + I)3= d3+ a’><3+ a><3+ iI,ona
644 1) =64" + 64 X 3 +64 X34 1.
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Or, le nombre 11215, ou 273359 —64°, est moindre que

6425< 3 4 64 > 3 4+ 1; 273359 est donc moindre que

643 4 642 33 + 64 X 34 1, ou que (644 1)*, ou que 65°.
3¢ Exemrere. Extraire la racine cubique de 273359449.

On effectue le calcul de la maniére snivante :

Cube 2733594409 649 Racine cubique.
« 6 =
o 62x 3=108 642 x 3=12288

1t reste.” 517 3.
1

2 Fssat Lssai FEssai
du chiffre 5. | du chiffre §. | du chiffre g.
2° reste. : 54000 43200 11059200
4500 2830 155520
3¢ reste. 125 G4 729

58025 46144 r1215449.

7
46

Le nombre 273359449 ayanty chiffres, la partie entiére de
la racine cubique R de 273359449 aura trois chiffres a,b,¢,
(n® 1%4), qui représenteront respectivement des centaines,
des dixaines et des unités. On peut donc concevoir que cette
partie entiére soit décomposée en un nombre D de dixaines
exprimé par les deux premiers chiffres a,b, de R, plus en un
nembre ¢ d'unités moindre que 1o.

Pour calculer D, on observe que le cube de D dixaines
étant D% mille, ne saurait se trouver que dans les 273359
mille de 293359449 (on sépare ces miile & aide d’un point
placé sur leur droite); et d’aprés le principe dun®179, la racine
cubique du plus grand cube contenu dans 273359 ex-
primera D, On obtiendra donc le nombre D des dixaines de

3

/273359449, en calenlant la racine cubique du plus grand
cube contenu dans un nombre 273359 qui contient trois chif-
fres de moins que le nombre 273359449 proposé.

Si Ton opére comme dans le 2° exemple, en regardant
273359 comme des unités simples, on trouvera, aprés avoir
essayé les chiffres 5 et 4, que la racine cubique D du plus
grand cube contenu dans 273359 est 64, et que P'excés de




