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273359 sur 64° est 11215; la racine R est done composde
de 64 dixaines plus d’une quantité r moindre que 10.

Connaissant le nombre 64 des dixaines de R, pour trou-
ver le chiffre ¢ des unités, on observe que R étant égale a
64 dixaines 4 r, il suit du principe dun®4176 que le cube
273359449 de R est composé : du cube des 64 dixaines de R,
de 3 fois le carré de 64 dixaines multipli€ par r, de 3 fois 64
dixaines multipliées par 7*, et du cube r* de r.

Par conséquent, si I'on 6tait 640° de 273859449 , le reste
11215449 contiendrait les trois autres parties du cube de
64 dixaines 4 7.

Mais on a trouvé plus facilement ce reste en observant que,
d’aprés le calcul qui a fourni les 64 dixaines de R, U'excés de
273359 sur64° étant 11215, Vexcés de 273359449 sur 640% peut
s’obtenir en abaissant la tranche 449 & la droite de 11215.

Le 2° reste 11215449, étant égal a 273359449— 640,
contient les trois derniéres parties du cube de 64 dixaines 4 r,
savoir : 3 fois le carré des 64 dixaines de R multiplié par r,
3 fois les 64 dixaines maltipliées par r*, et le cube .

Or, 3 fois le carré de 64 dixaines vaut 12288 centaines. Le
2¢ reste 11215449 contient donc le produit de 12288 centaines
parr, plusles deux derniéresparties du cube de 6/ dixainesr;
et comme 7 ne saurait étre moindre que le chiffre cherché c des
unités de B, le nombre 112154 des centaines du 2° reste n’est
jamais moindre que 12288 3< c. Par conséquent, si I’on divise
112154 par 12288, c’est~a-dire par 3 fois le carré du nombre
64 des dixaines obtenues & la racine R, les 9 unités du quo-
tient exprimeront le chiffre ¢ des unités de R, ou un chiffre
plus grand , mais jamais un chiffre plus faible.

Pour essayer g9, on pourrait oter 649’ de 273359449; le
reste zéro ferait voir que 649 est la racine cubique exacte de
273359449.

Mais, on est parvenu plus simplement au méme résultat en
observant que, puisque le 2°reste 11215449 est égala 273359449
diminué du cobe des 64 dixaines de 64g, si Von éte de
11215449, la somme des trois derniéres parties, 110592 cen-
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taines, 15552 dixaines, 729 unités, du cube de 6404 g, le
reste exprimera l'exces de 273359449 sur 64g*. Ce dernier
reste étant zéro, 273359449 est le cube de 649.

Ainsi, pour calculer la racine cubique R du nombre
273359449, on le divise en tranches de trois chiffres a partir
de la droite, en plagant un point entre deux tranches consé-
cutives; le nombre 3 des tranches indigue que la partie en-
tiére de Raura trois chiffres. Pour trouver le 1° chiffre 4 gauche
de R, cest-a-dire le chiffre des centaines, on cherchela racine
cubique du plus grand cube contenu dans la 1™ tranche 2173,
ce qui donne le chiffre 6 demandé. Pour calculer le 2¢ chiffre
de R, on 6te de la 1™ tranche 273, le cube 216 du 1*r chiffre 6
de R; sur la droite du reste 57 on abaisse la 2¢ tranche 359, ce
qui donne le 1" reste 57359; on sépare les 593 centaines de
57359 en mettant un point sur leur droite ; on divise le nombre
573 par 3 fois 6° oupar 108; les 5 unités du quotient expriment
le 2° chiffre cherché, ou un chiffre trop fort, mais jamais un
chiffre trop faible. Pour essayer 5, on forme les trois dernitres
parties du cube de 65 qui sont 54000, 4500 et 125; leur
somme 58625 €tant plus grande que le 1% reste 57359, le
chiffre 5 est trop fort. Pour essayer 4, on forme les trois der-
niéres parties 43200, 2880, 64, du cube de 60+ 4, leur
somme 46144 étant moindre que le 2° reste, le 2° chiffre de B
est 4. Pour trouver le 3° chiffre de R, on éte 46144 du 1 reste
57359, et sur la droite du résultat 11215 on abaisse la 3° tran-
che 449, ce qui donne le2* resie 11215449, dont on sépare les
112154 centaines en placant un point sur leur droite. On di-
vise 112154 par 3 fois le carré des 64 dixaines obtenues a la
racine, ou par 12288; les g unités du quotient expriment le
chiffre cherché ou un chiffre trop fort , mais jamais un chiffre
trop faible. Pour essayer g, on forme les trois derniéres parties
du cube de 64049, qui sont 11059200, 155520, 729; on re-
tranche leur somme du 2° reste; le résultat o de cette sous-
traction exprimant Vexcés de 293359449 sur 64g®, on voit
que 273359449 est égal a 649*; de sorte que 649 est la racine
cubique exacte de 273359449,
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4° Exewert, Eziraire la racine cubique de 273369873,

En opérant comme dans le 3¢ exemple, on trouvera que la
Ppartie entiere de la racine demandée est 649, et que 'exces de
273367873 sur le cube de 649 est 8424. La racine demandée

tombant entre 649 et 650, o est certain que cette racine est
Incommensurable (n°175)

Pour faire la preuve, on ajoute le dernier reste 8424 au cube
du nombre 649 obtenu 4 la racine, la somme doit étre égale
aunombre 273367873 dont on a cherehé la racine cubique.

181. En général, pour celculer la racine cubigue R d'un
nombre entier quelcongue N, on dispose et on exécute les calculs
comme 1l a éié indiqué dans les exemples précédens. On divise N
en tranches de trois chiffres, a partir de la droite, en séparant
deux tranches consécutives quelconques a Uaide d'un point (la
1 tranche & gauche peut contenir moins de trois chiffres) ; le
nombre des tranches indigue combien il J aura de chiffres dans
la pariie entitre de R.

Pour déterminer le 1°* chiffre a gauche de R, on cherche
(par la méthode du n® 178) laracine cubique du plus grand cube
contenu dans la 1™ tranche & gauche; ceite racine exprime le
chiffre cherché.

Pour trouver le 2° chiffre de R, on 6te de la 1 tranche
le cube du 1** chiffre obtenu & la racine : et sur la droite du
résultat on abaisse la of tranche, ce qui fournit le 1 reste.
On sépare les centaines de ce 1% reste, & Paide d'un point
placé sur leur droite, et on divise le nombre de ces centaines
par 3 fois le carré du 1% chiffre de R ; les unités du quotient
expriment le 2 chiffre de R ou un chiffre irop fort, mais jamais
un chiffre trop faible. Pour essayer ce 2¢ chiffre, on retranche
du 1° reste la somme des trois dernitres parties du cube d'un
nombre de deuzx chiffres, dont le chiffre des dizxaines est le
1°° chiffre obienu & la racine, et dont Ie chiffre des unités est le
chiffre que I'on essaie ; quand cette somme ( formée dapres le
principe du n° 177 ) n'est pas plus grande que le 1% reste, le
chiffre que Lon a essayé est le 2° chiffre de R; quand celte
somme ne peut éire relranchée du 1% reste , le chiffre que Pon
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a essayé€ est trop fort, au moins dune unité, et on le diminue
successivenent d’une unité, jusqu’a ce que Lon puisse retran-
cher du 1% reste la somme des trois dernitres parties du cube
d'un nombre de deux chiffres , dont le chiffre des dixaines est
le 1" chiffre de laracine, et dont le chiffre des unités est celui
que L'on essate. Le chiffre des unités qui satisfait a cetie condi-
iton est le 28 chiffre de R. :

Pour trouver le 3¢ chiffre de R , on bte du 1% reste la somme
des trois derniéres parties du cube du nombre de deux chiffres
obtenu & la racine ; sur la droite du résullat de cetle soustrac—
tion on abaisse la 3° tranche du nombre donné , ce qui fournit
le 2° reste. On sépare les centaines de ce 2° resie en placantun
point sur leur droite, et on divise le nombre de ces centaines
par trois fois le carré du nombre de deux chiffres ebtenu a la
racine ; les unités du quotient expriment le 3¢ chiffre de R ou
un chiffre trop fort, mais jamais un chiffre trop faible. Pour
essayer ce's3® chiffre, on forme la somme des trois derniéres
parties du cube d’'un nombre de trois chiffres dont les dizaines
sont exprimées par le nombre de deux chiffres obienu & la ra-

. cine, et dont le chiffre des unités est celui gi’on essaie ; quand
2>

cetie somme n’est pas plus grande que le 2° reste, le chiffre
qut a éié essayé est le 3° chiffre de R ; quand cette méme
somme surpasse le 2¢ reste, le chiffre que Uon vient dessayer
est trop fort, et on le diminue successivement d'une unité ,
jusqu'a ce quon puisse retrancher du 2° resie la somme des
trois derniéres parties du cube d’un nombre de trois chiffres,
dont les diraines sont exprimées par les deux premiers chif-
Jfres obienus & la racine, et dont le chiffre des unités est celui
qu’on veut essayer ; le chiffre des unités qui satisfait a cette
condition est le 3° chiffre de R.

En continuant & opérer d'une maniere semblable, on ob-
tiendra successivement les différens chiffres de R. Lorsque
aprés avoir abaissé la derniere des tranches du nombre donné
N, on aura obtenu le chiffre des unités de R, on retranchera
du resie correspondant la somme des trois derniéres parties du
cube du nombre entier E obtenw i la racine; cela fournira un
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dernier reste rqui exprimera Pexcés de N sur le cube de E.
Si r est nul, E sera la racine cubique exacte de N. Si rn'est
peas nul, R sera incommensurable, et B sera la partie entitre
de R; nous werrons (n® 190) comment on peut approcker
autant qu’on veut de R.

RemarQUE. On déduit de cette régle générale, que lorsque le
nombre des centaines d’un reste est moindre que le tn'plé carré
du nombre obtenu & la racine, le chiffre correspondant de la
racine est un zéro.

Pour faire la preuve, on ajoute au dernier reste le cube du
nombre E obtenu & la racine; la somme doit étre égale au
nombre IV dont on a cherché la racine cubique. De plus, pour
que E soit ia racine cubique du plus grand cube contenun dans

N, il faut et il saffit que le dernier reste soit moindre que
3E*4-3E4-1.

Formation du cube et extraction de la racine cubique des
Jractions et des nombres décimauz.

182. Le cube d'une fraction peut s'obtenir en élevant sépa-
rément le numérateur et le dénominateur au cube. Car le prin-
cipe du u° 115 donne

® =

. iy clia
183. Pour trouver la racine cubique d’une fraction 5 o"

peut extraire séparément la racine cubique du numérateur et
du dénominateur.

Lorsque a et [ sont les cubes de deux nombres entiers, le
principe €noncé n’est qu'une conséquence de celui du n® 182.

¥2°. Lorsque a etb ne sont pas des cubes, on ne saurait plus
conclure le principe du n° 183 de celui du n°482. Pour démon-
trer que le principe énoncé est vrai, quels que soient a et 4, on
prouvera d’abord , par des raisonnemens analogues a ceux du
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n" 147 (4 et 5“), que le cube de 4>< B est A3 B3, et que

l/AX t/B — VAB quels que soient A et B. Ona donc,

e
\/g:\/bx—- \/a, donc
:\/3 donc, \/b

La dernitre égalité démontre le principe du n° 185. Ce prin-
cipe donne

i 3
78, 2 Ble

P
e R e
125 ‘/—125 5

18%. 11 est facile de réduire la recherche de la racine cu-

bique d’une fraction, & calculer la racine cubique d’un seul
nombre entier. Car,

B e eTd 3 3

a ab* V' ab* Y ab* -

e 73 = = b ) (ll° ’.80)

b b vV

On peut donc obtenir la racine cubique d’une Jraction en

exirayant la racine cubique du produit du numérateur par le
carré du dénominateur, et en divisant le résultat par le déno-
minateur.,

FRGENTAY B3 aniatna
ek 5 V5Xo V245
Ainst, =— = 2
7 7 7

183. Pour calculer la racine cubique d'un nombre composé
dun entier et dune fraction, on ajoute d’abord U'entier 4 la
fraction (n°® 120); et on extrait ensuite la racine cubique du
nombre fractionnaire qui en résulte.

186. Le cube d'un nombre décimal N, qui contient n. déci-

males, s obtient en formant le cube du nombre entier qui résulic
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de la suppression de la virgule dans N, et en séparant 3n dé-
cimales & la droite de ce dernier cube. Cela se déduit de la régle
du n° 153. Le nombre des chiffres décimauz d'un cube est donc
toujours un multiple de 3.

On trouve de cette maniére que les cubes des nombres 6,49
et 0,06/49, sont 273,350449 et 0,0002733594/q9.

187. Pour revenir du cube N d'un nombre décimal & sa
racine cubigue, il suffit de calculer la racine cubique du
nombre entier qui résulte de la suppression de la virgule dans
N, et de séparer ensuite autant de décimales & la droite
de cette racine, qu'il y a d’unités dans le tiers du nombre des
décimales de N. On démontrera cette régle générale par des
raisonnemens analogues A ceux du n® 164,

17 Exgweve. Calculer la racine cubigque de 293,3594/9.

On cherche la racine cubique de 273359449 ; cette racine
est 649. Le cube donné 273,35944g ayant six décimales, sa
racine cubique doit en avoir deux; on sépare donc deux dé-
cimales sur la droite de 649; le résultat 6,49 est la racine de-
mandée.

2¢ EXEMPLE. Soit proposé de caleuler la racine cubique de
0,000273359449.

On trouve que cetle racine est 0,06/q.

RenmarQue. Lorsque le nombre des décimales de IV ne sera
pas un multiple de 3, ou lorsqu’en faisant abstraction de la
virgnle dans V, le nombre entier qu’on obtiendra n’anra pas
de racine cubique exacte, la racine cubique de V sera néces-
sairement incommensurable.

188. Pour déterminer la plus petite valeur entiére approchée
de la racine cubique d'un nombre N (décimal ou fractionnaire)
plus grand que U'unité, il suffit de calculer la plus petite va-
leur entiére approchée de la racine cubique de la partie entiére
contenue davs le nombre donné IV. On démontrera ce principe
A l'aide de raisonnemens analogues a ceux du n°® 168,

3
Ainsi : la plus petite valeur entiére approchéc de y/218,35
3

est la méme que celle de }/218, qui est 6.
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189. Pour obienir la racine cubique d'un nombre quelcon-

gue N a moins de =l suffit de calculer la plus petite valeur
: P

_entiére approchée A de la racine cubique de Np® (n°® 188), et

de diviser ensuite A par p. On démontrera ce principe & Vaide
de raisonnemens analogues a ceux du n° 167; et on en déduira
des régles particulitres analogues a celles qui ont été données
dans ce n°. En voici des exemples :

1% Exemere. Calculer la racine cubique de 8755, & moins
d'un centieme d'unité, c’est-a-dire avec deux décimales.

Dans ce cas, p = 100, Np® =8755000000.

On cherche la plus petite valenr entiére approchée de

B —— . . >
/8755000000 qui est 2061 ; la racine cubique demandeée est
2061
— ou 20,61.

On voit que pour calculer la racine cubique d'un nombre
entier N, & moins d’une uniié décimale du n*"¢ ordre, C’est-a—
dire avec n décimales, il suffit de mettre 3n zéro 4 la droite de
IV; de calculer la plus petite valeur entiére approchée de lara-
cine cubique du nombre ainsi préparé; et de séparer n déci-
males 4 la droite de cette plus petite valeur entiére approchée.

2¢ Exemere, Déterminer la racine cubique de 12,5 & moins
d’un centitme d’untté.

On a , Np? = 12500000. On cherche la plus petite valeur

oy i wa ey 5
entiere approchée de V/ 12500000 qui est 232 ; la racine de~
: 232
mandée est — ou 2,32.
100

3¢ Exempre. Soit proposé de calculer la racine cubique du
nombre 0,000012755427 etc. , & moins d'un millieme d'unité.

; 5 23
On trouve gue la racine demandée estﬁ oun 0,023.

s ; Yot
4¢ Exemrie. Calculer la racine cubique de %, a moins d'un

centieme dunité, ¢ est-a-dire avec deux décimales.
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I 71000000
Ona, Np = 1I o 100t = L2

= 3227212, etc.
22 22 123%

On cherche la plus petite valeur entitre approchée de

a8 hl : oy , .
V/ 3227292, qui est 147; on divise 147 par 100; le quotient
1,47 exprime la racine demandée.

5 X 2003 i
5¢ Exemerk. Calculerlaracine cubique de —— amoins de -12(—1 %

4
= 1459, ete.

0 L ;2003000
ol i i 2 1372
On détermine la plus petite valeur entiére approchée de

10 77
10

3
V1459 qui est 11. On divise 11 par = le quotient ex—

prime la racine demandée. Il est facile de s’assurer que
3

: , : : 8
\/ 20[03 est effectivement compris entre les fractions 77 5 -—4

t ; 10" 10,
qui difféerent entre elles de =,
10 *

190. Pour approcher le plus possible de la racine cubique
d’un nombre (entier, ou fractionnaire, ou décimal) en ne con-
servant quwun nombre déterminé de décimales , on cdlcule
une décimale de plus a la racine, et on supprime ensuite cette
décimale, d’aprés larégle du n° 142,

* Par exemple, pour approcher le plus possible de la racine
cubique de 0,000273359449 , en ne conservant que trois déci-
males, on calcule cette racine avec quatre décimales, ce qui
donne 0,064g ; et en supprimant la derniére décimale, d’aprés
la régle du n° 142, on voit que la racine cherchée est 0,065 a
moins d’un demi-millieme d’unité.

§ I11. Des puissances et des racines de tous les degrés.

Des puissances.

191. La m*™ puissance d’un nombre quelconque 4, indi-
quée par A™, étant le produit de m facteurs égaux a 4 (n° 30),
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la formation des puissances des nombres ne peut offrir aucune
difficulté.

192. 1°, Pour former la m“™ puissance d'un produit, il
suffit d'élever chaque facteur & ceite puissance,
Par exemple, les principes du n°® 447 (1°, 2° et 3°) donnent

(abe)™ = abe X abe < abe. . .. . — abcabeabe. . ... .

—aaa...bbb ..ccc..... =a" bh™cm.

2°. La m*“™ puissance d’une fraction peut s’obtenir en éle-
vant séparémeni le numérateur et le dénominateur & cetle
puissance. Ceite propriété se déduit de la régle du n° 113,

De Uextraction des racines de tous les degrés.

195. La racine m*“™ d’un nombre quelcongque A, indiguée

parV/ A4, estla quantité dont la m*“™ puissance reproduit 4;
de sorte qu’en désigrant cette racine par a, on doil aveir

u:
e (A A

194. La racine m“™* de la racine n*m¢ d'un nombre quel-
conque A est égale & la racine mniv¢ de ce nombre, quels
que soient d’ailleurs les nombres entiers m, n. En effet; si

n n
Ton désigne par & la racine mi‘™ dey/ 4, on aura bm=1{/4,
(n° 195). D’ailleurs, 6™ étant la racine n*™e de A4, la ni™e
puissance de 4™, qui est b™* (n°® 51), doit reproduire 4. On a
mn
donc, "= A ; et par suite, b= /4.
Ce qui démontre le principe énoncé.

n
Pour indiquer la racine m#m de {/ 4, on écrit

\/\/Z, De sorte que \/\/Z =V 4

On déduit de ce principe que lorsque Uindice de la racine &
exiraire, ne renferme pas d autres facteurs premiers que 2. et 3,
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on obtieni celle racine en exirayant successivement des racines
carrées et des racines cubigues.

Par exemple, 6 étant le produit de 2 par 3, pour obtenir la
racine sixi¢me de 64, on prend d’abord la racine carrée de 64
qui est 8, et la racine cubique de 8, qui est 2; ce dernier
nombre est la racine demandsde.

De méme, 12 étant le produit de 2 par 6, pour obtenir
12 X

V/ §ogb, on prend d’abord la racine carrée de 4ogb qui est 64;
la racine sixi¢me de 64 sera la racine demandée. On trouvera,
comme dans le 1" exemple, que

6 1
V/64 = 2. De sorte que {/ 4006 =2.

Lorsque l'indice m de la racine & extraire renferme dau-
ires facteurs premiers que 2 et 3, la démonstration arith-
métique de Ia régle a snivre, pour obtenir la racine 7 d’un
nombre entier, devenant trés compliquée, nous ne traiterons
cette question que dans ' Algébre. On verra d’ailleurs, dans
le cinquicme chapitre, comment on calcule, & Taide des
logarithmes, des valeurs approchées des racines de tous les
degrés.

195. 1°. Le produit de plusieurs radicaux du mi®me de:g'ré est
égal & la racine m*™ du produit des quantités placées sous ces
radicaux.

Par exemple, Va X Vix Ve=Vaxb <c,
Car, d’aprés le principe du n® 192 (1°), la m"n¢ puissance de

VX VB x Ve dtant (Va)" x (VB < (Vo on

axbxec, il suit de la définition de la racine m* (n° 193)

m m m
que Va > Vb Vcexprimela racine mi™ de a > b >¢ c.
RemarQue. On voit que la racine m*“™* du produit de plu-
steurs facteurs est égale au produit des racines mi‘m* de ces

Sfacteurs.
2°. La racine m*™ d’un quotient est égale a la racine m'm
du dividende divisée par la racine m'm dy diviseur.

CHAPITRE IV.
Va

Il s’agit de prouver que W =

"

Le principe établi (1°) démontre cette propriété; car d'apres

m
i o - . . )n—. a = i
ce principe, le produit du diviseur §/b par \/5 étant

\/bxg ou Va, il suit de 13 que le quotient de \/ a’par

"

/b estégal a \/Z

Remarque. On voit que la racine mi*™ d’une fraction est
égale a la racine m“™ du numérateur divisée par la racine
m®¢ du dénominateur.

196. Pour former la m**"* puissance d’un radical, il suffit
d'élever la quantité placée sous le radical & cette puissance ;

n
Cest-i-dire que la m* " puissance de {/, indiquée par

f],/c_z)'“, est Y/ a™. Ce principe se déduit de celui du n® 195 (1°).
Par exemple,

Glir= ViV

Les théories exposées dans ce chapitre conduisent aux ré-
sultats snivants:

et 3 SE
V10 = 3,16227766 ete., /10 = 1,77827941 etc.,

o U 6
/ 1061520150601=10201, }/ 1061520150601 =}/ 10201=101.

8 Acsaut
V/i0828567056280801 = V 104obojor = |/ 10201 = 101.

R, Arith, 2.8 édit,




