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CHAPITRE V.

Rapports, Proportions, Progressions et Logarithmes.

1¢c, Des rapporis arithmétiques et géométriques.
P q ey

197. La différence entre deux quantités est leur rapport
arithmétique ou par différence; le quotient de la division de
deux quantités 'une par Vautre, est leur rapport géoméirique
ou par quotient.

Ainsi, le rapport arithmétique de 18 a 6 est 12, et le rap-
port géométrique de 184 6 est 3.

Les denx nombres 18, 6, dont on prend le rapport, se
nomment les termes du rapport; le 1°° terme 18 est U'aniéeé—
dent du rapport, et le 2¢ terme 6 est le conséquent.

Pour indiquer le rapport géométrique de deux guantites,
on écrit ces quantités I'une 4 coté de lantre, en les sépa-
2. 4
3 5

rant par deux points. Ainsi, I'expression

4

AR de 2 1 : 2ol o
rapport géométrique de 5 & &, ou le quotient de zbar g

indf&que le

198. Un rapport arithmétique ne change pas, quand on aug -
mente ou quand on diminue ses deux termes d’un méme nom-
bre; car lorsque deux nombres augmentent ou diminuent
d’une méme quantité, leur différence reste la méme.

199. Un rapport géoméirique ne change pas , lorsqu’on
muliiplie ou qwon divise ses deux iermes par une méme
quantité. Car le rapport géométrique de deux guantités est
égal au quotient de la 17° quantité par la 25(n° 137); et on a
démontré (n° 42, 3°) que le quotient ne change pas, lorsqu’on

CHAPITRE V. 199
meltiplie ou qu’on divise le dividende et le diviseur par un
méme nombre.

*Remarque. Cette démonstration suppose que les termes du
rapport sont des nombres entiers. La méme propriété subsiste,
quels que soient les termes d’un rapport.

En effet, si ¢ désigne le rapport géométrique de aa b, c’est-
a-dire le quotient de a par b (n° 197), on aura

a = bg0°2); dou axXn=bgx<n.

Or, bgxn=bxgxn=>0bx<XnxXq(n°141, 1° et 2°)=bn<q.

Done an=bn3<q. Paisque le produit de bn par g est an, le
quotient de an par bn sera égal a g(n° o5 ); mais, le quotient
de @ par D est aussi égal & g; ces deux quotiens sont done égaux.
Ce qui démontre le principe énonzé.

§ 11. Des proportions arithmétiques et géometriques.

.

200. La réunion de deux rapports égauz forme ce qu'on

nomme une PROPORTION.

Par exemple, le rapport arithmétique de 7 a 5 étant égal a
celui de 11 a g, les nombres 7, 5, 11, 9, forment une pro-
portion arithmétique ou par différence que V'on écrit de cette
maniere, n.br 119,

et que 'on énonce, 7 esta 5 comme 1t est ag.

Le rapport géométrique de 7 & 3 étant égal a celui de
28 4 12, les nombres 7, 3, 28, 12, forment une propor-
tion géoméirique ou par guotient que Von écrit de cette ma-
niére, 7% 3 s a8 sy

et que l'on énonce, 7 est & 3 comme 28 est & 12.

On appelle 1°7 antécédent et 1°° conséquent, les deux termes
da 1° rapport; et 2° antécédent, 2° conséquent, ceux du
2¢ rapport. Le #€ terme et le 4 sont les extrémes, le 2° terme
et le 3¢ sont les moyens.
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Ainsi, dans la proportien géométrique 71 3 !1 28 ; 12, les
deux termes 7, 3, du 1" rapport sont le 1°" antéeédent et
le 1% conséquent de la proportion; les deux termes 28, 12, du
2¢ rapport sont le 2° antécédent et le 2° conséquent de lapro-
portion; 7 et 12 sont les extrémes, 3 et 28 sont les moyens.

Le quatriéme terme d’une proportion est ce gu’on nomme
une quatri¢me proporiicnnelle aux trois autres termes. Quand
les moyens sont ¢gaux, la proportion est dite continue.

‘Dans la proportion continue’5.7:7.9, le terme moyen 7 est
une moyenne arithmétique entre 5 et g; cette proportion
s’écrit ordinairement de cette antre maniere, :5.7.9;
et g est une troisieme proportionnelle arithmétique 4 5 et 7.

De méme, 4:12::12: 36 est une proportion géométrique
continue qu’on écrit de cette maniere 3% 4:12:30; et 12 est
une moyenne géométrigue entre 4 et 36; 36 est une lroisieme
proportionnelle géométriqued fet 12.

Des proportions® arithméiiques.

20%. Nous allons faire connaitre les principales propriétés
des proportions arithmétiques.

1°. Dans loule proportion ariihméiique, la somme des ex—
trémes est égale 4 la somme des moyens.

En effet; soit la proportion arithmétique 7.5:11.9;
elle exprime que les rapports 7 —5, 11 —g, sont égaux.
Par conséquent, si I'on augmente ces rapports de la somme
5+ gdes conséquens, les résultats 7—54-549, 11—g+45-4}9,
seront égaux. Or, il est bien évident que 7 —5+-54-g se
réduitd 7+ 9, et que 11—9g--5+gse réduitd 1145; la
proportion

7.5:11.9 donne done, 74 g=11 4+ 5.
Ce qui démontre la proprigté énoncée.
2°. Quand la somme de deux nombres est égale a la somme

de deux autres nombres, ces quatre nombres forment une pro-
portion arithmétique, dans laquelle les deuzx nombres qui com-
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posent une des sommzes soni les c.rtre'mex, et les deux aulres
nombres sont les mgyens.

En effet, soit 'égalité 7 +9 =13} 5,

Si des deux quantités égales 749, 114 5, on retranche e
méme nombre 5 4- g, les restes seront nécessairement égaux.
Or, pour Oter § + g de 7 -+ 9, il suffit de diminuer d’abord
7+ 9 de g, ce qui donne 7, et d’éter ensuite 5 de 7, ce qui
s'indique en €crivant, 7—5. De méme, Ster 54 g de 115,
revient a diminuer d’abord 1145 de 5, ce qui donne 11, et A
Oter ensuite g de 11, ce qWon indique en éerivant 11—q.

L’égalité 74 g =11+ 5, donne donc 7 —5=11—g; les
rapports arithmétiques 7— 5, 11 — g, sont donc égaux;on a
donc la proportion arithmétigue, 7.5:171. 9.

Ce qui démontre la propricté énoncée.

On déduit de (1°) et (2°) que : 3° si guatre nombres ne sont
pas en proportion arithmétique , la somme des extrémes n'est
pas égale ala somme des moygns; et que: 4° si la somme des
exirémes n'est pas égale & celle des mayens, les quatre nom-
bres donnés ne forment pas une proporiion arithmétique.

5°, Le quatrieme terme d’une proportion arithméiigue est
égal a la somme des moyens diminuée du premier terme, car
la proportion 7.5:11.q9, donnant 74+ 9=5+ 11, si' des
deux quantités €gales 7 49, 5 + 11, on dte 7; les restes
9et5 4+ 11— 7, seront égaux.

6°. La moyenne arithinétique entre deux nombres est égale
a la moitié de leur somme ; car d’aprés (1°), la somme des
deux nombres est égale au double de la moyenne arithméti-
que demandée.

Ainsi, la moyenne arithmétique entre 5 et gest la moitié de

5+9,ou7;ele=1 effetidla7 s 0:
Des proportions géoméiriques.
202. Les proportions géométriques ont regi ce nom parce

qu’elles sont d’un grand usage dans la GEomEraie. Désormais,
lorsque nous parlerons d’un rapport ou d’une proportion, sans.
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en désigner Vespéce, on devra entendre qu'il s’agit' d’un rap-
port géométrigue ou d’une proporiion géométrique.

Quand nous dirons qu’une proportion est exacte, nous en-
tendrons que le rapport des deux premiers termes est égal au
rapport des deux autres termes; c’est-a-dire que le quotient du
1* terme par le 2° est égal au quotient du 3¢ terme par le 4%;
et quand nous dirons qu'une proportion n’est pas exacte, nous
entendrons que ces quotiens sont inégaux.

Lorsque tous les termes d’une proportion sont des nombres
entiers, chaque rapport est équivalent A une fraction qui a
pour numeérateur 'antécédent du rapport, et pour dénomi-
nateur le conséquent du meme rapport; car une fraction ex—
prime le quotient du numérateur par le dénominateur (n°95).
Mais, une proporticn pouvant contenir des termes fraction—
naires et des termes incommensurables, on ne saurait éiabliv
rigoureusement la théorie des proportions qu'en considérant
chaque rapport comme exprimant le quotient de I'antécédent
par le conségueni. Nous considérerons toujours les rapports
sous ce point de vue général. Nous prendrons souvent des
proportions dont les termes seront des nombres entiers ; mais
comme nous supposerons dans tous les raisonnemens que cha-
que rapport exprime le quotient de I'antécédent par le con-
séquent, nos démonstrations conviendront 3 des quantités
quelconques.

205. Pour démontrer généralement les propriéiés fondamen-
lales des proportions, nous considérerons deux rapports quel-

a0 : .
conques -, 5, dont les termes a, 0, ¢, d, soient comimensu-
rables ou incommensurables; il suit de la définition d’une pro-
portion (n® 200}, que suivant que ces.rapports seront égaux ou
inégaux , la preportion a: b i:c: d, sera exacte ou ne sera pas
exacte. Cela posé:

1°. Dans toute proportion, le produit des extrémes est égal
au produit des moyens. En effet; si on a a:d:ic:d,
ies rapports ;—:,' ‘%, seront ¢gaux. Multipliant les denx termes
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a, b, du 1* rapport par d, et ceux du second par &, ce qui ne
change pas cesrapports (n° 199}, on aura

g: ch Or, bd=db (n° 147, 1° et 2°); donc ad = cb.

Ce qui démontre la propri€té énoncée.

REenarQUE. On voit que I'égalité g—_: 5, donne ax<Xd=5b>c.

2°. Lorsque le produit des exirémes est égal au produit des
maoyens, la proportion est exacte. Cest-a-dire que si le pro-
duit ad de deux quantités est égal au produit bc de deux
autres quantités, ces quatre quantités formeront une propor—
tion a:b:2cid, dans laquelle, les deux facteurs a, d, du 1%
produit seront les extrémes, et les deux facteurs &, c, du 2°
produit seront les moyens. En effet, les produits ad, be, étant

: 42 3 & adiibe
supposes égaux, si on les divise par &d, les quotiens 53° bd"
seront nécessairement égaux. Or, d’aprés le principe du
ad be
bd’ bd
deux termes ad, bd, du 1 rapport par d, et les deux termes
a

n° 199, on ne change pas les rapports , en divisant les

84
—, seront donc

be, bd, du 2° rapport par & ; les résultats -, 3

égaux. On aura donc, aibiieid.
5 a c
ResrarQue. On voit que 1'égalité ad=0bc donne > =

3°. Lorsqu’une proportion n’est pas exacie, le produit des
exirémes n'est pas égal i celui des moyens; car, il résulte
de (2°) que si ces deux produits étaient €gaux, la proportion
serait exacte, ce qui‘est contre 'hypothése.

fe°. Lorsque le produit des exirémes n’est pas égal & celui
des moyens , la proportion nest pas exacte ; car il résulte
de (1°) que si la proportion €tait exacte, le produit des ex—
trémes serait égal A celui des moyens; ce qui est contre 'hy-
pothese.

* 204, Les propriétés du n° 203, servant de base 4 la théorie-
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des proportions, nous allons en donner une seconde démons—
tration. Considérons une proportion quelconcue,

18T gniécédent ® 1eT conséquent ;: 2¢ antécédent ; 28 conséquent.

Un rapport exprimant toujours le quotient de la division
de Pantécédent par son conséquent (n® 197), I'antécédent est
égal au produit du conséquent par le rapport. On a donc,

1°F antécédent — 1°¥ conséquent X 1°F rapport ,
28 antécédent — 28 conséquent X 3% rapport.
5i lon substitue ces expressions des antécédens, la propor-
tion ci-dessus deviendra

18 comséq. X 18T rapport ; 157 conséq. it 28 conséq. X 28 rapp. | 28 conséq.

On voit dans cette derniére proportion, que les trois facteurs
qui entrent dans le produit des extrémes sont les deux consé-
quens et le 1" rapport, tandis que les trois facteurs qui entrent
dans le produit des moyens sont les deux mémes conséquens
et le 2° rapport; et comme le produit de trois facteurs ne
change pas, dans quelque ordre qu’on effectue les multiplica-
tions (n® 147; 1° et 2°), il suit de la que
(1)... le produit des extrémes—= le produit des conséquens X 1% rapport,
(2)--« le produit des moyens = le produit des conséquens x 28 rappori.

Ces deux épalités conduisent aux propri€tés suivantes :

1°. Dans toute proportion, le produit des extrémes est égal
au produit des moyens.

En effet, puisqu’il y a proportion, le 1*" rapport est égal au
2° (n° 200); les trois facteurs qui entrent dans 'expression (1) du
produit des extrémes sont donc respectivement égaux aux trois
facteurs qui entrent dans P'expression (2) du produit des
moyens; ces deux produits sont donc égaux (n° 447, 1° et 2°).

2°. Lorsque le produit des extrémes est égal au produit des
moyens, la proportion est exacte; car, dans ce cas, expres-
sion (1) du produit des extrémes devant étre égale a I'expres-
sion (2) du produit des moyens, le produit des deux consé-
quens multiplié par le 1% rapport doit étre égal an produit des
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deux mémes conséquens multiplié par le 2* rapport; le 1 rap-
port est donc nécessairement €gal au 2%; ces deux rapports
forment done une proportion (n® 200).

3°. Lorsqu'une proportion n’est pas exacte, le produit des
exirémes n'est pas égal & celui des moyens; car, dans ce cas,
le 1% rapport n’étant pas égal au a°, le produit des denx con-
séquens multipli€ par le 1% rapport, n’est pas égal au produit
des deux ménies conséquens multiplié par le 2° rapport ; ex—
pression (1) du produit des extrémes v’est donc pas égale A
Vexpression (2) du produit des moyens; ces produits ne sont
donc pas égaux.

4°. Quand le produit des exirémes ’est pas égal au produit
des moyens, la proportion n'est pas exacte ; car, dans ce cas,
Vexpression (1) du produit des extrémes ne devant pas étre
égale a Vexpression (2) da produit des moyens, le produit des
deux conséquens multipli€ par le 1°F rapport, n'est pas égal
au produit des mémes couséquens multiplié par le 2° rap-
port; le 1 rapport n’est donc pas égal au 2°; ces rapports ne
forment donc pas une proportion.

205. Nous allons faire voir que toutes les autres propriétes
des proportions peuvent se déduire des quatre principes fon—
damentaux que nous venons de démontrer (n° 203 et 204).

1°. Le quatriéme terme d'une proportion est ézal au pro-
duit des moyens divisé par le premicr terme. Car la proportion
a:b::c:d donnant ad = e (n° 203, 19), si Pon divise les

S ; . bxe
deux produits égaux ad, bec, para, les quotiens d, —— seront

nécessairement €gaux.

On prouverait de méme que Ze 1% terme est égal au produit
des moyens divisé par le §° terme, et que chaque moyen est
égal au produit des extrémes divisé par I'autre moyen.

Par conséquent, lorsqu’on connatt trois termes d'une pro-
portion, on peut toujours en déduire le quatrieme terme.

Exemere, Calculer le quatriéme terme x de la proporiion
dont les trois premiers termes sont 6, 2 et 2.




e

g
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Ona 6:2:i24:x; doh x:2>224=8,

o°. La moyenne géométrigue entre deux nombres estégale a
la racine carrée du produil de ces deux nombres. Car la
moyenne géométrique x entre a et b est déterminée par la
proportion a: x it x% b, quidonne z>=ab; dot z=1/ab.

Par exemple, pour trouver une moyenne géomctrique x,
entre 4 et 36, on pose la proportion §:x:: x; 36; d’ou

z* =36 < 4, x:“_\/36><4=\/m:l2.

3°. 8¢ quatre nombres sont en proportion, ils le seront en-
core lorsqu’on transposera les moyens ou les exirémes; car le
produit des extrémes étant €gal 4 celui des moyens (n® 205, 12
les quatre nombres seront encore en proportion (n® 205, 2°).

Par exemple, la proportion 7:3 :: 28 : 12, étant exacte,
chacune des proportions

n28::3:12, 121311287, r2128:13l7,

est nécessairement exacte; carla 1™ donne 7 XX 12 =3 < 28
et 3l résulte de cette égalité que dans chacune des trois autres
proportions, le produit des extrémes est égal au produit des
moyens, de sorte que ces proportions sont exactes (n° 203, 2°).

4°. 8i quaire nombres sont en proportion, ils le seront en-
core lorsqu’on metira les moyens a la place des exirémes, et
les extrémes & la place des moyens; car'le produit des extré-
mes restera €gal i celui des moyens.

Par exemple, la proportion 7 ! 3 i 28 : 12, fournit les
quatre autres proportions,

3:q::12:98, 3112117128, 2819:11213, 2811211 713.

Remarque. La proportion 71312 28212 donnant 3175212228,
on yoit qu’une proportion ne cesse pas d'éire exacte, lorsqi’on
transpose les deux termes de chaque rapport.

5°. Dans toule proportion, le rapport des conséquens est
¢gal au rapport des antécédens; car on vient de voir (4°) ‘que
la proportion 7:3::28: 12 donne3:12:17:28.
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208. On peut multiplier ou diviser un extréme et un moyen
par un méme nombre, sans que la proportion cesse d’éire
exacte. En effet:

1°. Quand les deux termes qu’on multiplie ou qu’en divise
appartiennent & un méme rapport, ce rapport ne change pas
(n® 199); la proportion ne cesse donc pas d’étre exacte.

2°. Lorsque les deux termes que I'on veut multiplier ou di-
viser par un méme nombre n’appartiennent pas & un meme
rappert, on transpose d’abord les moyens (n® 205, 3°); on
applique ensuite 4 la nouvelle proportion le principe dé-
montré (1°); et en transposant les moyens dans la derniére
proportion, on obtient la proportion demandée.

Par exemple, pour démontrer que la proportion

7531728212 donne 7 34 5% 3112824 5¢ 12,

on effectue successivement les transformations qui viennent
d’étre indiquées, ce qui donne

 5i28::3112(n°205,39), 75128 x 5113112 (1°), 75231 128 X 5 12(n°205,39)

207. Le principe du n° 206 fournit le moyen de faire dispa-
raiire les iermes fractionnaires qui peuvent entrer dans une pro~
yortion, et de simplifier les i 7 i
7 s et plifier les termes d’une {)mparimn lorsqu’on
apercoit un facteur commun entre un extréme el un moyen.

: : ro 5 3o 5

Exempre, Soit la proportion -1 = 11— 4—-'
Dot ey S G

On réduit les denx premikres fractions & leur plus petit dé-
nominateur commun 12, et les denx autres a leur plus petit
dénominateur commun 112 ; la proportion devient

Mogil i, Jisor

12 12 a2t orig

On multiplie les deux termes du 1% rapport par 12, et ceux
du 2° rapport par 112, ce qui revient i supprimer les déno-
minateurs r2, 144; onobtient de cette manicere la proportion ,

14021550 420245, qui se réduit & 14215::42:45, en divisant

les antécédens par leur factenr commun r1o0.




188 ARITHMETIQUE.
208. Quand deux proportions ont un rapport cemmun, les
deux autres mppor!s for'm:}m une Pl‘G]}OT’H‘Gﬂ; car ces dCl]X
aatres rapports étant égaux au rapport commun, sont égaux
entre eux.
Ainsi, les proportions 5:q::162 21, S5ig:ii10t14

2
donnent 15:215 102 14.
Remaroue.  Pour indiquer que les trois rapports 5 I 7,

.

153 21, 10 14, sont égaux, on éerit souvent

5:q: 18221 (2103 14, ce qui signifie que
5 est a7 comme 15 est @ a1, comme 10 ¢t d 14.

909. Lorsque deuzx proportions ont les mémes antécédens
ou les mémes conséquens, les quatre auires lermes Sforment
une proportion. Gette propriété se démontre, en transposant
d’abord les moyens (n°® 205, 3°), et en appliquant ensuite le
principe du n° 208 4 la nouvelle proportion.

o

Ainsi, les proportions. 5:15:l7l21, Sinoiig g,
donnent ¥5 2o i a0

car en transposant les moyens (n° 208, 3°), elles deviennent,
550 v ab sardioag ine T

et ces deux derniéres ayant un rapport commun, le principe

dun®208 donne 15:21:l10%14.

- 210. Toute proportion jouit encore des propriéiés sutvantes :
1°. La somme des deux premiers lermes est au 2° terme,

comme la somme des deuz autres termes est au 4° terme.

En effet; le rapport d’un antécédent 4 sou conséquent expri-
mant le quotient de I'antécédent par son conséquent, si 'on
augmente chaque antécédent de son conséquent, chaque rap-
port augmentera d’une unité (n® 43); or les deux premiers
rapports étaient égaux ; les deux nouveaux rapporls seront
donc égaux; ce qui démontre le principe €noncé.

Par excmple, la proportion 18:6 i2 12 4, donne

1I8E6:6 212414, ou 24:6:16:4.

o [ ]
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2°. La différence entre les deux premiers termes est au
of terme, comme la différence entre les denzx autres termes est
il ES
au quatrieme terme. Chaque antécédent pouvant étre plus grand
ou plus petit que son conséquent, nous allons considérer sue-
cessivement ces deux cas :
Lorsque les antécédens sont plus grands que leurs consé—
guens, en diminuant chaque antécédent de son conséquent ,
S : A
chaque rapport diminue d’une unité; et comme les deux pre—
miers rapports €taient €gaux, les deux nouveaux rapports se-
ront encore €gaux.
Ainsi, la proportion 18 { 6 i1 12 ; 4 donne

1816106, 3lalnge=if Sid v ou Bind 2i6itn 85 A

Lorsque les antécédens sont moindres que leurs conséguens
on ramene ce cas au précédent en transposant d’abord les deu;:
termes de chaque rapport ( n° 203, 4°).

3°. La somme des deux premiers termes est & la somme des
deux autres, comme le 2° terme est au 4¢, et comme le 1% terme
est au 3¢,

Par exemple, la proportion (1)... 18 :6 :: 12 ; 4, donne

(2)e.. 1846312442162/ et (3)... 18-}6:12—};4::18:12_
En effet; d’aprés (1°), la proportion (1) donne
1846:6: 1244 4;

en changeant 'ordre des moyensdans cette dernitre (n° 205, 3°)
on obtient la proportion (2). D’ailleurs, d’aprés le principe ch;
n° 205 (5°), la proportion (1) donne (4)... 62 4:218:12; et
les proportions (2), (4), ayant un rapport commun, si on lenr
applique le principe du n°208, on en déduira la proportion(3).

4°- La différence entre les deux prenmiiers lermes esi ¢ lg dif-
Jérence entre les deux autres , comme le o° terme est au 45, et
comme le 1°° lerme est au 3% Cette propriété se démor:tre
comme (3°).

5o ;
5°. La somme des deux premiersiermes est ¢ la somme des
deuz autres , comme la différence enire les deux ;premz'ers




