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termes est a la différence entre les deux autres. Cette pro-
o Driété se déduit de (3°), (4°), 2t du principe du n® 208.

Ainsi, la proportion (1)... 18 6 11 12 4, donne succes—
sivement :

1846:1244::634(3%), 18—6:12—{::6:4(4°);
et d’aprés le principe dun®208, ces deux derniéres donnent

18462124412 18—6:12—4.

Ce qui démontre la propriété énoncée.

6°. La somme des antécédens est & la somme des conséquens,
comme chaque antécédent est & son conséquent.

Pour démontrer cette propriété, il suffit de changer ordre
des moyens dans la proportion donuée, et d’appliquer ensuite
a cette nouvelle proportion le principe éndncé (3°).

Par exemple, la proportion 18 : 6 i 12 1 4, donne

1841216 +4 51224, 184+12:644:11826;

n°. La différence des antécédens est a la différence des
conséguens , comme chaque antécédent est & son conséguent.

Celte propriété se démontre comme (6°), en changeant
d’abord Vordre des moyens dans la proportion donnée, et en
appliquant & la nouvelle proportion le principe énoncé (4.

Ainsi, la proportion 18 : 6 i: 12 ; 4 donne

18—12:6—f 11204, 18—12:6—4::18:6.

8°. La somme des antécédens est & la somme des consé~
quens , comme la différence des antécédens est a la différence
des conséquens. Cette propriété se déduit de (69, (7%, et du
principe du n°® 208. ' , :

Par exemple, d’aprés (6°) et (7°), la proportion 18:6:2 1284
domme18 4 12:6+4:112: 4, 18—1216—4 11204,

et d’apres le ‘principe du n° 208, ces deux dernieres propor-
tions donnent 184123644 1:18—12:6—4.

9°. Les puissances. semblables de quatre nombres qui sont en
proportion , forment une nouvelle proportion,
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Par exemple, soit la proportion 18 1 6 32 12 : 4,
je dis qu'on aura, 18 1 6% :l12%: 45
Car, la 1™ proportion donnant 18 3 4 =6 >< 12, 0n a
(18 X §P=(6< 12)%, on 183 X =16 3 125 (n° 147, {°);
d’ot, §18%2 6800 20 S ATRERE 905, 20).
10° Les racines semblables de quaire nombres qui son: en

proportion, forment une nouvelle proporiion.
Par exemple, soitla proportion 2 :3 31 4:6;

S s e e D s
je dis qu’on aura Viss Vi3 ool /6.
Car, la 1™ proportion donnant 2 3 6 =3 > 4 (n° 205, 1°)

5 5 ¥
ona V2x6=V3x{;ce qui revient i

R R T 5
Vax Vb=v3x Vi, (n°147,5); don

5 S Tl e
Va: V3 V4 V6, (o 205,2°).

211, Lorsqu’on multiplie les termes de plusieurs proportions
les uns par les autres et par ordre, les quaire produils for-
ment une nouvelle proportion.

Par exemple, soient les proportions

356 N T8 5 At d0 v Tt T 00!

Je dis qu’on aura

IXE X2t 6373115t [ X20X 128X 28 66.

Car, d’apres le principe du n® 203 (1°), les trois premiéres
proportions donnant

OUS = 6> [0 ¢ 28 =17 > 20, 2><66;—_11><12,

le produit des facteurs 338, 528, 266, sera égal
au produit des facteurs 6 X< 4, 720, 11X 12; et d’aprés
les principes dun® 147 (1°, 2° et 3°), on aura

I X8 X282 X06=06 4X7xX20X11X12,
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ou 3.5.z><8.28.66::6.7‘.n><ti..20.12; d’on

3xbx2 : 67114 <2012 ; 8:X28:<66, (n° 205, 2°),

212. Dans une suile de rapports égaux, la somme d'un

nombre quelconque d’antécédens est & la somme de leurs con—
séquens , comme chaque antécédent est a son conséquent.
En effet, soient les rapports égaux

3:6::4:8::5:10; onenddduit
=k TR
Cela posé, il résulte du principe du n° 210 (6°), que la pro-
portion3 :6 :: 4 :8donne3 +4:6 +8::4:8.
Or,4:8::5: 10; ces deux derniéres proportions donnent
3-4-4:648::5:10,(n"208).
Enfin, si Pon applique le principe du n° 210 (6°) 4 la der-
niére proportion , on aura
3+44+5:64+8L10::5: 10,
Ces relations démontrent le principe énoncé.
215.Les proportions jouissent de plusieurs autres propriétés

qui seraient trop longues & ¢énoncer, mais que 'on peut faci- -

lement déduire de ce qui précéde. D'ailleurs, les principes du
n°® 203 (2° et 4°) fournissent le moyen de reconnaitre si une
proportion jouit dune propriété indiguée ; i cet effet, on pose
d’abord la proportion qui résulte de la propriété indiquée;
on forme ensuite le produit des extrémes et celui des moyens;
lorsque ces produits sont égaux, la propriété énoncée est
vraie (n® 203, 2°) ; quand ces produits ne sont pas égaux, la
propriété indiquée est fausse (n° 203, 4°).

§ Ill. Des progressions.

Des progressions arithmétiques, ou par différence.

014. La progression arithmétique ou par différence est
formée d’une suite de termes, croissans ou décroissans, tels que
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la différence entre deux termes consécutifs quelconques est
constante ; cette différence est la raison de la progression.

Par exemple, les nombres 4, 7, 10, 13, 16, forment une
progression arithmétigue croissante dont la raison est 3 , et que
on écritainsi 1 4.7.10.13.16; on Iénonce

4 est &7, comme 7 est 10, comme 10 est & 13, comnie 13 est iz 16.

Les mémes nombres écrits dans Vordre inverse donnent la
progression arithméiique décroissante = 16. 13. 10, 7+ 4.

215. Dans toute progression arithmétique croissante , le
2° terme est égal au 1°" plus la raison ; le 3¢ est €gal an 2° plus
la raison, Cest-a-dire au 1% terme augmenté de 2 fois 1z rai-
son; et en général, un terme d'un rang quelconque est égal au

premier terme augmenté d’autant de fois la raison qu'il y ade
termes avant luz. .

Oa verra d’une maniére semblable que dans foute progres-
sion arithmétique décroissante , un terme d'un rang quelconque
est égal au premier terme diminué dautant de Jois la raison
qu'il y a de termes avant lui.

216. ProsLEME. Insérer n moyens arithmétiques entre deux
nombres donnés 4, B; c’est-a-dire placer n termes entre A
et B, de maniére que V'ensemble de ces n 4+ 2 termes forme
une progression arithmétique. Supposons que A soit moindre
que B.

Pour £tre en état de trouver les 2 moyens arithmeétiques de-
mandés, il suffit de déterminer la raison z d’une progression
arithmétique croissante , dontle 1%} terme est .4, dontle der—
nier terme est B, et dont le nombre des termes est n 4 2. Le
terme B étant précédé de n 4- 1 termes, il suit da principe
du n° 215 que B sera égal an 1°F terme A augmenté de n-|- 1
fois la raison . La différence B — 7 est donc égale an produit
de x par n 4~ 1. On obtiendra donc la raison x demandée , en
divisant la différence B — 4 parn-—4-1,

Les n moyens arithmétiques demandés seront
A4z, Atox, A+3z,..., 44nx.

R.. Arith., 21¢ édit,
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Exempre, [nsérer siz moyens arithmétigues enire 2 et 23.

On divise 23—2 par 6+ 1, cest—a—dire 21 par 1, le
quotient 3 exprimant la raison de la progression cherchée,
cette progression est = 2.5.8.11.14.17.20.23.

Les moyens demandés sent donc 5, 8, 11, 14, 17 et 20.

217. Daus toute progression arithmétique, la différence
entre deux termes consécutifs quelconques étant une cons-
tante d (n° 214), il est facile de déduire de la régle dun® 216
que si Uon insére successivement un méme nombre n de mqyr_frfs
arithmétiques entre le 1** terme et le 2° terme d’uneprogression
artthmétique, entre le 2° terme et le 3%, etc., Pensemble de tous
ces termes forme une nouvelle progression arithmétique. Car
ces termes croissent ou décroissent d’une quantité constante
égale an quotient de la raison d par n4-1. ;

Par exemple, soit la progression + 2.14.26, dont la raison
est 12; si 'on insére trois moyens arithmétiques entre 2 et 14,
et trois autres moyens arithmétiques entre 14 et 26, on ob-
ticndra la nouvelle progression +2.5.8.11.14.17.20.23.26,
dont la raison 3 est égale au quotient de 12 par 3 4 1.

918. Pour obtenir la somme des termes d'une progression
arithmétique , connaissant le premier terme, le nombre des
termes el le dernier terme, il suffit d'ajouter le premier terme
au dernier, et de muliiplier le résultat par lamoitié du nombre
des termes. En effet; soit la progression aritl}métique

S S R T e

En éerivant ses termes dans un ordre inverse, on forme la
progression = 1903 RN 9. 9. 00y 3.

Si V'on ajoute les termes correspondans de ces denx progres-
sions, on obtiendra les sommes partielles

3415, 5413, j-}-ll, 949, 1147, 1345, 154-3.

Je dis que chacune de ces sommes. partielles est e’.gale ala
premiére, c’est-a-dire au premier terme plas le derme_r't(frme
de la progression primitive. En effet, d’aprés les propriétés du
n° 245 : dans la 2° somme partielle,, 5 est égal au 1" terme 3
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plusla raison, et 13 est égal au dernier terme 15 moins la raison ;
la somme de ces deux nombres se réduit done au 1** terme

_ plus le dernier; de méme, dans la 3° somme partielle, 7 se

compose du 1 terme 3 plus o fois la raison, et 11 se compose
du dernier terme 15 moins 2 fois Ia raison ; ce qui, en ajoutant,
donne encore le 1% terme plus le dernier; et ainsi de suite. La
somme des termes de ces deux progressions , c’est-a-dire le
double de la somme des termes de P'une d’elles , est donc égale
a la somme 3 4~ 15 du 1°F terme et du dernier, répétée autani

de fois qu’il y a de termes dans la progression. On en déduit
la régle énoncée.

Exeupre. Calculer la somme des termies d'une progression
arithmétique dont le premier terme est 1, dont le nombre des
lermes est 14, et dont Ie dernier terme est 217.

On obtiendra la somme demandée en multipliant 27 -1
e

I : -
par -3, ou 26 par 7; ce qui donnera 196. Et en effet, les ter-

mes de la progression sont les nombres mmpairs 1, 3,5,7, g,
11,13, 15, 17,19, 21, 23,25, 27, dont la somme est 1g6.

*219. Pour déterminer la somme des termes dune progres-
sion arithmétique croissante, connaissant le premierterme, le
nombre n des termes et la raison, on caleule d'abord le dernier
terme, en observant que d’aprés le principe du n°21 3, ce terme
est égal au 1** terme augmenté de n—1 fois la raison. On connajt
alors le 1°* terme, le nombre des termes et le dernjer terme ;
la régle du n” 218 donne le moyen de trouver

la somme
demandée.

*220. ProsLimE. Calculer la somme 2 des n premiers nom-
bres impairs 1,3,5,7,9, 11, 13, 19, 17, 19,21, 23, etc.

Ces n nombres forment un progression arithmétique dont
le 1** terme est 1, dont le nombre des termes est n, et dont
la vaison est 2, On déduira d’abord du principe du n® 243 que
le n*me et dernier texme est 2n—1. Connaissant:le 1* terme 1,
le nombre n des termes, et le dernier terme 27 — Iyde la
progression, on déduira de la régle du n° 218 que la somme x

13
I o
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; j n
de ces n lermes est égale an produit de 1 -+ 2n—1 par —, ou
2

. ’I .
aan> —,ouan.
2

Ainsi, la somme des n premiers nombres impatrs, 1, 3,
5,9,--., 2n—1, estégale au carré n* de n. Et en effet,

1+3=4=2% 1+ 3 +5=4+5=9=237; etc.
Des progressions géométrigues , ou par quotient.

221, La progression géométrique ou par quotient est formée
d’une suite de termes tels , qu’en divisant chague terme parce-
lui qui le précéde, le quotient resie constani ; ee guotient est
la raison de la progression,

Par exemple, chacun des nombres 2, 6,18, 54, 162, divisé
par celui qui le précéde, donnant le méme quotient 3, ces
nombres forment une progression géométrique croissante dont
la raison est 3, et que 'on écrit ainsi,

22 916:18:54:162; onl'énonce,

2 est 46, comme G est a18, comme18 est a54, comme 54 est 1162.
Les mémes nombres écrits dans un ordre inverse donnent la

progression géoméirique décroissante ,

1

22 162 254 218 16 : 2, dontlaraison est 3

En général, selon qu’une progression géoméirique est crois-
sante ‘ou décroissante, la RAISON de ceite progression est plus
grande ou plus petite que Uunité.

992, D’aprés cette définition de la progression géométrique:
le 2° terme est égal au 1°* multipli€ par la raison ; le 3° est égal
au 2¢ multiplié par la raison, ce qui revient an produit du
1% terme par la 2° puissance de la raison; et en général : Un
terme d'un rang quelconque est égal au produit du premier
terme par la raison élevée G une puissance indiquée par le
nombre des termes qut le précedent,
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903, Proputme. Insérer n moyens géométriques entre deux
nombres donnés A, B; c’est-a-dire, placer n termesentre 4 et B,
de manitre que 'ensemble de ces n 42 termes forme une
progression géométrique.

Pour étre en état de trouver les » moyens géométriques de~
mandés, il suffit de déterminer la raison x d’une progression
géométrique dont le 1°* terme est A4, dont le dernier terme
est B, et dont le nombre des termes est 7 4 2. Le terme B
étant précédé de n+ 1 termes, il suit du principe du n° 222,
que Bsera égal & 4 < z™*; le quotient de B par A sera done
égal 2 2", On obtiendra donc la raison x demandée en

‘extrayant la racine n 4= 1™ du quotient de B par A.

Les 7 moyens géométriques demandés sont,
o el e S B R S

Exeyere. Insérer deux moyens géométriques entre 5 et 320.

On divise 320 par5, et on extrait la racine 3¢ du quotient
64 ; le résultat 4 exprimant la raison de la progression, cette
progression est 33 5 20 : 8o : 320. De sorte que les moyens
géométriques demandés sont 20 et Bo.

224 Dans toute progression géométrique, la division de
chaque terme par celui qui le précéde donnant toujours un
méme quotient ¢ (n° 221 ), il est facile de déduirc de la régle
du n° 223, que si L'on insére successivement un.méme nombre
n de moyens géomém'iues entre le 1% lerme et le 2° terme
d'une progression géométrique , entre le 2° terme et le 3°, ete.,
Lensemble de tous ces termes forme une nouvelle progression
géoméirique. Car en divisant chacun de ces termes par celui

‘qui le précéde, on obtient un quotient constant €gal a

la racine n 4 1™ de la raison g de la progression primitive.

Par exemple, soit la progression 332 128 : 8192, dontla
raison est 64 ; si Von insére deux moyens géométriques entre
2 et 128, et deux autres moyens entre 128 et 8!93, on {rou-
vera la nouvelle progression,
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%2:8:32:128:512:2948:8192,

dont la raison 4 est égale 2 l4/6__/}

*228. Lorsque dans la résolution du probléme du n° 223, ou:
ne veut faire usage que de U'extraction de la racine carrée et
de la racine cubique, le nombre n des moyens géométriques
qu’on insére entre les deux nombres donnés, doit étre tel que
Yindiee n + 1 de la racine qu’il faut extraire pour obtenir la
raison cherchée, ne renferme que les facteurs premiers 2 et 3
(n®194); c’est-a~dire que n - 1 doit étre de la forme 2° < 37
aet b désignant des nombres entiers quelcongues. ;

.‘7‘ 226. Pour obtenir la somme z des termes d'une progres-
sion g.e'omémgue croissanie, connaissant le premier terme a,
la raison g et le dernier terme d, on multiplic le dernier
terme par la raison ; on retranche du produit le premier terme
de la progression, et on divise le reste par la raison diminuée
d'une unité ; le quolient exprime la somme demandce.

En effet; il suit des propriéiés des n® 221 et 222, que g est
plusgrand que 1, et que les termes de la progression sont,

d ;
a,aq, ag’,-.., e d. De sorte que,

e=atatart .+ %404

Si on multiplie la somme 2 et toutes ses parties, par g, on
aura xXg=ag-+4ag*tagdi- .. -l,—i + d 4 dg.
q

4 -
Si Von retranche une fois = de ¢ fois «, les termes ag
?

ag*,...,d, disparaitront, car ils se trouvent en méme temps
dans z et dans =< g; il restera,

q fois x moins une fois x =dq — a.

Or, z pris ¢ fois moins une fois, revient4 g — 1 fois =, ou
au produit de z par ¢ — 1. Le nombre dg — a étant le pro-
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duit de z par ¢ — 1, on obtiendra x en divisant dg — a par
g — 1. Ce qui démontre le principe €nonce.

Exemrre. Soit la progression

2228321 128 512t 2048.

La régle indiquée donnera

__ 2048 X4{—e :8‘92_‘2 st gf?_o = 2130,

— 4_1 3 3

Et en effet, si Von effectue I'addition des nombres 2, 5,
32, 128, 512, 2048, on trouvera que leur somme est 2930.

¥ 007 Pour déterminer la somme des termes d’une progres—
sion géoméltrique , connaissant le premier terme , la raison et
Ie nombre des iermes, on caleule d’abord le dernier terme,
en observant que d’aprés le principe du n® 222, ce terme est
égal au produit du 1*" terme par une puissance de la raison
indiquée par le nombre des termes diminué de 1. On connait
alors le 1 terme, la raison et le dernier terme; la regle du
n° 226 fournit la somme demandée.

§ IV. Théorie des logarithmes.
Des logarithmes dans un sysieme quelcongue.

298, Quand on compare deux progressions indéfinies , I'une
géoméirique commencant par 'unité, Vautre arithmétique
commengant par zéro, chaque terme de la seconde progression
est le logarithme du terme correspondant de la premiere pro-
gression ; Uensemble des termes de ces deux progressions, forme
un systeme de logarithmes. 11 suit de cette définition que le
logarithme de Punité est égal a zéro.

Pour indiquer le logarithme d’un nombre, on place devant
ce nombre le signe log, ou simplement la lettre initiale /.
Ainsi, chacune des expressions log 64,164, désigne le loga-
rithme de 64 ; I (a4 b) représente le logarithme de la somme
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des nombres a, b ; la™ indique le logarithme de @ ; [ grr—pré-

sente le logarithme du quotient de o par &, ou le logarithme

.

e Tt

a ; =5 £
de la fraction 7 chacune des expressions log V' a, I V/ a", in-

dique le logarithme de la racine mime d¢ g7,

229. Nous supposerons que les deusx progressions sont crois-
santes, que le premier terme de la progression géométrique
est l'unité, que le terme correspondant de la progression
arithmétique est zéro, et nous représenterons les raisons de ces
progressions par R et r. De sorte que ces progressions seront

SH M RNRE RS RLGHD .
= 0kiraor 35 0 G

On déduit des propriétés des n® 292 et 215 que dans des
progressions de cette espece, chague terme de la progression
géomélrique est dgal & lu raison élevée & une puissance indi=
guée par le nombre des termes qui le précédent, et chaque
terme de la progression arithmélique est ¢gal & la raison ré-
pétée autant de fois qi’il ¥ @ de termes avant lui.

Ainsi, le n -~ 177¢ terme de la progression géométrique
est B, et le terme correspondant de la progression arithmeé-
tique est n fois r ou nr.

250. Lorsqu’on forme le produit de Plusieurs termes de la
progression géométrique , et lorsqu’on ajoute les termes cor-
respondans de la progression arithmétique, le rroduiT et la
SOMME sont des termes qui se corréspondent dans les detix pro-
gressions.

Par exemple; soient deux termes R™, R®, de la progression
glométrique; leur produit R™" (n® B1) est le m - p - giéme
terme de cette progression (n°229). Les termes correspon—
dans de la progression arithmétique sont mr et nr; leur
somme mr -+ nr ou (m - n) fois », est le m 4 n41¥ terme
de la progression arithmélique. Le produit et la somme sont

donc deux terimes qui s¢ correspondent dans les deux pro-
gressions,
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Les mémes raisonnemens pouvant s'appliquer, quel que soit
le nombre des termes qu’on multiplie et qu’on ajoute dans
les deux progressions, le principe énoncé est démontré.

On en déduit que pour trouver le produit de plusieurs termes
de la progression géoméirique, il suffit dajouter les termes
correspondans de la progression arithméiique ; la soMME cor-
respond au PRODUIT derandé.

Exempre. Soient les deux progressions

1313193272812 243 192921876561 19683 ; etc.
=SoreE A G S8 o e s 6 18. ete.

Pour en déduire le produit des termes 3, 27, 81, de la pro-
gression géométrique, il suffit d’ajouter les termes correspon-
dans 2,6, 8, de la progression arithmétique ; la somme 16 est
un terme de cette progression, et le terme correspondant 6561
de la progression géométrigue est le produis cherché.

251. Les termes de la progression arvithmétique étant les
logarithmes des termes correspondans de la progression géo-
métrique, il résulte du principe du n° 250 que le logarithme
du produit de plusieurs termes de la progression géoméltrigue.,
est égal & la somme des logarithmes de ces termes.

Ainsi, dans Vexemple précédent, le logarithme 16 du pro-
duit 6561 des termes 3, 27, 81, de la progression géométrique,
est égal & la somme des logarithmes 2, 6, 8, de ces termes,

252. Cette propri€té fondamentale des logarithmes, d’aprés
laquelle le logariihme du produit de plusieurs facteurs est
égal & la somme des logarithmes de ces facteurs, ne parait
applicable qiu’auz nombres qui font partie de la progression
géoméirique. Pour démontrer que la méme propriéié convient
a tous les nombres compris entre les termes de la progression
géoméirique , nous concevrons qu'on insére successivement m
moyens géoméiriques entre deux termes consécntifs quel-
conques de la progression géométrique, el 72 moyens arithmé-
tiques entre les termes correspondans de la progression arith—
métique. On ohtiendra ainsi deux nouvelles progressions
(1n°* 224 et 217 ) qui jouiront encorc de la propriété énoncée ;




