4 nuestros conocimientos y 4 la diversidad de maneras de considerar lag
relaciones de forma, tanto para encontrarnos en aptitnd de poder re-
solver cualquier problema, como para efectuarlo aplicando el procedi-
miento mis sencillo y adecuado al caso que se considere.

De lo expuesto resulta, que siendo el objeto definitivo de Ia geome-
tria la medida de laextension, para poder efectuarlo convenientemente
tiene que fundarse sobre la observacién de un corto nfimero de fonéme-
nos primitivos y extender sus investigaciones 4 las propiedades de toda

clase de formas, para poder determinar nnos por otros los elementos de
cualquier figura, transformando lassuastiongs de lineas curvas, de su- -

perficies y de volfimenes, en relaciones “entr8 Tinea s"ectas; sirviendo,
por altimo, la geometrm. especial G-elemental, de fundamento ¥ preli-

% -ot‘
minar necesario 4 la geometria analitica:6 general. % _

-
2

PRIMERA PARTE

LONGITUDES.

Definiciones y nociones preliminares.

358.—DEFINICION. —Se llama geometria ln ciencie que tiene por ob-
Jeto la medide de la extension por medios indirectos, considerando lus
rvelaciones de forma, posicién y magnitud.

Aupgue el objeto definitivo de esta ciencia sea lu medida de la exton-
sion, 68mo para llegar 4 este resultado es preciso valerse de métodos in-
directos, y como casi siempre es necesario reducir las cuestiones relati-
vas 4 la medida de los volimencs, de las superficies y de lag lineas, 4 la
comparacién de las lineasrectas, lo cual exige un conocimiento extenso
y profundo de las diversas propiedades de las fignras para dedueir de
los elementos conocidos los desconocidos; resulta que, como base indis-
pensable rara poder efectnar la medida de la ‘extensién, la geometria
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elemental tiene que ocuparse especialmente del estudio de las propie-
dades de las figuras, considerando las relaciones que existen entre las
partes de que estin formadas § entre otras ficuras més sencillas 6 mas
adecuadas 4 nuestras investigaciones.

359.—Todo cuerpo ocupa en el espacio un lugar, y con el objeto de
no ocuparse en el estadio de la geometria sino la extensifn, prescin-
diendo de 1as demas propiedades de los cuerpos, considerarémos la for-

" ma del espacio que ocupan, haciendo abstraccion de la materia que los

constituye.
Todo cuerpo tiene tres dimejisisnes: longitud, latitud y eliura, que

comunmente se &< mnm'i’ar_/@, ancho yJi'ueso pero como & menudo
nt ugstias investigaciones 1o se dirigen sino 4 una sola 6 4 dos de estas

4 d:mcﬁtmnes cony el fin dé no complicar nuestro estudio con elementos

innecesarios, prescindimos de aquellas dimensiones que no son objeto
de la cuestién. Cuando eonsideramos el espacio con tres dimensiones,
ge le llama wolumen; si hacemos abstraceion del espesor 6 grueso, la ex-
tension que consideramos lleva el nombre de superficie; y si presci_ndi-
mos del grueso y de la anchara, resultard una extensién en longitud
solamente, que se llama linca, y aunque aisladamente no hay superfi-
gies ni lineas materiales, estas concepciones son de grande utilidad para
estudiar sucesivamente las propiedades de los elementos de las diversas
figuras y poder medir la extension. Por lo demds, en la prictica es de
un uso frecuente este género de abstracciones, Cuando se trata do la
altora de una montafia 6 de un edificio, se prescinde de sus otras di-
mensiones, asi como de sus demdés cualidades.

Los limites de un enerpo, son las swpeajfcr'es, as cuales vienen 4 que-
dar limitadas por lineas, y los extremos de éstas son punfos. Los di-
versos limites de los cuerpos nos sirven para reconocer su fignra y de-
terminar su exfension. 5

A fin de proceder de lo simple 4 lo compuesto, en nuestro EStl‘idl‘O di-
vidirémos la geometria en tres partes, la primera tratard de las lineas
1a segunda de las superficies y la tercera de los volimenes.

360.—PunTos.—Acabamos de ver que prescindiendo de una de las
dimensiones de un volumen resulta una superficie, y que prescindiendo
de otra de las dimensiones de la superficie, se obticne una Iil’.lE{i; del
mismo modo, si-en una lfnea hacemos abstraccion de la }onglt‘ud, se
concebird lo qué so llama punto, destinado Gnicamente & determinar el
lugar 6 la posicidn.

Sg distinguen cuatro clases de puntos: punfos extremos, que son los
limites A y B de una linea (8g. 1); punio de tnterseccion, que es el ln-

ar en que s¢ encuentran dos 0 més lineas, como C (fig. ), punios de
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Cuando dos rectas son Inconmensurables,
bamos de indicar no puede conducir 4 una 1.
restas sucesivas van decreciendo, llegan 4 tal grado de pequefiez, que
pueden considerarse como nulas, Que ciertas lneas son inconmenzu-
rables, es un hecho que la teoria nos da 4 conocer, pero que ninguna
operacién mecénica nos puede hacer sensible, y aunque la razén de dos
lineas inconmensurables no pueda determinarse exactamente, siempre
€8 posible expresarla con cnanta aproximacién se quiera,

En efecto, sean A ¥ B dos line
des de la misma especie. Imagin
partes por ejemplo, y que llevan

el procedimiento que aca-
esta nula; pero como las

as, 0 més generalmente dog magnitu-
émonos que B esté dividida en 1000
do una de éstas sobre-A se encuentre
que la contiene 3257 veces ¥ que quede una resta. Ia magnitud A es-;
tard comprendida entre oo X327 y 1075 X3258, 610 que es 16 mis-s,
mo, entre B 37257 y Bx 3958, Estos nimeros 3257 y 3258 serdn
los valores da la razén 5 COn una aproximacién de menog de &, el
primero por defecto Y el segundo por exceso. En efecto, siendo A>

B.39257, y A<B.3958 se tendrs

: A 3 A
respectivamente 9 e
pectiva neB>3207,yB<

3258. Si en lugar de dividir B en 1000 partes ignales se hubiera divi-
dido en 10000, 1a aproximacién habria sido 10 veces mayor, y si se hu-
biera dividido B en 100000 partes, la aproximacién habria sido 100
veces mayor, y asi se concibe que prescindiendo de la dificultad mate-
rial que Ia divisign en mayor ntimero de partes presenta en Ia précti-
ca, siempre se podrin Tepresentar las magnitndes de la misma especie

Por nimeros, ya sea exactamente, ya con la aproximacign que se desee
0 que exija la naturalezs de Ja cuestion.

364.—Para trazar una linea recta sobre un plano nos valemos de Ia

regla y del ldpiz 6 grafio. La regla es una barra de madera 6 de metal
coustruida eon la condicign de que todos los puntos de uno de 8us bor-
des estén en la misma direccion, como lo representa la figura 7. Bj gra-
fio ¢ tira-lineassirve para trazar Iasrectas con tinta, apoyando dos pun-
tos de la regla A y B sobre los dos puntos dados A’ I ¥ haciéndolo
resbalar contra el borde de 1a regla al mismo tiempo que se apoya. so-
bre el papel.

Para asegurarse de la buena Cons-
==8" truccion de la regla, 4 1o enal se llamg
8 rectificarla, se marca nng recta, comao

se ha explicado, haciendo coincidiy el

e punto A con A’ yel punto B con B,
En seguida se invierte Ia regla teniendo enidadoe de hacer coincidir el

punto A con B’, y el punto B con A’, y se traza una nueva linea, Si la

; d
%« T.a escala es una regla de ma
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o o i u
nida las dos marcas seconfandirin, supuesto que

regla estd bisn consly ar una recta. Sila regla estd mala resul-

por dos puntos golo puede p:a:s S
e iones geométricas resulta

o la falta de exactitud en las construcciones g e
R i ; ienen una anchura mi

4 veces de que las lineas que se marcan, ti B

i iderable y los puntos son pequefias Sup 3 e

o finas posibles, y que los punto

bajo dnguloes casi rectos. ;

ireccibn, sino también la magni-

la regla finicamente hasta los

escala

g6 que las lineas sean lo més
terminados por lineas que se c01tleu :
Quando se quiere fijar no solo la

obre
tud de una recta, debe trazarse s

nrog extrem medir su lon i n ryimos de la
£ ‘extremos, y para edir s lo gltud, 08 &€
puni 3 4

by §F eompis era. de marfil 6 de metal (fig. 8) en la

que se han marcado divisiones iguales
referidas § unaunidad de longitud co-
mo ¢l metro, la vara, la yurda, ete.
insbr nto, weneralmente de
El compis ez un insbramento, B i
metal, (fig.9) compuesto de dos pualm.usI edgd‘;r
3 *: ; : 1.
i yeden girar a
e A Ag’ (!“fel para mgdir la longitud
e A, (Cuando sitv
e Lqe ; tas son fijas, y cuando se usa
de las lineas sus puntas e
circulos, una de sus puntas t i
qpi ¥ i la recta que &
plazarse por un 1ipiz 6 un glaﬁo_. S.l la - e;&h .
trata de medir tiene menes long_utud que la doie
‘t tiene hecho su borde en bisel, ‘ba§ta-. po .
e la recta haciendo comc@r S cero
» la division en que
tremos, y leer !
con uno de los ex : B4
toca el otro extremo de la recta. En easo cont o
Oet a con el compds on cierto ntimero de umba
e toms . e
?ies de la escala, (20 por ejemplo), y se‘:)llevazn o
8 -
1a linea ¢l nfimero de veces que es POsl de,una‘ o
amos gue hayan sido 8), hasta que qlge er - c{;m
1 . g : 7
%e menor. En seguida se mide esta ris aczebe -
: : indicard cuinto se :
4 Egum; -tura llevada sobre la escala 1t’1d1wca1-a oud i
© e didas. Si la resta tenia 5 divisiones, .1 o
4 las primeras medidas. e e
oar 4 las primera . SR
?:udria GE’: milimetros por e]emplg. dEnﬁ?E‘?; Sl e
imacid la igualdad y r : -
i »eion depende de ; biwo o
&pmmms:momo dzl menor grueso que se pueda dar 4 las lineas y
a asie

para trazar

escala junto &

escal ;
tas del compas. :
v 1 sumar dos rectas B C y DE (fig. 10) selle

365.—Cnando se qu;ereougwmn G A delaotra B O yla recta B A

va una D E sobre la prol




serd ignal A BC4D E

A e 0

T

+ Silas IfneasjB C y D E fueran ignales, la ree-
# tﬁa B A seria doble de una de ellas y asi se con-
) 2 cibe el modo de duplicar, triplicar y en gene-

Figura 10, « ral de multiplicar una recta por un niimero,

Para restar DE de BC i
BD’=BC_DE, bastaria llevar DE de C 4 D’, y se tendria

366.—Se llama lineq quebrads (f :
neas rectas que no quedan en Ig mgrsﬁ'alég iﬁc?f?f_ g
£ Para'ﬁjar la posicién de una linea quebrada,
€8 preciso conocer log punto3 extremos A, B,
C, D, E, T, delas pastes quala forman;y pa-
T3 que .dos lineas quebradas sean iguales, ‘es
e necesario que en-el caso de que se sobrapusie-
6D, Ey s E;tre' . ran coincidiesen los expresados puntos A, B,
i H!,“m québmagg_ 08 puntos, A y F, se pueden tirar una infinidad
367. na lf . '
o, Gt Pope it b et
; _ : eserita por un punto que
se mueve cambiando por grados insensibles 4 cada instante de dirececion
Para fijar 1a forma de una curva, es necesario
conocer la posicion de todos sns puntos, 6 la ley
del movimiento del punte que la engendré. Pa-
8 ra que dos curvas sean iguales, es preciso que
sobreponiéndose puedan coincidir en todos sus
puntos. Entre dos puntos, A y B, puede tirarse una infinidad de
curvas,
368.—Se llama linea mizta (fig. 13) lo que estd compuesta de paries
rectas y de partes curvas.
y 5 p Laora fleterminar una linea mix‘a es preciso
"‘\/ poder fijar las partesde que se compone, sien-
do necesario que estas partes sean iguales pa-
Tigura 13, ra que dos lineas mixtas lo sean,
369.—X¢ llama circunjerencio de cireulo una curva (fig. 14) plana,
cerrade, cuyos puntos todos estdn & igual distancia de ofro C 'z,'n)fe’rfar,
llammado ceniro. :

Figura 12

'

Cireulo es la poreion de superficie comprendide den-
tro de la circunferencia. :
Suele aplicarse, aunque indebidamente, la pala-
bra circule 4 la circunferenciaj pero como lo indi-
can las definiciones respectivas, la circunferencia es
una linea, mientras que el circulo es una superficie.

Se Nama radio foda recta, C A, que va del centro
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@ lo circunferencia, y como esta curva tiene todos sus puntos equidis-
tantes del centro, resulta que fodos los radios son iquales.
La posicion de un ctrenlo queda fijada cuando se conoce su centro y
¢l radio, por loque dos circulos serdn iquales cuando lo sean sus radios.

Se llama didmetro foda recta B D, que pasando por el centro, ter-
mina en la circunferencia. Como todo didmetro se compone de dos ra-
dios y éstos son iguales, se infiere que fodos los didmetros de un NMASMO
¢cireulo son iguales.

" Se llama arco una parte, A D, de la circunferencia.

Cucrda es um___ge@a,:ﬂ’A, que va dewn punto 4 otro de le circunfe-
regeia. Se dice que (2 cuerda A B subtende al arco B E A, y aunque
toda cuerda subtende dos arcos B E A y B F A, comunmente se aplica
esta expresion al arco menor. Reciprocamente se dice que la linea B A
es subtensa del arco B E A,

Se llama segmento la porcién de superficie B A E B comprendida en-
tre una cuerda y el arco que subtende.

Sector es la porcitn de superficie A C D A comprendida entre dosra-
di0s y wn areo.

Secante es una recta A B (ig. 15) que corta la circunferencia en dos
puntos, y tiene parte dentro y parte Sfuera del ctreulo.

= g Tangente es una recta F G que tooa ¢ la
TR g Cirounferencia en un solo punto H.

3 ¥ = Se llame sagita 6 flecha la parte L M de
un radio comprendide entre la mitad de
lo cuerda y lo mitad del arco que sub-
tende.

, 7 Cuadrante es el arco I M I equivalente ¢

g la cuarta parte de la circunferenci@. X
Figera 15.

370.—Las superficies pueden ser planas, curvas y mixfas,

Se llama plano, ¢ superficie plona, aquella & lo que se puede aplicar
ana linea recta en cualquiera direccion, tocdndola en fodos sus puntos.
La supetficie tranquila del agua, cuando no tiene nna gran extensién,
e8 plana.

Ta interseccién comin de dos planos es wna linea recta; pues gl to-
mamos dos puntosen la interseecién y por ellos hacemos pasar una rec-
ta, por la definicién de plano esta recta deberé tener todos sus puntos

en ambos planos.
3
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Por una recta pueden pasar wne infinidad de
planos. Basta imaginarse (fig. 16) que un plano
A BC D que pasa por la recta P Q gira al rede-
dor de ella, para comprender que puede tomar
nna multitud de posiciones como A’ B’ C° D’ con-

¢ teniendo todos los planos 4 la recta P Q.

rim‘fm Por fres puntos no se puede hacer pasar mds

de un solo plano. Sidla condicién de pasar el plano por los dos pun-
tos de la recta P Q se une la de que pase por un fercer punto A, se
comprende ficilmente que si se hace pasarun plano por P Q y nos ima-
ginamos que gire al rededor de esta recta, entre laTultitud de planos
que nos es dade concebir, solo uno tendrd la propigdad de pasar al

mismo tiempp por el punto A.

De-ésto resulta que la posicidn deun plano queda enteramente fijada
por tres pe'mtos que no estdn en linea recta 6 por dos recias que se cor-
tan en un punto.

Para fijor la extensién de un plano (fig. 16) es preciso conacer la Si-
suacion de los puntos extremos A B C D que Io limitan,

Dos planos coincidirdn siempre que coincidan tres puntos de uno de
¢llos, com tres puntos del otro.

Para que dos planos sean tguales en extension, oS necesario que pue-
dan coincidir todos los puntos extremos que los limitan.

Figuras planas son aguellas que pueden estar contenidas en un plano.
Fi cirenlo y el tridngulo son, por ejemplo, fizurag planas, y de ellas
nos ocuparémos especialmente en las dos primeras secciones de la geo-
metria.

371.—En los voliimenes distinguirémos aquellos en los que fodas las
superficies que los limitan son planas, y aqueilos que estdn terminados
por superficies curvas.

Axiomas, métodos de demostracion y definiciones.

3w _ Ax10MAS.—Al tratar de los fundamentos del cdlculo, hemos
aceptado (32 y 242) los signientes axiomas:

Dos cantidades iguales 4 nna tercera son iguales entre .

Si 4 cantidades ignales se agregan 6 quitan ignales, los resultados se-
rin iguales.
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Si con eantidades ignales se ejecutan las mismas eperaciones, los re-
sultados serdn ignales.
4 ; : o, 2
Una cantidad es igual 4 la reunién de sus partes.
TLos enales como se refieren & las cantidades, son aplicables en geo-
metria & la extension; pero por la naturaleza U chjeto de csta ciencia
tenemos que agregar el signiente que es de un uso Trecuente:

Las figuras que aplicadas wnas encima de otras cotnsiden en todos
sus puntos, son iguales.

" De este corto nimero de axiomasy de las definiciones, que ademsis
de explicar una palabra copstituyen Jo asercion de uin hecho 0 de wna pro-
guiedadﬁi-ndczmmé"‘cw gavmi‘z‘-r{m, por on riguroso raciocinio se van su-
cesivamente infirigndo nuevas verdades de las que 4 su ¥z N0o8 Servi-
mos para dedueir y establecer principios desconocidos. §%84 2"

Asi, por ejemplo, la definicién de circulo ndemés de explicar psta pa-
labra, sefiala, 6 si se quiere, ensefia la propiedad de esta curva de tener
sus puntos equidistantes del centro, de la cual deducimos que los radios
son iguales, lo mismo que los didmetros, y otro gran nfimero de teore-
maas, como que el didmetro divide la circunferencia en dos partes iguales,
que es la mayor de todas las cuerdas, ete., etc.

w8 _MATODOS DE DEMOSTRACION.—En geometria se emplea lo mis-
mo que en aritmética y en dlgebra, la demostracion positiva (27) y la
negativa; pero como la jgualdad 6 desigualdad de dos figuras puede ha-
cerse mny perceptible 4 nuestros sentidos colocando una sobre otra: i
mentdo usamos este método llamado de sebreposicidn para demostrar
por medio de un raciocinio directo 6 indirecto la igualdad ¢ designal-
dad de dos figuras.

Repetirémos que la demostracion positiva es aquella en la que el teo-
remu por demostror resulia como consecuencia tnmediata de otros prin-
cipios ctertos. Unas veces de una propiedad general se deduce otra par-
ticular 6 menos general, y otras de lo explicito de una proposicion se
deduce lo que en ella hay implicito.

Demostracién negativa es la que nos hace ver, que de no ser cierto el
principio que trata de demostrarse, resultaria cierto 0iro principio in-
compatible con los que hemos demostrado.

En la demosiracion por sobreposicion, sabiendo que ung parte de una
figura puede coincidir con parte de otra figure, y funddndose en teore-
onas demostrados, se deduce que el resto de las dos figuras debe coincidir.

Para dar 4 comprender mejor estas definiciones, pondrémos un ejem-
plo de estas diferentes clases de demostracion.

Demostracién directa sin sobreposicion.
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concurso, que son aquellos donde se reunen dos 6 més rectas, como el
- : :
D en la fig. 3; y punfos de contacto, que son aquellos donde dos 6 més

lineas se tocan, como el E en la fig. 4,
A/_\ e:'/ D L_Z
8
£
/ Figurat,

Figural.

Figara 2, Figura 3

Careciendo los puntos de magritud, todos son ignales, y por lo mis-
mo, se concibe que si se sobrepusieran, coincidiffan.
361.—LinEeAs.-—S¢ llama linea toda extensiin en ZIbngimd sz'n.:;%" -
guna latitud ni pmﬂmdidad. Puede concebirse una linea como enge &
drada por la interseccién de dos superficies, 6 como el trazo 6 };zlgell
gue dejaria un punto en su movimiento, :
Las lineas pueden ser rectas, quebradas, curvas y miztas.
36%.—Lénea recta es aquella cuyos puntos todos estin en la misma di-
recetén. De esto resulta que es el camino més corto entre dos puntos
La interseccion C de dos rectas (fig. 2) es un punto. ;

' Pc:r un punto A (fig. 5) pueden pasar una
infinidad de lineas rectas; pero desde el mo-

7 ;neutg er:i que se da otro punto B, determinan-

0 estos dos puntos una direcei .
l 1a posicion dI:; la recta{;&d%‘.ﬂcmon’ b
Figura 5.

Asi pues, dos puntos fijan la posicién de una recta, y si son éstos los
extremos determingrdan su megnitud.—Para que dos rectas cotncidan
es necesario y basta que coincidan dos puntos de une con dos punios de
la otra;y para que dos rectas tengan la misma longitud, es preciso que
puedan coincidir los extremos de una con los de la otra.

363.—La distancia entre dos puntos se estima por la i
linea recta que los une. Para medir una recta esl;recis;n gfnfmlrt;?ngs i:
relacién que existe entre su longitud y la de otra recta tomada por uni-
dad. Asi cnando se diee, por ejemplo, que la altura de una torre es de
50 metros, esto significa que cincuenta veces estd contenida la Io;lgi-
tnd de la nnidad lineal llamada metro, en la altura de esa torre.

Dos rectas estén en la razén, por ejemple, de 3 § 5 cuando una ter-
cera recta, tomada como unidad, estd contenida tres veces en la prime-
ra y 5 en la fltima. La determinacion de la relacion de dos rectas exige,
pues, que se busque otra recta que esté contenida un nfimero cabal d;
veces en una y en otra, para que sea la comtin medida de ambas.
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Si estando dadas dos rectas AByCD (fig. 6) se quiere deferminar
su mayor medida comin, 6 por lo meros la razén aproximada de mna

4 otra, tendrémos que proceder como sigue:

¢P——t——4p E
A‘r 1 _I_E B
Figura 6,
So llevaré la més pequefia C D sobre la mayor, cuantas veces se pue-
da: se encontraré tres veces desde A hasta £ y quedars una resta 0 par-

te menor que C D. de B4 B; por lo que se tendra:

T o
i

/_5‘ AB=3CD+EB
En segunida se levaré 1a resta E B sobre C D, y se encontrard que
esté contenida 4 veces y que queda una segunda resta ¥ D, lo que da:
CD=4EB+FD

Se llevars esta segunda resta sobre E B y como golo estd contenida
una vez de B 4 G, con una tercera resta G B, se tiene:

EB=FD+GB-
Por filtimo, llevando G B sobre F D, se encuentra que

FD=4GB

Sustituyendo sucesivamente el valor de I¥ D en el de EB, éste en
el de O D, y por fltimo el de C D en el de A B, se tendra:

FD—4GB, EB=5GB, CD=24G B,y AB=17G B.

Resulta, pues, que la filtima resta G B estéd contenida 24 veces en
€ Dy 77 en A B, por lo que estas dos rectas estin en la razén de 24

ant.
Bl procedimiento empleado es anflogo 4 la operacidn que sirve para

ar el maximo coman divisor de dos nmeros, y se termina, co-
es nula. Un raciocinio semejante

obarfa que asi ge encuentra no
sino la mayor de las medi-

- encontr
‘mo aquel, cnando la resta encontrada

al que hieimos en aritmética, (110) pr
solo una medida comfin para ambas lineas,

dus comunes, que pueden tener.
Se dice que dos rectas son conmensurables entre si, cuando tienen una

medida comfin, y que son inconmensurables en el caso contrario.




