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Por una recta pueden pasar wne infinidad de
planos. Basta imaginarse (fig. 16) que un plano
A BC D que pasa por la recta P Q gira al rede-
dor de ella, para comprender que puede tomar
nna multitud de posiciones como A’ B’ C° D’ con-

¢ teniendo todos los planos 4 la recta P Q.

rim‘fm Por fres puntos no se puede hacer pasar mds

de un solo plano. Sidla condicién de pasar el plano por los dos pun-
tos de la recta P Q se une la de que pase por un fercer punto A, se
comprende ficilmente que si se hace pasarun plano por P Q y nos ima-
ginamos que gire al rededor de esta recta, entre laTultitud de planos
que nos es dade concebir, solo uno tendrd la propigdad de pasar al

mismo tiempp por el punto A.

De-ésto resulta que la posicidn deun plano queda enteramente fijada
por tres pe'mtos que no estdn en linea recta 6 por dos recias que se cor-
tan en un punto.

Para fijor la extensién de un plano (fig. 16) es preciso conacer la Si-
suacion de los puntos extremos A B C D que Io limitan,

Dos planos coincidirdn siempre que coincidan tres puntos de uno de
¢llos, com tres puntos del otro.

Para que dos planos sean tguales en extension, oS necesario que pue-
dan coincidir todos los puntos extremos que los limitan.

Figuras planas son aguellas que pueden estar contenidas en un plano.
Fi cirenlo y el tridngulo son, por ejemplo, fizurag planas, y de ellas
nos ocuparémos especialmente en las dos primeras secciones de la geo-
metria.

371.—En los voliimenes distinguirémos aquellos en los que fodas las
superficies que los limitan son planas, y aqueilos que estdn terminados
por superficies curvas.

Axiomas, métodos de demostracion y definiciones.

3w _ Ax10MAS.—Al tratar de los fundamentos del cdlculo, hemos
aceptado (32 y 242) los signientes axiomas:

Dos cantidades iguales 4 nna tercera son iguales entre .

Si 4 cantidades ignales se agregan 6 quitan ignales, los resultados se-
rin iguales.
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Si con eantidades ignales se ejecutan las mismas eperaciones, los re-
sultados serdn ignales.
4 ; : o, 2
Una cantidad es igual 4 la reunién de sus partes.
TLos enales como se refieren & las cantidades, son aplicables en geo-
metria & la extension; pero por la naturaleza U chjeto de csta ciencia
tenemos que agregar el signiente que es de un uso Trecuente:

Las figuras que aplicadas wnas encima de otras cotnsiden en todos
sus puntos, son iguales.

" De este corto nimero de axiomasy de las definiciones, que ademsis
de explicar una palabra copstituyen Jo asercion de uin hecho 0 de wna pro-
guiedadﬁi-ndczmmé"‘cw gavmi‘z‘-r{m, por on riguroso raciocinio se van su-
cesivamente infirigndo nuevas verdades de las que 4 su ¥z N0o8 Servi-
mos para dedueir y establecer principios desconocidos. §%84 2"

Asi, por ejemplo, la definicién de circulo ndemés de explicar psta pa-
labra, sefiala, 6 si se quiere, ensefia la propiedad de esta curva de tener
sus puntos equidistantes del centro, de la cual deducimos que los radios
son iguales, lo mismo que los didmetros, y otro gran nfimero de teore-
maas, como que el didmetro divide la circunferencia en dos partes iguales,
que es la mayor de todas las cuerdas, ete., etc.

w8 _MATODOS DE DEMOSTRACION.—En geometria se emplea lo mis-
mo que en aritmética y en dlgebra, la demostracion positiva (27) y la
negativa; pero como la jgualdad 6 desigualdad de dos figuras puede ha-
cerse mny perceptible 4 nuestros sentidos colocando una sobre otra: i
mentdo usamos este método llamado de sebreposicidn para demostrar
por medio de un raciocinio directo 6 indirecto la igualdad ¢ designal-
dad de dos figuras.

Repetirémos que la demostracion positiva es aquella en la que el teo-
remu por demostror resulia como consecuencia tnmediata de otros prin-
cipios ctertos. Unas veces de una propiedad general se deduce otra par-
ticular 6 menos general, y otras de lo explicito de una proposicion se
deduce lo que en ella hay implicito.

Demostracién negativa es la que nos hace ver, que de no ser cierto el
principio que trata de demostrarse, resultaria cierto 0iro principio in-
compatible con los que hemos demostrado.

En la demosiracion por sobreposicion, sabiendo que ung parte de una
figura puede coincidir con parte de otra figure, y funddndose en teore-
onas demostrados, se deduce que el resto de las dos figuras debe coincidir.

Para dar 4 comprender mejor estas definiciones, pondrémos un ejem-
plo de estas diferentes clases de demostracion.

Demostracién directa sin sobreposicion.
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Fiscolio es wna ebservacion rélativa & wna 6 varias proposiciones, con
el objeto de explicar sus relaciones, sw exfension, sw wtilidad y las res-
tricciones ¢ que deben estar somefidas.

En todo teorema deben distinguirse dos partes: el supuesto y la con-
elusion, que es su consecuencia. Por ejemplo, si decimos que la cuer-
f’lﬂ que pasa por el ceniro, es lu mayor de fodas las cuerdas; el supuesto
6 hl_pétesm es que se trata de la cuerde que pasa por ¢l ceniro, y la con-
clusion es que sea la mayor de las cuerdas. Cuando de un teorema se
forma otro en el que se tema la conclusidn como supuesio, y éste como

* conclusidn, resulta una proposicion que se llama recgrocs de la prime-

ra. Asi el teorema reciproco del que nos ocupamos es que la mayor de
todas las cuerdas es la que pasa por el centro. J

Como algnnas veces la conclusion del teorema primitivo couviene &
otros casos ademds del comprendido en el supnesto, resnlta que no siem-
pre es cierta la reciproca, y de aqui la necesidad de demostrarla.

Por ejemplo, siendo cierto que toda cuerda es linea recta, no lo es,
que toda linea recta es cuerda.

Los problemas de geometria que, como los demés que hemos resuel-
to, tienen por objeto determinar algo desconocido que satisfaga deter-
minadas condiciones, pueden ser relativos 4 Ia figura 6 relativos 4 la
extensi6n. Los primeros son grdficas y los segundos naméricos. Es un
problema grafico tirar nna tangente 4 un circulo; y es un prebléms na-
mérico determinar la longitud del radie de un cirenlo.

Todo problema consta de resolucion y de demostraeién.

ANGULGS.

v5.—DEFINICIONES.—Se llama dngulo la figure formado por dos
rectas A B, A C, (fig. 20), 4nclinadas entre st que concurren en un
punto. Pueden suponerse prolongadas las dos rectas A By A €, sin
que el valor del dvgulo cambie. La magnitud de nn dngulo depende de
la mayor 6 menor inclinacion de las rectas que lo forman, pero no de
la longitud de €stas. Asi, pues, en un dngulo lo que se estima, es la in-
clinacion de dos rectas.
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Cuando no hay mfs que un solo ngulo en an pun-
to, como en la figura 20, se denomina por la letra A
que estd en este punto que se llama wvéréice; y las rec-
tas A By A O se llaman lados del angulo.

Cuando hay varios ngulos en nn mismo punto, co-
mo en la figura 21, se denominan con sus tres letras; pero teniendo
cuidado de nombrar siempre la del vértice en medio de las dos que co-
rresponden al extremo libre de cada uno de los lados. Asise dice el

Figura 20

gngulo A C D y el dngulo D CB.

Cuando una refta C D cae sobre ofra A B tormando con ella dos 4n-
gulos D C Ay’ O B ignales entre si (Ag. 21), se dice que esta recta
es pw’pend’afculd}, ylos dngules D C Ay D C Bse Naman #ectos.

2
| Todo dngulo E C B {fig. 22], menor gue

un recto D O B se Uama agudo; y todo dn-
gulo E C A, mayor que un recto D C A, se lla-
5 ma obiuso.

2 c
Cuando dos dngulos, como B 0 By B C 4,va-
len juntos dos dnyulos rectos, s dice que son St-
plementarios.
S¢ Haman complementarios dos dngulos, como
c f moB y B C D, cuyusuma es igual 4 un dngu-
i lo recto.

Se llaman dugulos contiguos los que tienen comun el vértice y uno
de los lados que los forman. Por ejemplo.ACDyD O E fig. 22.

Se llaman éngulos adyacentes los que tienen
comfn el vértice y uno de sus lados, y los otros
dos lados forman unalinea recta. Por ejemplo,

g son adyacentes los dngulos (fig. 23) ADCy
Figura 23 O D B.

Se llaman dngulos opuestos al vértice los que

tienen su vértice comin y los lados de uno son

. prolongacion de los lados del ofro f’mgulo: Por

ejemplo, son opuestos al vértice (fig. 24) los angu-
losAQCyDO B




TEOREMA.— BT didmetro es la mayor de fodas las cuerdas.

Vamos & demostrar que el didmetro A B {fig. 17) es mayor que la
cnerda A D, Si tiramos el radio € D, tendremos que por ser A D li-

siea recta, y A C D quebrada; y por ser la linea recta el camino mas
eorbo entre dos puntos, se tiene:

‘ACD>AD
a

pero como A C D eonsta de dos radios, y el dia-
A AB metro A B es igual también 4 dos radios, se tie-

ne que A C D=A B, luefo™ * o

AB>AD,
Figura 17.
Y como el raciocinio hecho con 4 D puede aplicarse & otra cugr-
da cualquiers, se infiere la verdad del teorema en toda su generaiidaﬁf.—

Ejemplo de demostracion directa con sobreposicidn.

TroREMA.— Bl didmetrodivide lacircunferencia en dos partesiquales.

Si suponemos que la fignra 18 se doblara por

el didmetro A B quedando fijala parte AED B

y girando al rededor de A B Ia parte A D’B, es

claro que la recta A B es comfin 4 las dos partes

en la figura, y en virtud de que todos los radios

son iguales, el extremo D’ deberé coineidir eon

e algfin otro punto como D equidistante de C; el

punto E’ por la misma razén deberd coincidir

con algun otro punto como E, y asi sneesivamente debiendo coineidir

todos los puntos de la circunferencia que guedan 4 la derecha del dia-

metro con los que estdn 4 su izquierda, se infiere que estas des partes
determinadas por el didmetro son igunales. -

Como se vé en este ejemplo hay una cosa conocida: que la recta A B
es comtn 4 las dos partes, cuya igualdad se va & demostrar, y de esto
que sabemos y de un principio eierto, que los radios son iguales, se de-
duce el teorema. Asi, pues, es preciso en todos los casos dar el funda-
mento 6 la razon en virtud de la que coincidiendo una parte de dos fi-
gnras deberén coincidir todas la demas.

Ejemplo de demostracién negative con s0breposicitn.
TrorEMA.— E] didmetro divide lo cicunferencia en dos partesiguales.

Si suponemos que las dos partes determinadas por el didmetro son
desiguales, al doblar la figura (fg. 19) por A B, ¢l punto D caeria en
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D’ fuera de la circunferencia si la parte de la de-
recha era la mayor. En este caso tendriamos:

por el supuesto € D =C g
pero cCD>CO
lnego ¢D>C0

esto es, gerfa preciso que lcs radios fueran des-

Fgura 18. iguales, lo que no es ad misible.

Si suponemos que la parte de la derecha sea la menor, al doblar la
ara, D caeria denbse del circalo y tendriameos:

™ por el supuesto ¢ D —CD”
‘por otra parte. - ¢ D*<C O

luego cDh<CO

“esto es, que Jos radios serian desiguales, lo que es imposible.

Luego si la parte A D B no puede ser mayor, ni tampoco menor que
1a parte A O B, tendra quo ser igual 4 ella, que es lo que se queria de-
mostrar.

Fste ejemplo pone de manifiesto que es preciso completar la demos-
tracion negativa haciendo ver que,cn cualquiers otro supuesto que no
sea el del teorema, forzosamente resulta un absurdo. Sila parte de la
derecha no puede ser mayor ni menor que la de la izquierda, tendrd
que ser ignal 4 ella, que es lo que establece el teorema.

En geometria, ¢l método de demostracién indirecta, llamado tam-
bien de reduccién al absurdo, se vsa 4 menudo para demostrar los teo-
remas que se llaman reciprocos. (374)

T teorema que acabamos de demostrar nos hace comprender que los
arcos de un mismo circulo, 6 de cireulos iguales son sobreponibles.

374, DerrNIcIONES. —Hay dos vicios de ragiocinio que los estudian-
tes deben evitar en geometria. El uno Namado peficion de principio,
consiste en pretender tomar como fundamento de la demaostraciin el teo-
rema gue debe demostrarse. Para excusatlo, no hay mis que tener pre-
gente que el teorema por demostrar debe resultar como consecuencia de
ofras verdades ya conocidas. El otro vicio se llama circuwlo vicioso, Y
consiste en tomar como fundamento de la demostraciin un teorema que
todavia no se ha demostrado, y que porae Tacerlo seria necesario epoyar-
se en el teorema que trata de demostrarse.

Toma es una proposicion fundamental que sirve de preparacion & va-
rios teoremas 6 d la resolucion de una serte de problemas.

Gorolaria es la consecuencia de und proposicidn.




