a0 T S g . . - -
: S51.—In tridngulos iguales @ ludos iguales estin opueslos dngulss
tguales, y reciprocamente.
: ;Saeudu l'!’a tridngulos iguales podrdn sobreponerse coincidiendo los
at O: vy los m]]gulos, ¥y cuando coincidan los dos tridngnlos en todos sus
printos, resultard que 4 los iados iguales quedar stos 4 i
E igual an opuestos angnlos igua-
D s que ; f e 1gnlos igua
es, | precamente que & los dngulos ignales quedarin opuestos la-
dos iguales.
Na a 3 i ls

Hstos tres casos de ignaldad de los tridngnlos, y el teorema que aca-

bamos de demostrar, son de muy frecuente uso,

PERPENDICULARES Y OBLICUAS.

3988.—8e llama perpendicular toda recte A B (g, 37) que Sforma con
vtre D C dos dngulos A B C y A B D adyacentes ¢ (S

les entre si.
Se lama oblicua una recta ¥ G (fig. 38) que forma
- ¢ conatra H L dos dngulos adyacentes desiguales.
/7

Figura 37,

389.—TEorEMA.— Cuando una vecta F & (fig. 38) cae sobre otra
H L, los dngules F G Hy F G L gue forman, son suplementarios.
0. DENOSTRACION.—Si en el punto @ levantamos la
/ . perpendicalar G O tendrémos por la figura:

FGH=0GH+0GF

Figura 38. y FG L=0@G L—0GF i

sumando estas ecuaciones, resulfa:

FGH+FGL=0GH+0G L
luego F GH4+F G L=2 rectos.

390.—TEOREMA.— La suma de todes los dngulos consecutivos forma-
dos de un lado de una recta, ¢s igual & dos rectos. ‘

DExOSTRACION. — Para demostrar que la suma de log fingulos (fig

31

39) ACD, DCE, ECF y FCB valen dos rectos, por el punto C
Jevantazémos la perpendicular C O, y como por la figara:

i ACD+DCELECFLFCOB

y como A C 040 C B=2 rectos
e 2
TFigura 39. se inﬁere que

ACDLD O E+E C F+F C B=? rectos.

891.— La suma detodos los dugulos (fig 40) formados al rededor de
un punio G es igual & cuairo rectos.
Si prolongamos el lado A C hasta G, y por el
o punto C levantamos la perpendicular O C IT
tendrémoa que

ACBI+BCD+DCE+ECFLFCA
=ACO04+0CG4+GCH4HCA

Fﬁgmm. y como los enatro dngulos del segundo miem-
bro son rectos, se infiere que la suma de los ingnlos del primer migm-
bro de la ecnacion, valdran 4 rectos.

399.— Las bisectrices de los dngulos adyocentes son perpendiculares
entre st.

Se llama bisectriz la recta que divide un dngulo en dos partes ignales.

Sean los dos 4ngulos adyacentes (fig. 41) ACB y B C D, y vamos &
demostrar que las rectas C E y C F, que dividen en dos partes igunles
esos Angulos, son perpendicularesentre si, esto es, que el ngnlo FCE
es recto,

Por ser adyacentes los Angulos (389) se tiene:

A C B4+-B C D=2 rectos
tomando la mitad
Figura 4L ACE 4 BED—] recto

sustituyendo por 452 su igual F C B y por 3D BCE

se tiene
F ¢ B+B C E=1 recto
& F C E=1 recto




AF<A BT
tomando Ia mitad A D<A E,

mostrar,
Eﬁba propiedad hace que la distancia de un punto 4 una rectase mi-

da siempre por Ia perpendicular bajada del punto & la recta.
399.—Las oblicuas A B y A C (fig.

punto sobre una vectq, y que se separan
pendicular serdn {quales.

Que es lo que se debia de-

48) bajadas desde un mismo
lgualmente del pié de lo per-

4 Los tridngulos A D'B y A D C serén ignales (385)
por tener el dnguloA D B=A D C por recto, el
lado A D comiin, y B D=D por el supuesto, y
como en tridngulos iguales 4 4ngulos ignales estdn
2 opuestos lades ignales (387) tendrémos que por es-

Figurr 43, tar opuestos 4 los 4ngulos rectos: A B=A (.
Reciprocamente si A B=A © se separarin ignalmente del pié D de
la perpendicular.
Por ser A D perpendicular si dobliramos Ia figura por A D el punto
C cuetia en alguno de la parte, D B; pero por permanecer fijo el punto
A yser A B=A C el punto C caeria sobre B, ¥ por tanto D C=DB.
400.—80 dos puntos C y D (fig. 49) desigualmente distentes do wna

recta A B se reunen ¢ sus extremos, la suma de las rectas C A +CB

tiradas del punto mds prézimo C, serd menor que la sume de las
D A+-D B tiradas del mds distante D,

. Para demostrar que C A + CB<DA + D B pro-
Jongarémos A C hasta E, y supuesto que la linea ree-
ta es el camino mis corto entre dos puntos, se tiene:

CB<E C+EB

y agregando 4 los dos miembros C A
Fignra 49,

CA+CB<AE+EB....(1)
Por ofra parte A E<D A4 D E

y agregando 4 los dos miembros E B
AE+-EB<DA+DB....(%)

Observando que el primer miembro de la designaldad (1}, es menor
que A E+E B y que conforme 4 12 (2) esta suma es menor que
D A+D B, se infiere que:

C A+CB<D A-LD B.
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401.— 80 desde un punlo A (fig. 50) se bajan varias oblicuas A B,
A D, la que se separe mds del pie de la perpendicular A C, serd la ma-

yor.

4 Bidobliramos la figura por Ia recta D C y supone-
f mos que el punto A caiga en A’, A B fomarfa la posi-
: cion de A’ B, y A D lade A’ D.

Teniendo los dngulos A C D y A’ C D la posicién
— de contignos y siendo cada uno de ellos recto, la linea
C A’ serd la prolongacién de A C (397) y en conse-
cuenicia A A’ es una linea recta. Por otra parte, es-
tando B méas proxime 4 la recta A A’ que el punto D
tendrémos que (400}

3
Figura 5@
3 A B4B A’<A D4D A’
tomando la mitad AB<AD

que es Jo que se debia demostrar,
402.—Como &l desde un punto se tiran varias lineas 4 unarecta, por
una parte la perpendicular es menor que cualquiera oblicua, y por otra
golo pueden ser ignales las oblicuas que se separan igualmente del pie
de la perpendicular, siendo mayores las que se separan més; se infiere
que desde un punto tomado fuera de una vecia, %o se le pueden tirar
mds gue dos rectas iguales.
403.—8i por el médio C (fig. 51) de wna recta A B se levanic une
perpendicular C D1 1° cualquier punto de lo perpendicular estard equi-
distante de los exiremos A y B: 2° cualguier punto que no perienezca é
Za perpendicular, distard desigualmente de los exiremos.
D £ DzmosTrACION.—1° A E=E B por ser oblicuas,
A\ que seghn el supuesto, se separan igualmente del

et

A \\ pie de la perpendicular (399).

! [ 2° Vamos & demostrar ahora que un punto F que
s ~N

a8/ N p no pertenece & la perpendicular, dista desigualmen-
ARy, te'de los extremos. Reunirémos Fcon Ay con By
por el punto E tiremos la recta B B. Tendrémos:

x
P N,
S

FB<KEB+EF
sustitayendo por E B, su igunal E A resulta

F B<F A,

404, —Siempre gue una recta A B (fig. 52) liene dos punios A y B
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equidistantes de dos puntos ¢ y

: D de otr : >
pendicular & la sequnda, y Ia 4i de otra recta, lo primera serd per-

vidird en dos partes iguales.
/f\ Fundéindonos en que A C=A D yBC=B D
: LN fg?ostrai'emos que el dngulo A O C=A 0 D Lo;
e o trmngulos ABCyAB D s ignales (386) por
ﬁener sus tres lados iguales; luego si dobliramos la
dgma pofr lalinea A B, el punto D deberia coinci-
v ir con ’(;, ¥ permaneciendo el punto O invariable
o coFl,lgulmfza 1 resultaria que los lados del dngulo A O O coincidii
i Dolde A O D por lo que serdn iguales, y A B serd perpendicu-
4; - Ademuas, se ve que A B divide 4C D ev dos partesC 0=0 D,
5. —Todos los punios de lg Bi ; Tintan-
110 sectriz de un d 1477 %
tes de los lados del dngulo. e Sl
Sea el 4 5
Hnet‘; % f:lng:ﬂo A B C (fig. 53) y vamos & demostrar que cualguier
iliguale,_, 8l re?gft B D, que lo divide en dos 4ngulos A B D yDBC
les, estd equidistante de los lados A B J
S y B € del 4ngulo A B (¢
gengoii.ildlstancm de un punto § una réeta se mide por la p-erpendici.
d:;)@;f;: a so‘bre la recta, st bajamos las perpendiculares E F yE G
probar que estag lineas que miden 1a &i i ’
- 3 » 1 : i
de la bisectriz 4 los lados del &ngulo son ignales e
A ; 4 E
; : Si dobléramos la figura por Ia recta B D el pun-
to E permaneceria fijo, y porser el dngulo A B D=
: D B Cellado B O coincidiria con B A y el pun-
s i ¢ to F de la primera recta deberd hallarse en alguno
i ie,j‘os de la recta B A. Por otra parte, la linea
i R 4 I que es perpendicular 4 B €, después de dobla-
da la figura, deberd tomar una pesicién perpendicular 4 A B; pero co
mo g_esde uz} mismo punto E no se puede bajar mds de ana )sol-z, er
pendicular 4 una recta (396), resulta que E F tomar 1a direcciér: }.EI)G-
y-como el punto _F_debe encontrarse 4 la vez sobre lasrectas A By B GZ
tendrd que coineidir con su interseccién G; luego E F—E G :
: ;Of.—focia ;mntoz() (fig. 54) que queda dentro de un dngule A B C
Yy que no pertencce é la bisectriz, estd desi nte di: -
, esta desigualmente distante
L nie distante de los lo-

; ;
£t i
: e = Lads Ferpendlgu}ares 0 F y O G son las distan-
o cias del punto O 4 los lados del 4nculo
// b 4 probar que 0 G<O F. i
i Por el pnnto E tiremos la i
: ¢ la perpendieular E B
& A B, y unamos O con H, -
Figura 54. Tendrémos:

(4
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0 G<0 H (398)
; OH<OE+EH
pero siendo E H=E T (405)
sustibuyendo se tiene OH<OF
luego con méis razon OG<OF

40'7.—PROBLEMAS DE OBLICUAS ¥ PERPENDICULARES.—L—Levan-

tar una perpendicular & une recia, A B (fig. 55), desde un punio Cde

la misma recte.
Resolucién.—Tomense dos puntos B y D equidis-
tantes de C, y haciendo centro primero en B y luego
en D con un radio arbitrario pero mayor que C B,
trhcense dos arcos de cireulo, y reuniendo el punto
A ‘55—__5__! B E de interseccion de estos dos arcos con el punto C,

1a recta C B serd la perpendicular; por tener confor-
C y E equidistantes de 0tros dosD yB

Figuar 55.
me 4 la construccion dos puntos

de la linea dada (404).

El radio arbitrario B E debe ser mayor %2 para que lvs arcos del cir-

* enlo puedan cortarse.

I1.—Bajar una perpendicular & und recta, A B (fig. 56), desde un

punto C tomado fuere de ella.

Haciendo centro en el punto G y con un Ti-
dio C D tracese ¢l arco D E que corte la recta
dada en dos puntos; hégase centro en cada uno
de estos puntos D y E y con un mismo radio
deseribanse dos arcos que se cortaran en el pun-
to F; reuniendo los puntos Cy F con una rec-
ta C ¥, esta serd la pedida por tener dos pun-
tot C y F, equidistantes de los D y E de la recta

Figara 56 dada. (404). ‘

11L.— Dividir una recia A B (fig. 57) en dos partes iguales.

Tomense como centros sucesivamente los extremos A

y B de la recta, y con un radio aproximadamente ignal 4

% dicha recta tricense dos arcos, ¥ reuniendo, los puntos
C y D de interseccién de los arcos por la recta C D, es-
ta determinard el punto M que serd el medio de la linea
A B, conforme al feorema demostrado en el parrafo £04.

;
3
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IV.— Divig;
: iy 1
air un dngulp C en dos partes iguales.
o D sy -
P esde ell vertice C (fig. 58) tricese un arco
i B; haciendo cent i
5 S nero en A y B describanse
. § 4rCos que se cortardn en D, y reuniendo
: con,D esta recta dividird en dog partes igna-
es el dngulo dado. En ef

Ite iguales; ¥ por estar o
08 angulos AC Dy B ¢ D, serdn ignales.

GO!‘DO emp] e
e&nd( 1 i i v
0 81 mismo pl‘ﬂced!ml ﬁt(} podriﬂn di idil‘&e en dOS

& (1) ]e 103 «l l 9 3

o IlaIIBS‘ (:ali [l' (‘ : f,ngu 08 A 0 D B C D resuita’ ?l
p()dlﬂ. BBLeSlemBHte dlﬂldlISe en 4 8 16, etc‘ P'd[tes -g ¢ s
ELELY » 2

V.—Determi
ninay
el suplemento, Y el complemento do un, angulp

Sea el 4ngulo A B ¢ (fig. 59); bastard prolon-
gar uno de eus lados, y conforme al teorema det *
num. 389 el dngulo € B D serd el suplomento dol
E - ang'nlo dado. Para determinar su complemento
e g:{J]IEIEdO uso E]e la construccién del problema E
i a érura 95 s levantard una perpendicular en
Yy el angulo € B E sers el complemento buscado, °

-m

[ R
|

PARALELAS.

408.—DEFINICION, — St Vaman
Sus puntos equidistantes.
Como la distancia de un
cular bajada sobre ella, par
(fig. 60) es necesario que 1
cualesquiera E
ge ]; ;](’lél I.J y F de una recta sobre Ia otra U D sean ignales
efinicién . b ot
e 3w ml dze rectas paralelas resulta que estaran ambas para
: Mo planp, y que si se pry i
; § e 1Y i
ki g q prolongaran indefinidamente no

paralelas las reetas que tienen todes

punto & una recta se mide por la perpendi-
a que dos rectas A By O D sean paralelas

a8 perpendiculares bajadas de dos puntos
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409.—TEOREMA.— Toda recta 'L (fig. 60) perpendicular ¢ una de

dos paralelas, es también perpendicular d la ofra.

b R Supongamos que J L sea perpendicular 4 C D,

y vamos 4 demostrar que también lo serd 4 A B,
p_i8 it iH , naralo que necesitarémos inferir que los dngulos
it L J By LJ A son ignales. Tomemos & distan-

cias iguales de I los puntos H y @, y por ellos levantemos las perpen-
diculares H Fy G E 4 C D, resultard que E G=F H por medir las
distancias de los puntos de las dos paralelas A By C D. Si dobliramos
1a figura por J L por ser esta linea perpendicular 4 C D, la parte L D
tomaria la direccion de L C, y como por construceibn L H=L G, el
punto H coincidird con G. Como F H y E G son perpendiculares &
C D, 1a recta H F después de doblada la figura deberia tomar la direc-
gion de G B; y como ademés H F==G E resulta que el punto F caeria
gobre B; y como el punto J ha permanecido fijo, se infiere que el 4n-

‘guloLJ Besigual 4 LJ A quees lo que se debia demostrar.

410.—Por un punto A (fig. 61) no se puede tirar mds de una sole
yaralela & otra recta B C.
E Siendo A D paralela 4 B C, tendrémos AB=CD.
T Si suponemos que pudiera tirarse otra paralela
2 desde A, como A E, tendriamos A B=C E, de
lo que resultaria C D=E C lo que es imposible,
B ¢ 4 ménos que A E coincida con A D.

i
|
1
i
§
H
1
1
i

Hears i Debemos insistir sobre lo que dedujimos de la
definicion, y es que las paralelas estéin en un mismo plane.

A11.—Si cada wna de las rectas A B y CD (fg. 62) es paralela d
una lereera recta B F; serdn paralelas entre st (

A g Porser A Bparalela 4 E I se tiene.

GEB :
AE=BF

£ F

Figura 62.

por et C D paralelad E F

CE=DF
restando esta ecuacion de la anterior, resulta:
A C=BD

lnego A B serd paralela & C D.

412. —Cuando una recta corta dos paralelas (fig. 63), 4 la recta AB
se le llama secante y los dngulos que forma con las paralelas toman las
signientes denominaciones:




393.—Les dngulos, (
wguales.

Tenemos que por ser adyacentes (389) los dngulos

D B C-4+A B D=2 rectos

por igual razgn
£
Figura &
iTe € A B E+A B D=2 rectos
luego
D BC{+ABD=ABE+ABD

suprimiendo A B [}., resulta

DBC=ABE
que es lo que se debfa demostrar.

! 394.—6?’{5%(20 una recta, (fig. 43) A B, es perpendicular ¢ otra G D
esta también es perpendiculnr ¢ lo primera A B, :

A : Prolonguemos Ia recta A B hasta E, y demostra-
rémos que siendo ABC=A BD, los dngulos
¢

i o ABC yCBE que formala recta C D con ABE,

f tamblen’ seran iguales, y en consecuencia la recta
FIE, s C D seréd perpendicular 4 A E.
ura
& Por el supuesto del teorema

ABC=ABD;
por opuestos al vértice (393)

ABD=CBE
luego

ABC=0BE

395.—Desde un punio A (fg. 44) de ung rects B C, no sz le puede
levantar mds de una solo perpendicular.

b Si Supusieramos que se pudiera levantar otra
G perpendicular A E, tendriamos:

]

/ por el teorema

D A C=1 recto

!
AL"‘
S L R
B ¢

Figura 4,
por el supuesto

HE A C=1 recto
DAC=EACQC

luego

fig. 42) DB C y A BE, opuestos al vértice, son
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pero siendo esto inadmisitle, se infiere que A E no es perpendicalar 4
B 0, y qne solo podré serlo en el caso de confundirse con A D.

396.— Por un punto A (fig. 45) situado fuere de una recta B C, no

s 1o puede bajar mds de una sola perpendicular A D,

Si fuera posible bajar otra perpendicular A E,

tendriamos prolongando A D y A X que B C

p Serfa perpendicular & A GydAH(394) Sido-

blaramos la figura por la recta B C, por ser el dn-

gulo AD B=B D G, la recta A D tomaria la

direecion de D G-y el punto A caeria en alguno

Figura 4. de la recta D G: y por suponerse el dngulo

A EB=B E H, la recta A E deberia tomar la direccién E I y el

punto A caeria en alguno de la recta E H. En consecuencia, si las dos

_ rectas A D y A E pudieran ser perpendiculares 4 B C, al doblar la fi-

gnra, el punto A deberia caer al mismo tiempo sobre D G y E H, yno

siendo esto posible, & menos que A D coincida con A E, inferirémos

que 1o s puede bajar desde el punto A mis de una sola perpendicular,

397.— Cuando dos dngulos A B Cy C B D (6g. 46), tienen la posi-

cién de contiguos y juntos valen dos rectos, las dos rectas A B y B D

tiradas por el extremo de la linea comin C B, serdn prolongacién una
de la otra.

Si suponemos que B D no sea prolongacion-de

A B sino que lo fuera B E, tendriamos:
p conforme al supuesto del teorema

A B C+C B D=2 rectos.
Figura 46.
Por suponer que son adyacentes A B C y C B E (389).

A B C--C B E=2 rectos
delasqueresnlta ABCH+CBD=ABC+CBE
luego CBD=CBE

lo que zo es posible, &4 menos que B E y B D coincidan, esto es, cuan-
do B D sea la prolongacién de A B.

398 — La menor distancia de un punto A (fg. 47) 4 ung recta B C,

gs la perpendicuiar A D bajada desde dicho punto.

A Demostrarémos que la perpendicular A D es mds

corta que cualquiera otra oblicua A H. Si dobléra-

mos la figura por B C, el punto A caeria‘en F, y

por tener los dngulos B D A y B D F la posicién

de contiguos y ser cada uno de ellos recto, D F' se-

ré prolongacion de A D (397) esto es A F gerd una
linea recta, luego:

5




