: 31 iosBa]S’gulos son de diferente especie, como

A . _BLIHS }‘ect:: ]l;cijguga 71, tirando por el vérti-
B0 y B H respectivamente para-

lelais e ED y 4 B F, tendrémos que e

B
F W Sl e
rolong
e prolongando B H hasta J
G B H--G B J=2 rectos:

pero como
' G B J=! ;
sustituyendo se tiene: i
G B I+ A B B’=2 rectos

DEF+A B B—2 rectos

luego

que es lo que se debia demostrar.

423. —PROBLE
EE MAS DE .
Sl e PARALELAS.—I.— Porun ‘ounto C dado 7,
gt 3 tirarle una ])a}-azgzo e Ofuf:‘:?‘[g‘,

SeapasE ,
1* Construccién. (Fig. 12).—Desde ol punto C
como centr i :
i dce 1}tm J con un radio cualquiera, tricese el
b cz cnlcule? D E: higase en segnida centro en
5 n el mis radio tra ’
4 d1 wo radio tricese el arco € A: t6-
nney B t( ‘uer la A C y llévese de D 4 F; tirando
et cta C 1: esta serd la paralela pedida.’
o Sl ira la recta C D resulta que los 4ngulos C D
;n t n iguanies, por tener por medida arcos ignales ?380} o
0 estos Ang (it e
; gulos tienen la posicién de alternos inter : o
ey ernos, las rectas se-
: 28 Construceids ig, 7
v L cﬂm..{z‘rucaw:a. .(Flg. 78).—Desde el punto dad
i F ' bajese la perpendicular € D, v en secnid ! ;
gando : 7 ot & PEGIGH -
;G ’ D]O 1]’8\*:11]235;‘911 C la recta C F perpe*‘zicuf‘u
. L linea C F serd la par ik .
= : Fserd I paralela pedida en razé
B de ser por construceién F ¢ D=C D A v s o
- | : ' - A " ag 4
& gulos alternos internos, TR

“IL—Por un punto A (fig. T4) tomado fuera d,
: S 3 Juere de una rec C
.:r.z_,‘:v @ que la encuentre bajo un dngulo dadp M nep B Gt
4 /E:/;] : F;n un punto cualquiera, B por ejemplo
N e la recta ; L : s
/\ o e
" o gual & M, y por el punto A tirese

|
- ¢ 1; rect’a A E paralela éd B D. Esta recta
fenarf la condicidn del problema, supues-

Figura 74.

to gie el dngnlo
truccion, luego

lares, pneden facilitarse

pero,
efectfian p
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A B C=B por correspondientes, ¥ B=M por cons-

A EC=M.

asi como las de los problemas de perpendica-
haciendo uso dela escuadra y del transportador;
, son mucho mis exactas las resoluciones que se

Tistas construceiones,

por regla general
or medio del compds.
11— Construir en wn punto un angulo tqual & otro.
(Fig. 75). Sean A el 4ngulo, y D el punto dado.
Por el punto D se tiraran las rectas D By D C pa-
ralelas 4 los lados del fingulo, ¥ estando formados
/g oestos 4ngulos por lados paralelos y teniendo sus vér-
4 tices en el mismo sentido, gerin iguales (419).
Si se prolonga el lado B D masally de D, esta
aria el medio para encohtrar gl suplemento de un an-

Figura 75.
construceion d
gLﬂO A,

TRIANGULOS.

s.— Hemos dicho que se llama tridngulo rectili=
s lineas rectas. Se distinguen los tridu-
dos y de los dngulos.

o5 sus ires lados.

494 — DEBFINICIONE
neo wna figura cerrada por tre
los valores relativos de los la
o es el que tiene desigual
tiene dos lados iguales; Y equildtero s

gulos por
Tridngulo escalen
Tricdngulo 1sdsceles o el que
el que tiene sus tres lados Tyuales.
Se llama fridngulo oblicudngulo al que no estd formado por Ainghn
dngulo recto; €s obtusdngulo cuando und de los éngulos es obiuso; acti:
tangulo cuando todos los dngulos som agudos; Y es rectdmgulo cuands
uno de los dngulos es recto.
Bn los tridngulos rectdngulos, el lado apuesz‘o’a
hipotenusa, 7 G los 04r08 Jdos lados se les denomina, cutetos.

425.—Fn todo tridngulo A B C (fig. 16), un lado cualquiers 6s me=

nor que la suma dé los otros dos.

1 dngulo recto se lama




Sea [fig. 85] el dngulo E I G obtuso. Si la perpen-
dicular B H pudiera caer dentro del dngulo, nos re-
sultarfa el triangulo E F H con el ingulo H recto, y

F A F obstuso, lo que e3 un absurdo.
Figura 85,

489,—De aqui se infiere que lo perpendicular bajads desde el vértice
de un dngulo de un tridngulo sobre el lado opuesto, caerd dentro del
tridngulo cuando los dngulos adyacentes [Rg. 86] al lado A C sean agu-
dos, y caerd fuera cuando [8g. 81] uno de los dngulos C' sea 0btuso.

B

A e 0

Figura 86. Figura 87,
440.—Hemos visto (384, 385 y 336) y demostrado que dos fridngulos
son fguales: 1° cuands lienen un lodo igual adyacente & dos dngulos
respectivamente iguales: 2° cuando tienen un dngulo tyual formado por
lados iguales: 8° cuando lienen sus tres lados respectivamente iguales;
y ahora agregarémos el siguiente caso.
4° Dos tridngulos son tquales cuando tienen iguales dos dngulos y el
lado opuesto & uno de ellos.
c ¢ Sean [fig. 88] los trifingulos A B C y
A’ B’ C que fienen

2 A=A’, B=B'yBC=B'C
A A

Figura 88.

sumando las dos primeras ceuaciones se tiene que
A +B=AB

Juego C que es suplemento de A--B, serd ignal 4 €’ suplemento de
A’-FB’ (434, 3°). De esto se infiere que los triéngulos serdn iguales por
tener un lado ignal, B C=B’ O’ adyacente 4 dos dingulos respectiva-
mente iguales, B=B" y C=C".

441,—Como habri podido observarse en los cmatro
casos de ignaldad de los tridngules, siempre enfra co-
mo elemento uno de los lados, pues dos tridngulos no
son iguales cuando tienen sus tres dngulos iguales, co-
mo puede observarse en la figura 89 con los tres trifin-

Figura 89, gulos cuyos lados son paralelos.

o1

442.—Doe triangulos rectdngulos son iguales: 1° euando tenen (gua-
les las hipotenusas y wno de los angulos agudos: 2° cuando tienen igua-
les wn cateto y wno de los dngulos ayudos: 3° cuando Zienen tguales lg
hipotenuse y uno de los calelos: y 4° cuando tienen los catetos iguales.

F

6 Por ser los tridngulos rectingulos, tendrin
BN forzosamente el dngulo recto igual, asi es que
en el 1%y 2° caso los tridngulos serin iguales

B AN B
Figura 80.

Para demostrar el tercer caso, sean los triangulos ABCy A’ B’ C
{fig. 90) que tienen B (=B’ ¢’ y A C=A’ C".

Si sobre A C constrnimos el tridngulo C A D igual ¢’ A’ B’, tendré-
mos que por tener los dngulos C A B y C A D la posicién de contignos
y valer juntes dos rectos (397) la recta A D serd prolongacion de B A,
y como las dosoblicuas B € y C D son iguales, inferimos que se separa-
rin igualmente del pie de la perpendicular C A (399) luege B A=A D.

Asi, pues, el tridngulo A B C serd igual 4 A C D por tener A C co-
min, A B=A Dy B 0=C D; perosiendo AC D igual 4 A’ C’ B’ por
construceibn, se infiere que el tridngulo A B O sera igual 4 A’ B’ C

En el 4° caso, los tridngulos tienen igaal el dngulo recto formado por
lados iguales.

te iguales.

443, —ProBLEMAS DE TRIANGULOS—I.—Dados dos dngulos de un
frigngulo deferminar el tercero.
Sea A=29° 15' y B=75" 38’ y vamos & determinar 4 C.
Tenemos (433)
A-+B+0=180°
despejando 4
C=180°—(A+B)
sugtitnyendo
C=180°—(29° 15"+ 75° 38")
lo que da

U=ip" 7

I1.—Conocido en un tridngulo isosceles wno de los dngulos iguales
delerminar el desigual del vértice. :

Sea A=B el 4ngulo conocido, y C el 4ngulo que se busca, =
Tendrémos

A+B+C=180°
2 A+(C=180°

por ser A=B

de donde :
0=180"—2 A.
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111.—Dado el dngulo C del vértice de un tridngulo isésceles defermi-

nar los de la base.
Despejando A en la ltima ecuacién, se tiene

A=90"—%

Si se conocen los valores numéricos, bastard sustituirlos en estas ecus-
ciones.

1V.—Dado un dngulo C de un tridngulo y los dos lados a y b que lo
forman (fig. 91) construir el tridngulo.
3 Sobre la recta C B=a ge eonstruird el {in-
: 2 gulo C igual al dado y sobre el lado € D in-
e ) definido se tomar4 la parte C D=b; reunien-
Z do el punto D con B, se tendra el tridngunlo
6“8 D B 0 que satisface las condiciones del pro-
Figura 91. b]emﬂ.
El 4ngulo dado € debe ser menor que 180°

(A

V.—Dado un lado o (6g. 92) y los dos dngulos adyacentes, construtr
un tridngulo.

Témese B C=a; en cada uno de sus extremos
A \ -4 eonstrayanselos dngulos By © iguales 4 los dados,
— y prolongando las rectas que los forman hasta su
. punto de interseccién A, se tendrivel tridngulo pe-
© - p4—5—F dido.
~ Para que el problema sea posible, se necesita te-
ner B+ C <180°. '

Figura 82,

VI.— Construir uniridngulo conocidos sus tres lados, a, b y ¢ (fig. 93).
Tomese B C=ay haciendo centre
en B con un radio igual & ¢, trice-
ge un arco de circulo, en seguida
héigase ceatro en C y con un radio
ignal & b, trécese otro arco de cir-
; Figura o8, culo, y reusiendeel punto A de in-
terseceion de los arcos con B y C, se tendra el tridngulo pedido.
Para que el problema sea posible, es necesario que el mayor de los
Jados sea menor que la suma de los otros dos.

VIL— Construir un tridgngulo, dados dos dngulos A y B, y un lado
a opuesto d uno de ellos.
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Bea (fig. 94) a el lado o A
: g puesto al 4n-
#  8wo A. Témeso B (==a; en e punto
B constriiyase el éngulo ¢ B H—B:
€n un punto cualquiera de Ja recta’,
- : B H constriyase el ingulo H=A y
e B por el punto C tirese la rect: 3
ﬁ:al;la 4 H P. El trisngulo B A C seré el pedide e
ara que el problema sea posible, debe tener .A
; i 2 B<180°
Podria también construirse ea i
3 : el q
ey punto € un dnguloe
Los problemas IV, V, VI y VII que corresponden 4 los ey

de igualdad de los tridngulos, atro éados

7 no admiten més que una sola resolucidn,
VIIL —Construir un tridngulo,

dados dos lados ;
{0 d uno de ellos, $ lados y un dngulo opues-

Buponemos conocidog a ybyel
i’mgtf]o B opuesto 4 2 (fig. 95).
/ \ Téomese la recta B O.:-_a,; en un
7 \é extremo constriyase el angulo da-
», do B, y haciendo centro en (¢ y con
A ;111 radio ignal 4 , trécese un arco
¢ circulo que cortard la r
en dos: ‘puntes A y A% reuniendo € con A y c(in A resilllif:,ec‘;a ]EA
dos triangalos quoe satisfacen el problema: A B C yACB iy
Cuando se eonocen dos lados, y un angulo opuesto 4 un.o de ell
por 1'eg‘=.a general hay dos tridngulos que resuelven el preblem -
ia cuestion no admitird més que una resolucion en los casos signient
! 1° (?uando el dngule dado B sea obtuso; pues entonces el otro z’m:S:
10 serd forzosamente agndo (fig. 96) (436) i

s

Figmra 95,

&; pero

Figura 96. Fizura el
g .

2 Cuando B sea recto, pues entonces A tendr§ que ser agudo; (436)
3° Cuando siendo B agudo, ¢l lado opuesto 3 sea mayor

: gudo, que @; pues
entonees conforme al principio de que al mayor lado est o

& opuesto el




mayor dngulo, siendo b>a, debers tenerge B> A; luegosi B es agndo,
tendré que serlo A (Bg. 97

B L 4° Cuando siendo B agudo el arep no corta 4 Ia
b—ou ~ Yecta B A, sino que solo Ia tocg en un punto. En
e

aj este caso (fig. 98) el angulo A seri recto.

Por 1iltimo, ¢l problema sers imposible cuando

el lado dado & es menor que la perpendicular G A
Figura 95.

IX. —Construir un lridngulo 1sdsceles, dado ef dngulo C del vértice

t0g. 99) y la base .
f Témese la recta A B=c; dividase el dngunlo C
! porlamitad con Ia linea C E; en un punto cnal-
i quiera E de esta recta, levintese Ia perpendi-
cular F G, y construyendo en A y B 4ngulos
iguales 4 7 6 4 G, se tendr ol tridngnlo A B ¢

B g pedido, 4 causa de que tanto A como B son com-
Figura 99, plemento de ¢,

X.—Construir un tridngulo reeténgulo, dady 1y Fipotenusa a (fig.
300) y un dnguly aqudo B.

BL Témese Ia recta B C=a; en ol punto B constri-

; o : z :

*‘_“"——-‘g yase un ‘anguio 1gual & B, y bajando desde ¢ ungs
perpendicular 4 la recta indefinida B A, se tendrs
el triingulo B A ¢ pedido.

XT.—Construir un tridngule rectingulo, dade wn eatelo b (fig. 101)
¥ el dngulo adyacente C, :

g Témese C A=Db; en el panto € constriyage un

b éngulo ignal al dado, y prolongando C A levantese
en el punto A la Perpendicular A B, E| tridngulo
pedido serd O B A,
Foe
Figura, 101,
XIL—Determinar wn dangulo tgual 4 ln suma de ofros dos A o B
L
cuando esta suma es menor que dos reclos,

r Sobre los extremos de una recta de lon:gitud

; arbitraria A B (fig. 102) constriiyanse los dngu-

}\c los A y B respectivamente ignales 4 los lados;

/ \ complétese el triangulo A B C, y prolongando
B

-~

B C, el 4ngulo pedido serd A C Dj; pues por ser
externo del tridngulo es igual 4 B+A (434).

a / 4
XIHNEB;T}F"’E dos dngulos A y B (fig. 102) cuya suma es :*traenm qie
s i un G ) 1 nto.
dos dngulos recios, construir un dngulo iguol 4 su supfem: G
- . - [ o 1F = - Y S eX t- =
Témese una recta A B de longitud arbitraria; en su

triyanse los dngulos A y B respectivamente iguales 4 los lados, y ce;m—
D E : 5
pletando el tridngualo, el 4ngulo A C B serd el pedido, supuesto qu

A+B+A C B=180°

. e
despejando 4 A G B—180°_(A1B).

an dar nu-

En todos los problemas que hémos resuelio, podran darse valolres
‘ . 3 Is ‘ L& o ﬁ‘l_
méricos 4 los datos, debiendo emplearse en este caso la escala y el trans

portador ademis del compés para gu resolucion.

CUADRILATEROS.

444 — Se llama cuadrildtero una figura 713@?1{3 corrada por evatro h_'
eas rectas (fig. 103). En los cuadrilateros se distinguen las signientes
7 ) 2 . .

1Ta8. = | : et '
ﬁgé’e Hama trapecio un cuadrililero que tiene dos lados paralelos (fg

104). S | e
Paraleldgramo es un cuadrildtero en el quelos lados opuestos ..q:_z:;{.,

ralelos (fig. 105).

o

Figura 103 Figura 104, Figura 105.
g A




p Siendo larecta A B el camino mis corto entre-dos
punlos, se infiere que A B<A C+C B,
426.— Un lado cualquiera A B (fig. 16) es mayor que
la diferencia de los otros dos.
< A En virtud del teorema anterior se tiene:

e

4

Figura 76.
AB+AC>BC
despejando 4
AB>BC—AC

421, —En todo tridngulo isdsceles son iguales los dngulos opuestos d
los lados iguales. ;

A En la figura 77 sea A B=A C, y vamos & demostrar
que B=C. Desde el vértice A tirémos la recta A D de
modo que divida el dngulo B A C en dos partes igua-
les, y tendrémos que los trifingalos BA Dy D C A se-

B b £ riniguales por tener un éngulo ignal B A D=D A ¢

k3 iy por construccién, formado por lades iguales, A D, que
es comtn; y A B=A C por lados del tridngulo isosceles. Siendo los
tridngulos iguales, los ingulos opuestosal lado comin A D serfin igua-
les (387), luego B=C.

De la igualdad de los trifingulos se infiere ademfis que B D=D QO y
que A D C=A D B, luego.

La bisectriz del dngulo formado por los lados tguales de un fridngu-
lo isdsceles: 1° divide el lado opuesto en dos partes iguales, y 2° es por-
pendicular d este lado.

Supuesto que en un trifngulo isésceles 4 los lados ignales estén opucs-
tos dngulos iguales, se infiere que fodo tridngulo equilitero serd et
daguio.

428.—La recta que une el vértice del dngulo formado por los lados
tguales de un tridngulo isdsceles al medio del lado opuesto, es perpen-
dicular & este lado.

Los dos tridngulos AD By A D O tendrin A D comiin, A B=A ¢
por lados del tringulo isésceles, y B D=D C por el supuesto; luego
los tridngunlos serdn ignales (386), y siéndolo se tendré que el dngulo

A-D B=A D C.

»%129{—-—& dos dangulos A y B de un tridugulo A C B (fig. 18) son
tgales entre st, los {ados opuestos B C y A G, también serdn tquales.
\ g Constrayamos otro tridngulo A’ B’ (7 igual al

primero, y en el que las latras acentuadas indiean

las partes iguales & las que no lo estin. Siendo

A=B=B=A’ si sobrepusiéramos los trifingulos

. B4 B haciendo coineidir el lado A’ B’ con A B ponien-

Sy do B’ sobre A y A’ sobre B, resultaria que por ser

i
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TR
S A

{3

A D, lnego ®

iguales los ingulos, B’ ¢ coincidirfa con A O y A’ C’ con B C, pero
por construceion B’ =B € y A’ (’=A C luego A C=B C que es
lo que debfa demostrarse. Supuesto que cuando un tridngulo tiene dos
angulos ignales es isoscBles, se infiere que cuando tenga sus tres dngu-
los ignales serd equilitero.
430.—En todo tridngulo al mayor dngulo estd opuesto el mayor lado.
Supongamos el dngulo B A C [fig. 79] mayor que
C y vamos 4 demostrar que B (> A B.
Construyamos el &ngulo D A G =0; el tridngnlo
£ A D C serd isisceles y se tiene
Figura 79,
AD=DC
Por otra parte
AD+BD>AB
sugtituyendo

DCH+BD6BC>AB

que es lo que se debia demostrar.
431.—Reciprocamente en fodo tridngulo (fig. 19) al mayor lado estd
p g ;
opuesto el mayor dngulo.
Si siendo B C>A B el ingulo A no fuera mayor que O, tendria
(=] 2
que ser igual 6 menor; pero no puede ser igual, porque entonces (429)
B C serfa igual & A B; ni prede ser menor, porque conforme al teore-
ma directo [430] se tendria B C<A B, lo que es contrario al snpuesto,
Inego si el 4ngulo A no puede ser igual ni menor que €, resulta que
44 -] I o q
serd mayor, que es lo que teniamos que demostrar.

432.—8i en dos (ridngulos A B Cy A’ I’ (” [fig. 80] un dnguls A
es mayor que otro A’, y ambes dngulos estdn formados por lados respec-
tivamente iguales, A O=A4’ O’y B A=B A’, el lado B C opuesto al
mayor dngulo serd mayor que B' O opuesto al menor dngulo.

D EMOSTRACION,—Si sobre el lado

A B=A’ B’ construimos el trifngu-

7 1o AD Bignal 8 A’ B O’ y en se-
guida dividimos por mitad el.ingn-

loD A C econ la recta A E;—r‘%_n__
z6n de ser C A B>B A D esta re
ta caord dentro del fdngulo mayoey
ki nad C A B. Reuniendo E con D resultarf
el tridngulo A E D igual & C A E por tener el 4ngulo C A E=E 41>

por construecidn, formado por lados iguales, (385) A B comfin y A (/=
¥ 8 ha




agregundo E B se tiene 2w

i CB=EDAEB

lnego [ 'E e e

CB>DBs quq."gu igual 0B’
: i > K

aue es o que se debfa demostrar, . % k:

Reciprocamente si B C> B’ ¢’ deBars ser o] ﬁlo CAB>CA B

;En efef:to, no pueds ser ¢ A B=EA B péfr'riu‘e? eutokncps log tIiéb
gulos serian igunales [385], y siéndoloe fa Be: 4
st 1, y siéndologesaltaria B:_G;B’ C’ contra el

Tampoco puede ser C A B<@ A
ﬂ'rrecto que acabamos de demostrap
bién es eontra el supuesto,

M

e
B’; porque conforme al teorema.

se tendrd B’ (’>B (, 1o q m-

SEer may 2
ayor, que es lo que trataba de demostrarse,

Linesosi CA B : ; R o
B 10 puede ser ignal ni menor que Q7 A’ B*end"i e‘*

i

433.— La sum
recios.

=
0 de los tres éngulos d. 173 a4
: Mguios de un tridnguls es ignal 4 dos

; < W #
i Prolongado el.lado B & [fig. %1] hasta D y

£ tirando por el Punto C la-recta Q. E patalels &

=+ AB'%
namerg s

: A CB+A CE+EC D=2 rectos,
gura §1.

Sustituyendo en esta ecuacign por ACE
ternos, y en lugar de E C D ¢]
diente, resulta

g su igual A por alternes in-
dngulo B, que es igual por correspon-

A CB+A+B=2 rectos,

434.—De esto se infier igni i
¢ esto se infieren los signientes corolarios:

1° Bl dngulo exterior A C D g 17
1 e dng j 6 wn tridgngulo es igual é g J
03 (10S Interiores opuestos. ,? TR
Porque
ACD=ACE4+ECD

sustituyendo sus ignales, se tiene:
A CD=A+B

9 'y » g
Re Bl dngulo exterior de un tridng

ulo es mayor que cualgus los
L yor que cualquiera de los

-

v

-

»
&

e mentarios.
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3° Todo drgulo de un tridngulo es suplemento de la suma de los 0t10s

dos. St : ; :
40 Si dos dngulos de un tridngulo $on 1quales 4 d’og ,angu?’as‘ de otro
tridngulo, el tercer dngulo del primer tridngulo también serd igual al
tercero del otro. & 5 ”f
435.—Si desde un panto D (iigs82) tomado en el interior de un t:r'z-oin,-
qulo se tiran recms,i y D C-dlas exdemidades de un lado, el dn-

-

qulo formado B D C & mayor fue el dngulo A del tridngulo opuesto

B C. i =
gl g Gonsiderando elitriangulo A D C, conforme ploiia

larfo segundo del parrafo anterior, se tiene:
" EDO>DAC

g ¢ en el trifngulo A DB
EDB>DAB

; BDC>BAC
436 a—"Un tridngulo o puede tener & la vez dos dngulos oblusos, n
- S0 recto'y 0tro obiuso. 3
dos dngulos rectos, nL N0 1E6L0 Y ; :
| Poréfﬁe en cualquigsg de estos,casos la suma de sus;__b}'es 4ngulos val-
dyia s deRos Augulos rectos, .
s Fian. - Log dngulos agwids.

adlo tridngulo vectangulo son comple-"
2 104 0 =
En el tridngulo A B C [fig. 3] rectingulo en Adne-

B mos (433
mos (433) A + B+ C=2 rectos

de donde
B1-C=2 rectos—A
A

- luego B+C=1 recto.
438.—Si desde un punto tomado sobre un lado de un fﬁnguto se baja
mu; g;erpmd-icular al otro lado, ésta caerd deniro del fé'ng'ulovcug.ugig
- i ; - btuso. ey
udo, v caerd fuera cuando sea 0 ’
- }AJ Sea [fig- 84] el caso en que el angnlo A B C es f‘g’%‘-
| do. Si 1a.t;erpendicular bajada desde A no ieayera. _d:en.
trc; del 4ngulo, sino en el punto D, resultaria el -tné,:.u-
gulo A D B con el dngulo D recto y A B D obtuso, —?o
que €8 imposible [433.]

Figura 8. :




