mayor dngulo, siendo b>a, debers tenerge B> A; luegosi B es agndo,
tendré que serlo A (Bg. 97

B L 4° Cuando siendo B agudo el arep no corta 4 Ia
b—ou ~ Yecta B A, sino que solo Ia tocg en un punto. En
e

aj este caso (fig. 98) el angulo A seri recto.

Por 1iltimo, ¢l problema sers imposible cuando

el lado dado & es menor que la perpendicular G A
Figura 95.

IX. —Construir un lridngulo 1sdsceles, dado ef dngulo C del vértice

t0g. 99) y la base .
f Témese la recta A B=c; dividase el dngunlo C
! porlamitad con Ia linea C E; en un punto cnal-
i quiera E de esta recta, levintese Ia perpendi-
cular F G, y construyendo en A y B 4ngulos
iguales 4 7 6 4 G, se tendr ol tridngnlo A B ¢

B g pedido, 4 causa de que tanto A como B son com-
Figura 99, plemento de ¢,

X.—Construir un tridngulo reeténgulo, dady 1y Fipotenusa a (fig.
300) y un dnguly aqudo B.

BL Témese Ia recta B C=a; en ol punto B constri-

; o : z :

*‘_“"——-‘g yase un ‘anguio 1gual & B, y bajando desde ¢ ungs
perpendicular 4 la recta indefinida B A, se tendrs
el triingulo B A ¢ pedido.

XT.—Construir un tridngule rectingulo, dade wn eatelo b (fig. 101)
¥ el dngulo adyacente C, :

g Témese C A=Db; en el panto € constriyage un

b éngulo ignal al dado, y prolongando C A levantese
en el punto A la Perpendicular A B, E| tridngulo
pedido serd O B A,
Foe
Figura, 101,
XIL—Determinar wn dangulo tgual 4 ln suma de ofros dos A o B
L
cuando esta suma es menor que dos reclos,

r Sobre los extremos de una recta de lon:gitud

; arbitraria A B (fig. 102) constriiyanse los dngu-

}\c los A y B respectivamente ignales 4 los lados;

/ \ complétese el triangulo A B C, y prolongando
B

-~

B C, el 4ngulo pedido serd A C Dj; pues por ser
externo del tridngulo es igual 4 B+A (434).

a / 4
XIHNEB;T}F"’E dos dngulos A y B (fig. 102) cuya suma es :*traenm qie
s i un G ) 1 nto.
dos dngulos recios, construir un dngulo iguol 4 su supfem: G
- . - [ o 1F = - Y S eX t- =
Témese una recta A B de longitud arbitraria; en su

triyanse los dngulos A y B respectivamente iguales 4 los lados, y ce;m—
D E : 5
pletando el tridngualo, el 4ngulo A C B serd el pedido, supuesto qu

A+B+A C B=180°

. e
despejando 4 A G B—180°_(A1B).

an dar nu-

En todos los problemas que hémos resuelio, podran darse valolres
‘ . 3 Is ‘ L& o ﬁ‘l_
méricos 4 los datos, debiendo emplearse en este caso la escala y el trans

portador ademis del compés para gu resolucion.

CUADRILATEROS.

444 — Se llama cuadrildtero una figura 713@?1{3 corrada por evatro h_'
eas rectas (fig. 103). En los cuadrilateros se distinguen las signientes
7 ) 2 . .

1Ta8. = | : et '
ﬁgé’e Hama trapecio un cuadrililero que tiene dos lados paralelos (fg

104). S | e
Paraleldgramo es un cuadrildtero en el quelos lados opuestos ..q:_z:;{.,

ralelos (fig. 105).

o

Figura 103 Figura 104, Figura 105.
g A
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mados por I; regnect
Siendoligls :?ﬁos 15‘;;}Ea?tlvamente iguales, A C comfin y B C=A D
il r'ornalesng}; :1: lgitales, élos lados BCy A D estarin o'puestcé
it itz’ntern:‘,s " ;C:A G D; pero como éstos tienen la posicion de
» % infiere que serdn paralelos los lados A B yCD
¢ 5 y ;
_ 461.—Las diagonales de un paraleligramo se
cortan en partes miituamente iguales.
De que los lados opuestos son iguales y para-
= ]efzs,ovan(a)n 4 inferir [fig. 111] que B 0=0 D
] : ¥ =0 C. TLog tridnenl
: = ingulos A O )
Om:{]%liifgb ((}3?;4) IEI‘ tener el lado A B=D ( af?yaeente i ?osy {’agg]o(;
. pal'a!elémzlmgb A:Q D ¢ Se tiene A B=D C por lados opues-
e Sien(?o Jo‘s ZF']OS {;ngn!ns indicados son ignales por alternos
: gt iguales por
sl & ];1%1:;51%[1:}.: g()_lq?;r(}}ados opuestos & ngu-

492 ——La° r e (54 g |"‘[
- ¥ FECiprocy a1t
I ac 8 de IHS CU ;ltI‘O u]tlu}ﬂs p'{'OpOSi fODOa g0n Cier 8
1 g ol Frd

¥ pueden demostrars . i6
ij:‘e - ]JObtlﬂlee por reduceidn al absurdo, 6 de un modo sem
Al Al empleado pura demostrar las directas g
8t, pues, un ‘s 1 fom “ =
ﬁ'nges};o.s ﬂ;m uzf?fffdfﬂaéew sera paraleligramo; 1° siempre que sean
L {g@éj& 8 0 Ios lados opuestos: 2° stempre que dos lados opues
sean Les ¥ paralelos: y 3° I 5
‘ CUanL 1
e i_g?ngs, y ndo las diagonales se corten en
AE % S ;
453.—La diagonal mayor
yor dngulo (fig. il1)
Se :
Sea A C>B D, y vamos ad

de un pavaleligramo estd opuesta al ma-

: . emostrar 14
= o _’ que el Angulo j )
1 consideramos los tI’Jangn]os ACDvBD E“ . 2 el
mos que 10s fingalos A g - Y > desde luego adverti-
Gt A D o Y B C D estin formados por el lado D @
e débuego c;)nf(}rme al teorema reciproco demostrado
: =~ G€he ger el dngulo A D i
el dngulo A D C al lado A - P L
P > A C, que es mayor que B D
aa.—plendo el rom} naralels .
ey ]:qouwa un paraleligramno cuyos cuatro ludos son g
/ SE, i as o i < -
i E[}mpledades de los paralelégramos son comunes 4
» -SUHANdo ademds de la igualdad de los lados que: -
8, que:

En foq -
10 rombo las diagonales s c
bre of. gonales son per nendiculares en-

Ios'l;lrl?’tl:}(;o 1133 iift(.;gonaIes AByCD (fg. 11?), resultan

Saen s D y BOD que son iguales T

; ; gon ignales (386

f:l’gl‘OOl)) coman, A D=B D por la.dc;: del ot

o t— B por partes de Ia diagonal (451). Siendo iguales
flangulos, los Angulos opuesics 8 A D y B D seran

iguales, luego A O D—D
Figura 112, pendicular 4 A B, : O B, y por tanto D C sers pec:

rombo, y

455.—Como el recidngulo es un paraleligramo cuyos cuatro dngulos
son reclos, naturalmente tiene todas las propiedades del paralelogramo;
pero ademds, demostrarémos que:

Las diagonales de un rectdnyulo son iguales.

Los triangulos rectdngulos (fig. 113) AD Cy D A Been
iguales (385) por tener el dngulo A D C=D A B formado
por A D, que es comfin, y D O=A B como lados opuestos
de paralelogramo. Siendo ignales estos tridngulos, sus hipo-
tenusas también lo serén, y se tendrd que A C=D B, que

siwurazis, €8 10 que se debia demostrar.

456.—Siendo e! cuadrado un paralelégramo (fig. 108) cuyos lados y
dngulos son iguales, es nna figura que tiene las propiedades del cuadri-
latero, del paralelogramo, del rombo y del rectingulo, ademas las par-
tes de sus diagonales forman con los lados tridngulos rectingulos is6s-

4

celes.
457.—En resumen en el cuadrildtero la suma de los 4 dngulos vale

4 rectos, sus lados, sus dngulos y sus diagonales son desiguales, asi co-
mo las partes en que se cortan estas altimas.

En el paraleligramo los lados opuestos son paralelos, los dngulos y
los lados opuestos son igmales; las diagonales son desiguales pero las
pattes en que se cortan son mutnamente ignales.

El romébo, ademis de las propiedades del paralelogramo, ticue la de
que todos sus lados son iguales, y Ia de que las diagonales se cortan en
angulo recto.

El recténgulo tiene las propiedades del paralelégramo, y ademas, son
ignales sus diagonales y sus éngulos.

Bl cuadrado tiene iguales los lados, los dngulos, las diagonales, las
partes de éstas y los dpgulos que forman.

Tas reciprocas de todas las proposiciones establecidas desde el ni-
mero 453, son ciertas y pueden demostrarse siguiendo el mismo méto-

do que para las directas, 6 por absurde.

458.—Iemos dicho que Zrapecio es un cuadrilétero, en el que solo
dos de sus lados son paralelos. Generalmente se llaman bases los lados

paralelos.
TrorEMA.—La recia B F [fg. 1141 que une los medios de los lados,

no paralelos de un trapecio, es paralela @ las bases.
Tenemos A B paralelad CD, A E=E C ¥y
B F=F D, y vamos & demostrar que E F es
paralela ¢ A By 4 C D. Por el punto F tire-
mos H @ paralela & A C, de lo que resultard
que siendo A G- H € paralelogramo G H=C A

Figura 114, E-HQ].
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Los tridingulos BG Fy F D H son iguales [384] por tener B F—F D
adyacente & los Angulos B ¥ G=D F I poropuestos al vértice y I' B &
=F D IT por alternos internos, De la igualdad de log tridngulos, resul-
tal G==FH, ¢ F G=%=%; luego F G=E A, y como ademés de ser
iguales estas rectas son paralelas, conforme 4 1o demostrado en el nfi-
mero 450, la figara A E F G sers paralelégramo, por lo que B F sers
Paralela 4 A By [411] 4 ¢ D.

459.—La rectn E F [fig.

ses ¢s tgual d su semisuma.
Tenemos

AB=AG_BG=EF_-Bg
C D=C H4+-H D=E F4B G
sumando estas ecuaciones

AB4+CD=2EF
Despejando 4

2
que es lo que se debia demostrar,
460.—PRrOBLEMAS DR CUADRILATEROS, —T,

tero, dade wne diagonal d Y la magnitu
a, b, ey e [fig. 115],

—Construir un cuadrild-
4 y orden de los cuatry lados

Témese A B=d, y haciendo centro en 8us ex-
tremos y con log ridios a y b, ¢ ¥ e, tricense

los arcos de cireulo que se cortardn en C y en

D. Reuniendo estos puntos con A y con B, se
tendrf el cuadrilitero pedido. Debemos hacer
notar que es preciso conocer el orden en que han
de quedar colocados log lados del cnadrilitero
respecto 4 la diagonal, para que el problema que-

¢ S 5
Figura 115. de bien determinado.

L 5

e
g b—
D

1. —Construir un cuadrilitero en el e se co-
n0cs un lado a, los dos angulos y 10s lados adya-
cenles: 4 y B, b y ¢ (fig. 116).

Sobre A B=a constriyanse los dngulos A yB
¢ Tespectivamente ignales 4 los dados, Témese A 0=
b y B D=c, y reuniendo los extremos C y D se ten-

drd el cuadrildteros pedido.
I-‘igur; 116.

114] tirada G distancias tyuales de las ba-

s e A L AR i i

IL.—Construir un parelelégramo, dados dos lados a, b ¥ el dngulo
C que forman (fig. 117). .

%‘dnﬁse C D=3, constriiyase en el extremo € un 4ngulo igual al da-
do; tomese B C=b, y tirando por les puntos B y D paralelas 4 los Ja-
doé D Cy B C, se tendrd el paralelégramo pedido.

A B ¢ o
D o
o = £ c A;QB
a—— | b
LN
£ : et

Figura 117. Figura 118.
IV.— Construir un rombo, dados un lado a y un dngulo A (fig. 118),
Sobre A B=a, constrayase el 4ngulo A: tomese A O=A B y por los
pantos B C tirense las rectas B D y C D paralelas & los lados opues-
tes. A B D C serd el rombo pedido.

V.—Construir un rombo, conccidas sus diagonales a y b (fig. 119).

Tomese A B=a; levéntese por su medio una
B perpendicular llevando la mitad de b hacia arriba
hasta C, y la otra mitad hacia abajo hasta D, ¥
reuniendo estos puntos con A y con B, se tendrs
el rombo pedido.
igura 119.
\-"I.igzbns!mfr un rectdngulo dados dos lados a y b (fig. 120),
0

Témese A B=a, proléngnese esta linea y levin-
tese por B la perpendicular B O=b, y Eirando pox
C y por A las paralelas C O y A 0 4 los lados
opuestos, se tendrd el rectingunlo pedido.

—id
BRI
Figura 120,

VIL.—Construir un recténgulo, dado un lado y una diegonal.

Sean ¢ el lado econocido y d la diagonal (ﬂg.

121). Témese A B=a, en el. punto B constré-

yase un ingule recto, y haciendo centro en’A

ycon un radio ignal 4, trdcese un :n'ce de cir-

culo, y por el punto G, donde corta 4 la perpen-

dicular tirese una recta paralela & A B, y por

ignsalin A otra paralela 4 B C, conlo que quedard for-

mado el rectfingulo A B C D.
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VIIL —Construir un cuady, :
5 adrado conociendo uno de sus lados a (fig.

B 1.7 v ’
2 %‘@mcse A B=a, levdctense |
y B D también iguales 4 a
el cuadrado pedido,

5 IX.— Conetr
by W uno de

dt
rewmim | @ C0n una de los bases b (fig. 123).

m=s
> Témese A B=b; constrayase en A un dngulo
igual al lado; témese A C=a: tirese C D—b’ pa-
ralela 4 A B, y reuniendo B ¥ D se tendrd el tra-

pecio pedido.
= —1h!
Figura 123,

POLIGONOS.

461.—DerFINICIONES. ——S¢ | :
1 3 NES.—be llama poligono toda figura ana cer
2 . : I figura pla: Pyl
por mds de cuatro lineas rectys. L

§i el poi‘l’ggno tiene cinco lados,
exagono; 81 tiene sicte, heptdgong;
enedgono; de diez, decdgono: de o
decdgong.

Los poligonos pueden ser conppppe
que fienen todos sus angulos sgliente
nen uno 6 varios ingulos entrantes (

g le llama pentigono;: si tiene sels,
81 es de ochio, octdgono; de nieve,
g¢e, dodecdgono, y de qUINEe pente-

0 céncavos. Son convezos aquellos

s (tig. 124), y céncaros los que tie-
fig. 125.)

E A
o R

(i} =
Figura 125, Figura 1%

as-perpendiculares A C
, ¥ reuniendo Cy D se tendrd

uwr um trapecio, conocidas las dos bases
los lados a y el dugulo A que este lado for-

Poligonos requlares son los que tienen tguales sus lados y sus dngu-
los, 6 irregulares los que lus tienen desiquales.

Se llama diagonal la recta como A C (fig. 124) que une dos vértices
que no estin sobre el mismo lado; perimetro es la linea quebrada for-
mada por le reunién de tudos los lados que cierran la figura.

En los poligonos regulaves (fig. 126) se llama radio oblicuo la recta
0 A, que ve del punto O llwmado centro, & uno de los vértices. El pan-
to O se denomina centro por estar 4 igual distancia de todos los dngu-
los. Se llama apotema 6 radio recto la linea O R que va del centro ¢ lo
mitad de un lado.

En lo que signe, solo considerarémos los poligonos convexos; éstos se
distinguen de los edncavos en que no tienen dngulos entrantes; en que
los vértices de los Angulos estian colocados en distinfas regiones respecto
4 cualquiera de las diagonales que se tire, esto es, unos como B (fig.
124), estardn arriba, y otros abajo de la diagonal A O como F, E, ete.;
en que &i se prolonga cualquiera de los lados, F E por ejemplo, todos
los vértices quedan en la misma regi6n, la superior en el caso que tra-
tamos, y que una recta distinta & uno de suslados lo corta en dos pun-
tos. En los poligonos coneavos (fig. 125) hay eiempre alguna diagonal,
como B D), respecto de la que todos los dngulos quedan en la misma
region; y hay también algiin lado, como C D, respecto del que prolon-
gandolo vienen 4 quedar unos vértices de nu lado y otros del contrario.

462.—En los poligonos regulares se llama dngnlo del centro (fig.
126) el formado por dos radios oblicuos O A y O B que son: contiguos.

La suma de todos los dngules del centro vale cuatro reclos (891) y
como més adelante verémos que todos los triangulos A O B, B 0 C,
C O D, ete., en los poligonos regnlares, son iguales, resulta que cada
uno de los Angulos del centro vale cuatro rectos divididos por ¢l niime-
ro de lados.

463.— La suma de todos los dngulos interiores de un poligono, vale
tantas veces dos dngulos rectos, como ladoes tiene menos dos.

(Fig. 127). Si desds uno cualguiera de sus vér-

tices, C por ejemplo, se tiran diagonales, como no

D pueden tirarse 4 los dos vértices B y D contigues,

pues se confundirian eon los lados C By C D, re-

sultaqueel poligono quedard dividido en tanlos tridn-

Figura 127. gulos como lados tiene menos dos; que los Angnlos de

los trifngulos todos son parte delos del poligono; que la suma de los én-

gulos interiores del poligono, es igual 4 la de los dngulos de los tridn-

gulos en que se ha dividido el poligono; y como los éngulos de cada

triangulo valen dos rectos, y hay tantos tridngulos como lados tiene el
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B . Jor ;
L0mnbo es un paraleligramo que tiene los lados iguales entre. st (fig.

106) y los angulos diferentes.

Rectdngulo es un paraleldgramo cuyos dngulos todos son rectos [Gg.

107] y los lados desiguales.
Cuadrado es un paraleliyr, jone 1
gramo que tiene iquall
Y sus cuatro dngulos [fig. 108]. : sl

B

c
Figura 106, Figura 107,

Figura 108.

Para que dos euadriléteros sean ignales, es necesario que tengan i gua-
les sus llados y sus dngulos, y que los dngulos iguales estén formadog
respec‘trvamente por los lados iguales. En general, para probar que dos
cu'adrzll‘f’it’eros son iguales, es preciso demostrar que sobreponiéndolos
cou.]cidman todos los extremos de los lades gue los forman. Para con;-
trmr’un cuadrilitero, es indispensable eonocer tres lados y dos 4ngn-
los, o_d?s lados y tres 4ngulos; pero como los casos de igualdad de los
cuadrildteros son algo complicados, generalmente lo que se hace es
descomponerlos en dos tridngulos; tanto para tratar de su igualdad c(:
o para construirlos conociendo alguhos de sus elemer tos,

: Se llama diagonal la recta A © (fig. 103) que reune los vértices de dos
angulos que no son adyacentes al mismo lado.

Las c}iagona]es de un cuadrilétero generslmente son designales pero
eada diagon‘al A C [fig. 703] es menor que Ia suma de los lados
A D—I—D‘C o que A BB C con los que forman un tridnzalo ¥ mayor
que su diferencia (4286), T

445.—La suma
7ectos.

T:randcr. la diagonal A O (fig. 103) el cuadrildtero quedari dividide
ea dos tridngulos. Como la suma de los fngulos del cuadrilitero
A—{—B‘-E-C-E—D es ignal 4 la de los angulos de que estén formados los
dos triingulos, y como la suma de los angulos de cada tridngulo vale
dos rectos (433), resulta que los del cuadrilitero valdran cnatro rect‘os

446.—I alelogr ’ i
4 6 108 paralelogramos ademds de las propiedades de los cuadri-
alteros tienen otras especiales, de las cuales vamos 4 Ocuparnos

Dos paralelégramos son tgusles cuando tiensn un dngulo tgual (fig-

109) A=4° . e ¥ i
o é’:‘g’% : -fmmado por lados respectivamente tguales, 4 B—A’ B ¥

de los dngulos de un cuadrilétero, es igual é euatro

Por ser el dngulo A=A’ si sobrepusiéramos las figuras haciendo coin-
cidir Jos vértices de estos dngulos y el lado A Ceon A C’, el lado A B
tomaria la direccion A’ B’: por ser A O=A" (7, el extremo C coinei-
diria con C’: por ser A B=A’ B, el punto B coincidiria con B’. Aho-
ra bien: como por un punto no puede tirarse més de una paralela &
otra recta, resulta que debiendo ser C D paralela 4 A B, cuya recta ha
coincidido con A’ B’, tendri que coincidir con €’ D’; y por igual razén
habiendo coincidido B con B’, la paralela B D tendré que coincidir con
B’ D’, y en consecuencia, el punto de interseccién D coincidird con D’;
luego basta que dos paralelogramos tengan un fngulo igual formado
por lados respectivamente iguales, para que sobreponiéndolos coinci-
dan sus cuatbro vértices.

A ta— g 147.—En todo paraleligramo los
angulos opuestos son iguales.

El dngulo C (fig. 109) y el dngu-

- s/ 4/9 lo B, que son opuestos, serin igua-

Fizura 109, les por estar formados por lados pa-

ralelos y tener sus vérbices vueltos en sentido contrario [420], y por

la misma razén A serd igual 4 D,

¢’

448, Para facilitar 4 los alumnos las demostraciones de los signien-
tes teoremas, anticiparémos la marcha que en ellas vamos 4 seguir: 1°
buscarémos los tridngulos formados por las lineas que son objeto del
teorema: 2° demostrarémos que estos tridngulos son iguales por estar
comprendidos en uno de los cuatro casos de igaaldad [440], y 3° fun-
d4ndonos en que en tridngulos iguales 4 dngulos ignales, estin opues-
tos lados iguales y reciprocamente [387] deducirémos la conclusion del
teorema,

449.— Iin todo paraleldgramo los lados opuestos son iguales.

Tirando la diagonal A C (fig. 110) resultarin los triangulos A C B
y A C D, que son iguales (384) por teuer &l lado A Ccomin, A C B=
DACyBAC=ACD, por ser la figura paralelogramo y tener la
posicién de alternos internos. Siendo los trifingulos iguales, los lados
opuestos & angulos iguales serdn iguales, Inego A B=D Cy BC=D 4,
que es lo que se debia demostrar. :

g 450.—8i dos lados de wn cuadrildtero son tgua-

les y paralelos, la figura serd paralelégramo.
Sean (fig. 110) A D y B C iguales y paralelos y,
vamos & demostrar que los otros dos lades A B. y

Figura, 110, D O serdn también paralelos.
Tirando 1a diagonal A C, el tridngulo A C B gerd ignal 4 A C D
(385), por tener el dngulo A C B=C A D, por alterncs infernos, for-
8




