6

En el dngulo formado por dos fangentes, se
tirardn radios 4 los puntos de contacto, se pro-
longard uno de ellos, y el arco comprendido en-

A tre un radio y la prolongacién del otro, serd el
; valor del 4ngulo de las dos tangentes (489).

II.— Levantar una tangente d un circulo en un
Se  punto A dado en la circunferencie (fig. 155).

Figura 155.
Tirese el radio O A, y después de prolongarlo Jevintese en A la per-
pendicular B C, la cual serd la tangente pedida.

-

1. — Tirar une tangente d un circulo desde un punto P tomado
fuere de él (Bg. 156).

Retinase el prnto P con el centro O del eir-
culo: dividase por mitad la recta P O y hacien-
\\ do centro en m con el radio P m tricese una

| circunferencia: reuniendo P con A y con B, se
/ tendran las tangentes pedidas.

La recta P A sera tangente del circulo O
porque tirando el radio A O, el &ngnlo P A O
que tiene su vértice en la circunferencia del
circulo m y que abraza el didmetro P O es rec-

~_ P

I

Figura 156.
to (485 y 478). Otro tanto sucede con P B, por lo que se ve que este
problema admite dos resoluciones.

IV. —Describir sobre una recta dada A B (fig. 157) un arco de cir-
culo capaz de un dnguls dado a.
Se entiende por arco de circulo capaz de un
dngulo, aquel en que los Angulos ineritos cu-
yos lados pasan por los exfremos del arco A B
son iguales al dngulo dado a.

REesoLTCION.—En nno de los extremos de la
recta A* B, constriyase un fdngulo A B C=a;

rald g 3 £ @7 a
SR, prolonguese C B, y en el punto B levéntese la
perpendicular B O: en el medio m de A B levintese la perpendicular
m O y haciendo centro en O con el radio O B tricese una circunferen-

cia, de la que el arco A D B serd el pedido.

DexosTrACION.—En efecto, cualquier 4ngulo inscrito, como R, cu-
yos lados pasen por A ypor B, tendré por medida el arco AP (484): pe-
ro como el dngulo A BC también tiene por medida 4F (488) resulta
que cualquier 4ngulo inscrito que abrace la cuerda A B, serd igual 4
A B C, el cual por conziraecion es ignal al dngulo dado a,

s

V.— Levantar una perpendicular & una recta A B por uno de sus
extremos A (fig. 158), cuando solo puede prolongarse en la direccibn del
otro extremo B.

D Fuera de la recta A B y entre sus dos extremos t6-
mese el punto C: haciendo centro en él, con el radio

C A tricese una circunferencia que pasara por A y

cortard la recta A B en un punto R; tirando el dia-

metro R D y reuniendo el punto D con el extremo A,

se tendré la recta D A, que serd la perpendicular pe-

g dida, por ser el dngulo D AR inscrito, y abrazar un

Mo > didmetro (485—2°).

V1. — Desde un punto A dado fuera de una recta B D, que solo pue-
de prolongarse en la direccién de uno de sus extremos, bajarie una per-
pendicular (fig. 159).

N\ Refinase A con D;dividase por la mitad la recta A D:
haciendo centro en O, y con el radio O A ftricese una
circunferencia; reinase el punto A con el de intersec-

cién B, y B A seré la perpendicular pedida (485—2°).

Figura 138,

POLIGONOS EN EL CIRCULO.

491.-—Se llaman poligonos tnscritos, aquellos cuyos dngulos fodos es-
tan sobre la circunferencia de un circulo; y poligonos circunscritos son
aquellos cuyos lados son tangentes del clrculo.

En los poligonos inscritos (fig. 162) los lades quedan dentro del eir-
culo y forman las cuerdas; en los poligenos circunseritos (fig. 163) los
vértices quedan fuera del circulo y los lados son tangentes.

402, —Todo tridngulo puede inscribirse d un circulo.

A Sea el tridngnlo A B C (fig. 160). 8i por el pun-
to m medio del lado A B se levanta la perpendicu-
lar m O, todos los puntos de esta perpendicnlar es-
tardn equidistantes de los extremos A y B (403—1°),
Si por el medio 7 del lado B C se levanta la perpen-
Byt (6. dicular # 0, todos sus puntos estaran equidistantes

Te
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tos 6 360°, luego uno e ellos \'aldré?-%o—. Asi A O B=60°

Considerando el tridngulo A 0 B, tendrémos que, siendo A 0—=0 B
por radios, los dngnlos opuestos O B A Yy O A B serin iguales, y va-
liendo la suma de los treg éngulos dos rectos, se tiene:

AOB+OBA+0AB=180

sustituyendo €0° + 2.0 B A =180°

De donde OBA=0AB=60
: ¥

Por ser los tres dngulos igualesy estar opuestos & ﬁngul“‘ytm]es la-
dos iguales, el trifingnlo A O B ser4 equilitero, y el lado A B del exd-.. %
gono inscrito serd jgual #FA 0, que es el radio del circulo. : ::"‘
- De aqui se infiere queel perimetro del exigono regular inscrito, es
igual 4 scis radios, y como la circunferencia es mayor que el exdgono,
serd tambien mayor que 6 radios,

498.—Como la circunferencia
del poligono circunserito,
crito,

del circulo es menor que el perimefro
¥ mayor que el perimetro del poligono ins-
resulta que llamando C la cirounferencia del of alo, el radio,
¥ considerando el cuadrado cireunserito y el exigone _%arito,

e e

sotiene . &, C < 8r(496) 3

i Q#‘% B f"‘ﬁ“

C>é6p@on B
luego la circunferencia. del circuls & menor que &ho radios, y mayor
que sets radios. * = i

arils % ,
Dividiendo por 2 r 10'5_ dos miem
ge tiene

bros de las designaldades anteriores,

C
Sr

C
b

luego la razin de la circunferencia al didmetro es mayjor que 3 y me-
#or que 4. Generalmente se repregenta la ruzon % por 7, y se tiene

7=3,141592.... como verémos mis adelante, limitando la aproxi-
maeibn hasta las millonésimas, -

499. —Todo poligono regular se puede inscribir al circulo (fig. 166).
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Dividiendo en dos partes iguales cada uno de
Jos dnzulos del poligono con las rectas A U, B O,
co eatc., para probar que el poligono se pued’e
; ince;ibir 4 un circulo, nos bustard derno:?t.ran-: pri-
:' mero, gue estas rectas son iguales entre st, y segun-
/ : T ismo punto O,
do, gue concurren en um mi
’1"[g Todos los tridugulos AO B, BO 0,1(} 0 :9,
Figura 166 ete.. formados por cada uno de los lados del poli-
gono y Zos de las bisectrices de los angulos, son lguaée,s, por teélm ;;i
i { 4nenlos iguales (384). Comparando,
lado ignal adyacente 4 dos &ngn 4 i x 4
ejemplo, los tridngulos AO By C 0 Dbs;)tgne(.) % };_;)Srfs)e}‘u:ﬁlt:diss
i [ { == B y e
de poligono regular, 0 ¢ D=0 A ‘ :
de éngZTgs iguales (461), lnego 0D=0B y 0 C=A 0, EO; estidzgas:
‘tos estos lados 4 fingulos iguales en tridngulos lgual?s (_08 )1. = tsf :
“por ser is6sceles los tridngulos, todas esas rectas seran 1gnaics e-ndni d‘;
9° Las bisectrices concurrirdn en el mismo pUT]LO, porque st 0:;
ellas concurrieran en O y otras dos en I, se inferiria que e_n}iolss3 tnst;:.-
gulos iguales AiB y BOC 4 los dngulos iguales 0 c B-:‘L] e
rign.opuestos lados designales 0 B>i B, lolgue es madfms& le. :
Luego si desde el punto O de interseccién de las bisectrices com
centro-y.con elitadio 0 A=0 B=0 O, etc., se traza una mrcun’feren—
cia, ésta pasa @qr todos log vértices A, B, G, D, ete., del poligono.
5051;;‘3" ‘Bi{‘q‘gya.rega.:lm- A B CD E (fig. 167), puede clreunscri-
= o ety S SRR
rse al circulo. Fou -
s 4P & dosda ¢l punto O, donde concurren los radios
: oblicuos (499), bajamos perpendiculares & los ?a—
“dos, nos bastard demostrar que todos los radios
rectos O F, O G, O H, ete,, son iguales para pro-
bar que el poligono puede circunseribirse.
Tos tridngulos A O T y O G C son iguales (442
3°) por ser rectingulos y tener iguales las hl,pote—
nusas A 0=0 C por radios oblicuos de poligono
(109). . 2 itades de los lados iguales
; : n cateto A F=G C por m : ) :
Ieglrula;' (ii},i{]l? es la mitad de & B, porque S}endo iguales las olbh-
. P?\‘% y B O se separardn ignajmente del pi¢ F de la perpendicu-
cuas
lar (399).
Siendo iguales los -
el (2 que 0 G=0 H y 0 H=0"¥,etc,
i do se demostraria que = DY, €
1 Dzls?f:qlge%o como centro se traza un cirenlo eérm]gl 11;?1119 0O F Ia
i ; : licono en F , ete.
circunferencia tocard los lados del polig , G, O, .

dos tridngalos recténgulos, el otro cateto O_F se-




501.—PROBLEMAS DE POLIGONOS EN BEL CiROULO.—I, — Tnscribir un
tridngulo en un circulo (fig. 168).

Levantando perpendiculares por la mitad de los
° lados A B y B C, haciendo centro en el punto O de
y g centro en el |
interseccion de las perpendiculares, y trazando con el
radio O A una circunferencia, quedard resuelto el
5 problema (492).
Figura 188.
. —Cireunseribir un tridngulo d un circulo (fig. 169).
A

Dividanse por mitad los 4ngulos B y C y ha-
ciendo centro en el punto de interseccion O de
\ las bisectrices y con un radio igual 4 la perpendi-
3 cular O D bajada desde O 4 uno de los lados, tri-
5 cese una circunferencia, con lo que quedard re-

suelto el problema (493).

Figura 169.

IIL.—TInscribir en un circulo poligonos regulares de 4, 8, 16, 32, efc.,
lados.

# Para inseribir en el circulo un cuadrado, bastari ti-
rar un diimetro cualquiera A C (fig. 170) y levantar
otro B D perpendicular al primero; reuniendo los pun-
tos A, B, C y D, se tendri el cnadrado, Los 4ngulos
serdn rectos por tener sus vértices en la circunferencia
y abrazar un didmetro, y los lados son iguales por ser
hipotennsas de tridngules jgnales.

Para inseribir el poligono de 8 lados, bastard dividir por mitad cada
uno de los arcog A B, B C, ete., y tirar las cuerdas respectivas. Vol-
viendo & dividir los arcos que resulten en dos partes iguales, se tendrin
los vértices del poligono de 16 lados, y asi sucesivamente se obtendrin
los de 32, 64, etc. lados.

IV.—Inscribir en un circulo un poligono reqular de 3, 6, 12, 24, ele.
lados.

En cuanto al exdgono regular, siendo el lado igunal al radio, bastari
llevar sobre la circunferencia cuerdas de una longitud igual al radio,
para tener un exdgono inscrito (497). Para inscribir un trifngulo se
tirardn cuerdas que abracen los vértices no contignos del exdgono.

Para determinar los puntos de los vértices del poligono de 12 lados,
se dividirin por la mitad los arcos del exdgono: y volviendo & dividir
estos de nuevo, en dos partes iguales, se tendrén los puntos del poligo-
no de 24 lados,

Figura 170.

V.—Circunseribir un exdgono regular ¢ un ctreulo.

(Figura 171). Levéntese por el medio de A B una
perpendicular G O, y por el medio de B C otra H 0,
y deseribiendo desde O como centro una circunferen-
cia con el radio O G, se tendrd resuelto el problema

(500).

Figura 17L
VI.—Hacer pasar por tres puntos A, B y U que no estén en linea
recta, une circunferencia de ctreulo.

(Figura 172). Tirense lasrectas A C y B C; por el
medio de cada una de ellas, levintense las perpendi-
culares E D y F G, y si desde el punto de interseccién
0, como centro, se traza una circunferencia con el ra-
dio O A, ésba pasard por los tres puntos dados; por-
que todos los puntos de la perpendicular E D estin
equidistantes de A y de C (403—1°), y los puntos de
G T lo estdn de C y de B; luego el punto O que per-

:‘/—‘5 tenece & ambas perpendiculares, estarf equidistante
Figura 172. de .A., B ¥ 0'

VIL.—Dado un ctrculo, delerminar su centro.

2/
’F\\ Desde un punto A de la circunferencia (fig.
; 178) ge tiran dos cuerdas AB y A C: se levantan
por sus mitudes las perpendiculares D E y F G,
y el punto O de interseccion de estas perpendicu-
lares serd el centro del cirenlo, per estar equidis-

tante de A, By C (403—1").

Figuara 178,

VIIL.— Encontrar el centro de wn arco de circulo A B.

(Figura 174). Tirense dos cuerdas A C y
¢ B formando un angnlo: levintense perpen-
diculares por sus mitades, y el punto O de in-
terseccion de las perpendiculares, serd el cen-

N " tro del arco.
AN
) ¥
Figura 174,

IX.— Sobre una recta A B construir un arco de ciroulo capaz del dn-
gulo dado m.
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Tirese la recta A C que formecon A B
un 4ngulo cualquiera: en un punto M de
esta recta comstriiyase un &ngulo A MR
—im, y por el punto B tirese una recta B G
paralela 4 M R. Haciendo pasar un eircnio
por los t:"es puntes A, By O, se tendré el

En efectr(;fugg.ngtllo A Oa.rlio edueygn;?;rlt?czag;z*’liilbfgrlgule' flﬂdo i

: : " 4 a circunferen-
cia, e_s‘]gual & A M R por correspondientes; pero A M R=m por cons-
irncclon, luego cua}q-uier 4ngulo inserito, cuyos lados pasen por los ex-

remos de A B, serd igual 4 .

INTERSECCION Y CONTACTO DE LOS CIRCULOS.

502.—Hemos visto (492) que por tres puntos que no estin en linea
recta siempre puede hacerse pasar un circulo, y como una vez fijado el
centro y el radio queda determinada la posicion del cireulo, resulta: 1‘:
que por tres puntos no puede hacerse pasar mis de un soio’circulo'. 22
que dos circunferencias que tienen tres puntos comunes, se confun’deu
en todas sus partes; y 3° que dos circunferencias r]istint’as pueden co
tarse en dos puntos, tener un punto eomin, 6 no tocarse en ningun;-

Se Hamon secantes dos circunferencias que se corian en dos punt :
[fig. 136] y tangentes las que solo tienen un punto comin (ﬁg.Ji'YJ‘T)V.O&

5{}3.——‘}.3& Zz’ni:'a de los centros de dos eireunferencias que se corfan, es
PE?gﬁendwulm' @ lo cuerda comin y la divide en dos partes iguales ’
A Sean los dos circulos [fig. 176] cuyos cen-
trf)s son Oy G, y que se cortan en A y B,
Tirando la cuerda comfin A B y los radios
QAL 0B, CAy €B, setiene que Ialinea
5 de los centros O U tiene el punto O equidis-
tante de los extremos A y B de la cuerda y el
Figira 176. punte C, centro del cireulo ma i6
S yor, también
estd equidistante de A y de B; luego conforme 4 lo demost,ra.do en el
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nfimero 404, la linea de los centros serd perpendicular 4 la cuerda co-
mién y la dividird en dos partes iguales.

504.— Cuando dos circanferencias 10 fienen mds que un punio co-

snda, este pertenece 4 la lined de los ceniros.

B Teniendo las dos circunferencias un golo
punto comfin A [Bg. 177] sise tirauna fan-
gente B D & uno de fos circulos por el pun-
to de contacto, tamhién lo gera al otro, y ti-
rando los radios O A y C A tendrémos 14781
que el éngulo B A O serd recto lo mismo
que B A C; pero teniendo estos 4ngulos la

Figura 177, posicion deadyacentesy valiendo juntos dos
rectos, las lineas AGyAC formardn nna sola recta [397], de lo que
resulta que A estard en la linca C 0.

B A_
4i Jos dos circulos se tocan interiormente (figura

178), coma no puede lovantarse desde un mismo pun=
to A més que una sola perpendicular & la tangente
comfin A B, los dos radios AOy A C tendran que
confundirse y el punto A quedard en la prolongacion

Figara 178, de O C que es la linea de los centros.

505.—Dos circulos sitnados en un plano pueden fe-
ner cineo posiciones relativas diferentes: primero, es-
tar uno foera de otro, (fig. 179); segundo, ser tangen-
tes exteriormente, (fig. 177); tercero, ser secantes (fig.
176); cuarto, ser tangentes interiormente, (fig. 178),
y quinto, estar uno dentro del otro, (fig. 180).
Ton estos casos la linea de los centros goza de las si-
guientes propiedades.
(Fig. 179). 1° Cuando los dos cireulos sen exterio-
res, la linea de los centros 6s mayor que la suma de
Figrura 179). los radios, snpuesto que 0 C so compone de los dos
radios, més la parte A B.
(Fig. 177). 2° Cuando los dos circulos se tocan exteriormente, la It-
pues pasando por el

aea de los centros os igual & lo suma de los radios,
punto A de contacto se tiene 00=0 A+AC.

(Fig. 176). 3° Cuando los clreulos se cortan; la lineq de los centros
que su diferencia. En efec-

es menor que la suma de los radios y mayor
to, considerando el tridogulo O A O se tiene:
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de los extremos B y C;
perpendiculares, estara equidistante de ]
lo; luego si hacemos centro en 3
0 A=0 B=0 C, los vértices d
ferencia, y el tridngul

s tres vértices del tridngn-
O y trazamos un circulo con el radio
’el tridngulo quedardn sobre la circun-
g _ o resultard inserito
43, — 16t T 5 por .
odo {1 umgédn puede civcunseribirse ¢ un cérculo.
i 5o o o
dose L'l; .a{dngulo A B C (fig. 161). Si dividimosen
arces igu: i
S {)us e 1ales ¢l :mgu!o A con la recta A O, to-
= tl. puntos gozargu de la propiedad de estar equi-
dis ante.s de los lados A B y A C (405); esto es, las
Eeq [;encihclulures bajadas desde uno de sus puntos so-
re loslados A By A ( gerdn i i
) serdn igus a ree-
A 4 1,,}1&!03. 81 con laree
i 0s en dos partes iguales el 4ngulo C,
1 a bisectriz C stardn equidis
- tf}t 0s los puntos de Ia bisectriz C O estarin equidis-
o - antes Ge_lﬂs lados C A y C B; asf es que el punto O
: erseccion de las dos bisectrices estars equidistante de los tres la-
0s; luego, si desde O como centro y t i i
i e y tomaudo por radio la perpendi-
= =0 ¥, trazamos un eirenlo; éste tocard 4 Jos t
. ulo; Este tocard 4 los tres la-
ozg(:el tz;ngulo en D, E y F, y resultard circunserito el tridnenlo ;
94— Fn fodo cumlmlatefja wnscrito, lu suma de Jos anoulos : st
es igual 4 dos reclos (fig. 162). G
Si consideram 4
Tl e Tos _dos angulos opuestos B y D,
endrémos que la medida de B eg

p_ADC
2

lade D es p=ABC

Figura 162, 2

sumando se tiene BJ,—D:A DCB

&~
pero come la mitad de toda la circunferencia es ignal 4 180°, Ia sum
de B y de D valdra dos rectos. ;
495.— En todo ewadrilidtero cir '
; baiero circunserito, lo suma de dos
f‘ 5 ; S :
opuestos es tgual G lo suma de los ofros dos (fig. 163) i
8 Si consideramos las partes de las tangentes
: -
comprendidas entre los puntos de interseceién
¥ los de contacto, fundéndonos en el teorema
demostr, imero 47 i
strado en el niimero 479, se tiene:
AE=ATF
ED=D H
= BG=BF
Figura 163, GO=CH

> 881 es que el punto de interseccién O de las dos

79

sumando ordenadamente estas igualdades resulta

AD+BC=AB+DC
que es lo que se debia demostrar.

496.—E1 lado del cuadrado circunscrtlo al eirculo es tgual al did-

merro.

0 Si desde el centro O (fig. 164) tiramos los radios

O E y O F resultarii el cuadrilitero A ¥ O E que ¢s
cunadrado. En efccto, el ingulo A es recto por ser an-
gulo del cuadrado circunserito, los dngulos OEAy
O F A también son rectos por ser los radios perpen-
A 5 diculares & las tangentes, y por dltimo el dngulo

Figura 165 B O F también seré recto por valer los dngulos de un
cnadrilitero cuatro rectos (445) y ser rectos los obros tres. Siendo igua-
les los dngulos del cuadrilitero A F 0 E la figura serf paralelogramo;
por lo que los lades opuestos seran iguales, esto es

AF=0Ey AE=0F
y como ademis A F=A E, por partes de tangentes (479), resulta
A F=A E=0 E=0F.

Luego la figura AF O E tendra sus cuatro dngulos y sus ladosigua-
les y por tanto serd cuadrado. Como lo mismo podria demostrarse de
loscuadrados O FBG, OGCH y 0O H D E, cada uno de los lados del
cuadrado serd igual 4 dos radios, supuesto que cada una de sus partes
AF y FB esigual 4un radio, E0Q y O G.

De aqui seinfiere que el perimetro del cuadrado circunserito es igual
4 ocho radios, y como la circunferencia es menor que el cuadrado, serd
también menor que & radios.

497.— 1 lado del exdgono regular inscrito 6s igual al radio.
A/,__h\g (Figura 165). Por ser el poligono regular (461)
A los lados A B, B0, C D, ete., serdn iguales entre
si; siendo iguales estas cuerdas, lo seran los arcos
que subtenden, y como los arcos AB BC CD,
etc., son las medidas de los dngules A 0 B, BOG,
¢ 0 D, ete., formados en el centro, se inflere que
Figtra 185, estos seis Angulos son iguales entre gi. Todos estos
fngulos formados al rededor de un punto O valen cuatro ngulos rec-




