0C<OA+0A (425)
00 >CA—0A (426

(Fig. 178). 4° Cuando dos cireulos se tocan interiormente, la linea
de los centros es tgual & la diferencia de los radios. En efecto, la linea
de los centros prolongada pasa por A, y se tiene

0C=A0—AC

(Fig. 180). 5° Cuando uno de los circulos estd den-
tro del ofro, la linea de los centros es menor que la di-
A ferencia de los radios. En este caso se tiene

0OC+CB+BA=0A
Bigua 180, dedonde OC=0A—-CB—BA
luego 000 A—=¢B

Las reciprocas de estas proposiciones también son ciertas,

506.—PROBLEMAS DE DOS CIRCULOS. —L.—Tlirar una tangente exfe-
rior comin & dos circulos dados (fig. 181).
CowsTRUCCION. — Llévese el radio 0’ A
del circulo menor de B 4 U: con el radio
O C igual d la diferencic de los radios,
tracese el circnlo E C D; desde O’ tirese
4 este circulo la tangente O’ D; tirese al
punto de contacte D el radio O D y pro-
St lénguese hasta F; por el centro O’ llévese
O’ H paralelad O F; y tirando por F y
H una recta, ésta serd la tangente comiin 4 los dos circulos.

DEMOSTRACION.—Para que F H sea tangente 4 los dos circulos, es
preciso que sea perpendicular & los radios O F' y O’ H en los puntos de
contacto, y para demostrarlo bastara probar que la figura O’ D F H es
un rectdngulo. Tenemos que por ger O° H ignal y paralela 4 D F, el
eunadrilatero O° D F H serd paralelogramo (450); pero este paralelogra-
mo ¢s rectingnlo por ser O’ D perpendicular 4 O I, y por ser O’ H pa-
ralela 4 esta recta.

Tl problema admite dos resoluciones, pues por una constraccitn

idéntica puede tirarse la tangente G J en la parte superior de los dos
circulos,

1L.— Tirar wna tangente tnterior comin & dos circulos dados (figu-
ra 182).

CoxsTrRUCCION, —Llévese el radio 0’ A del
circulo menor de B &4 C: con un radio O C
igual d lo suma de los radios, tricese el cir-
culo C D K: desde O’ tirese la tangente O’ D
4 este cireulo: llévese al punto de contacto el
radio O D: por O’ tirese el radio O’ E para-
lelo 4 O D, y reuniendo E con F se tendra la
tangente pedida.

Figura 182,

DEMOSTRACION. —Siendo F D igual y paralela & E 0’ (450), el cua-
drilitero E O’ D F serd paralelogramo; pero habiéndose tirado O’ D
tangente al circulo, el dngulo O’ D 7 gerd recto lo mismo que EOD
por ser O’ B paralela § B D, Inego E 0’ DF serd un rectangu}o: y
siendo E-F perpendicular 4 los radios O’ EyO F serd tangente & ios
circulos dados. >

Bl problema admite dos resoluciones, pues por una construceion
idéntica puede tirarse la tangente G H.

LINEAS PROPORCIONALES.

507.—Las magnitndes A y B son proporcionales é otr'as dos CyD
cuardo se puede establecer entre sus Yazones la signiente ignaldad:

A_C
B D

Unas veces las letras A, B, C y D representan las magnitudes mis-
mas, sean lineas, &ngulos, arcos, superficies, efc., pero otms,.y es lo
més general, expresan el nfimero que indics, la relacion que existe en




ABXEF—ABXFn=B OCXED—EDxiC

trasladando 4 un miembro los términos formados de factores constan-
tes y al otro los términos en que entran las restas F n é 1 C, se tiene

ABXEF—BCxED=ABxFn—EDxiC

x?sf;blecida esta ecuaa‘zic’m, vamos & demostrar que el producto A B
’ ! (1110 puede ser desigual 4 B CxE D. Silo fuera, habria entre es-
{ros'pilc:l uctos,_ cuyos factores son todos constantes, una diferencia d fi-
aa;‘f{;‘n ape;déent%g;& la magnitud arbitraria de las partes en que se
idieran y . En el supue ier: r desi
Sm e puesto de que pudieran ser desiguales,
ABxEF—BCXE D=d

y por lo mismo A BXF n—E DxiC=d
en la que por construceién Fn<3 ED 6iC<} A B

En esta ecuacién hay que Sk res
que el minuendo A ]3)}(?](5]’ n er;OJ\E?;i.alhl:ue o e
: La resta_d es constante porque, conforme 4 la pendltima ecuacit
Eii]:: 1;: (gfer]ejnciu que hemos supuesto que puede existir entre 120;?2’

8 ! ] ;
o ﬁjos'x F y B CXED, cuyos factores, como se ve er: la figu-
5 :

’.'E..l valor del Irfmnel’ldo A BXTF n es variable, porque aumentand
niimero de subdivisiones de A B el factor F n disminui:ré F m;( .
dividiendo A B en 3 partes iguales, llevindolas sobre B .0 v f;t'3 'GCtO,
pff-w_a]elas. por los puntos de division, resulta F n<ED. §j huhi’y-» ”aj]_d-o
;:ii(}]}@é& B‘en 30 partes, llevando la magnitnd des estas ciiviesli(;lrrl‘ma .

: y tirando paralelas, resnltaria F n<ZR 1 hunbiér s divi.
SRy 55> Y 81 hnbiéramos divi-

: | partes resultaria F n< B2 Ahora bien, pudiend
ser F' n una fracei6n tan pequefia como se quiera y dismi;ﬂp dn 1
valor del producto A BXF n en proporcién del fac’tor Fn,s s ? L
de que.podrie_w llegar 4 ser menor que Ia cantidad conctwngeﬁ'{mf'plen-
mo es inadmisible que el minuendo pueda ser ]TlBL‘lOJ.'hl‘llQ ld )'Pvtw 5
podemos'aeeptar que sean desiguales los productos A lngaFmS ; 'DG
E D, y siendo ignales, se tendr4 la proporcion: : ; T

AB:BG::ED;EF

que es lo que se debia demostrar.

510.— i desde un punto D (fig. 188) tomado sobre un lado de un
tridngulo, se tira una recta D E paralela é otro lado A ©, se verifica-
vin tras cosas: 12 los lados A B y B C quedardn cortados en partes
proporeionales: 92 los lados serdn proporcionales d sus partes: y 3° el
ludo A B, del tridngulo total es @ su base A ©, como el del parcial B D
¢s @ lo suya D E.

=F Para demostrar la primera propiedad, tirese B F pa-

ralela A O, prolénguese este lado y la recta DE y
por el punto F tirese F H paralela al lado B C.

Las rectas A B y F H quedarén cortadas en partes
proporcionales por las tres paralelas (509) y se tiene

BD:DA-FG:GH

puestos de paralelogramos FG=B E,yG H=E C

pero por lados o
" sustituyendo se tiene

BD:DA=zBE:EC....()

que es la primera parte del teorema.
Para demostrar la segunda, compouiendo en la Gltima proporeion,

ge biene:
BD+DA:DA::BE+EC:EG

Alternando medios y sustituyendo
BA:BC DA :ECQ"

Alternando medios en la proporcion (1) resulta que las partes son

proporcionales entre si, esto es,
BD:BE:DA:EC
luego BA :BC=BD:BE

Para demostrar la tercera propiedad tirarémos por el punto D una
paralela D L al lado B G, ¥ considerando que los lades totales A B y

A C son proporcionales & sus partes BD y L C, se tiene:
AB:AC=:BD:LC

pero como L C=D E por lados opuestos de paralelogramo, sustituyen-

do, resulta:
AB:AO::BD:DE

=
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S1L.—Reciprocamente, siempre que una recta D E (fig. 187) corte
los lados de un tridugule en partes proporcionales, serd paralels ¢ la
base A O,

Porque 11 recta D B corta los lados del trifnguloen par-
tes proporcionales, tenemos:

BD:AD:BE:EC
¢ componiendo: AB:AD:B(C:EC

Figara 187

alternando: AB:BO=-AD:EC

Sila recta D E no fuera paralela & A ¢ tendria que serlo ofra que,
como D F, partiendo de D pasara arriba 6 abajo del punto B, y ten-
driamos: (510)—22).

AB:BO:AD:OF

pero siendo los tres primeros términos de las dos tltimas proporciones
los mismos, no es posible que los cnartos sean desiguales, y por tanto
ninguna otra recta distinta de D B podrd ser paralela 4 la base A O,
512, —PROBLEMAS DE LiNEAs PROPORCIONALES.—I.— Djy
linea A B (fig. 188) en un nimero dado de parites iguales,

PRl g Supongamos que se quiere dividir en cinco par-
tes ignales,

idir una

1* CoNsTRUCCION.—En nno de los extremos B

de la recta go construye un Angulo; sobre la recta

B D de longitud indefinida se llevan cinco partes

iguales comenzando desde B,deBiéec dech e,

ete.: se une el punto D, donde llega la dltima divi-

8ién, con el extremo A de Ia recta, y tirando paralelas por los otros

puntos de divisién g, 1, e y ¢, estas paralelas dividirdn la recta A B en
cinco partes iguales,

El fundamento de esta construecién es el teorema del nimero 508,

2* CoNstrUCCION.—Con el fin de evitar 1a necesidad de tirar mu-
chas paralelas, se émplea el siguiente procedimiento (fig. 189):

En los dos extremos de la rects dada se tiran
dos paralelas de longitud indefinida: sobre cada nna
de ellas y partiendo de los puntos A y B, se llevan
cinco partes iguales, y uniendo respectivamente log
puntos de division de ambas paralelas por rectas,
éstas dividirin A B en los puntos m, », o ypen 5

oot partes iguales, Como las rectas que determinan es-

tas divisiones on paralelas, por o
fundamento de esta constraccion

de otra recta © D.

€

Y P (fig. 19].).
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por lados opuestos de paralelégran!os, el
’ 1 mismo que el de la anterior.

IL.— Dividir una recte A B (fig. 190) en partes proporcionales d las
Tn el extremo B se construye un éngulo cu.?l_
niera. Sobre la recta B C’, se Hes_'an las Pmles
(313 m’, m’ v’, y o’ € iguales respectwan’lente 4 las
de ]a,iecta D C: se unen los puntos C, y,f; yEiej
tiran paralelas 4 A C? por los puntos 0’ y m-. -
dividitin & A Ben p yen o en par
pales 4 las de C D (509).

n m a2

tas paralelas
i : DTOPOLCIO
e % 11‘ rroz*arcimml 4 lres lineas dadas, m, 1
- AT une CuarTie prop
111, — Construr w1
5
Fs indispensable conoeer el orden de los té

w os de la proporcion. Suponiendo que éste

2 4 min
X B ., _Asea e
mInEprx
Térmese el ngulo A y sobre uno dc]; S“Sii-:li?z
i 8 forman la pr
¢ las magnitudes que ! ;
Kgul? = ¥ Bug‘f?lse Sobre el otro lado del angnlo llévese
razon, =m, —n,
= : ' la cuar-
A']I‘)’-—p. 1a vecta B D y por C una paralela, la parte E D serd la
irese ¢
ta proporcional pedida.
En efecto (510) se tiene
AB:BC:AD:DE

sustitnyendo m:nup:DE

lnego D E es la cuarta proporcional bl?.:cada.’ L
1V.— Construir wng tercera proporcional & dos line
i 192——*.) Como se sabe, se llama tercera proporcional de
":——" “T'ﬂ dos Zantidades, el cuarto término de una };rolzc;i:
. n B m 2 i6ncontinua. Sisuponemosqueel ortllen. driztet?s f
minos de la proporcién ha de ser el signiente:

m:ninix

Figura 192. S < .I
1a construecion sers idéntica a la :
4ngulo A se llevarén sobre uno de sus

del problema anterior. F:ormandfo Im
ados magnitudes iguales & los




HE!

térmi i
LF]I}IH’OS de la primera razén: A B=y
tomari A D—p D,

B C=n S bri
Se reanirid B y. . Sobre el otro lado se
la D E seri 4 B con D, y tirs )
a D E serd la tercera proporcional Ded};d;. il
2

paralela 4 B D,
pues (510) se tiene:

AB:B(C::
¥ sustituyendo P oiea

Inego

SEMEJANZA DE FIGURAS.

1
513.—8¢ llaman figuras semeja

g i nies las ere] 7
pectivamente iguales, Y sus lados e

Al
En general se entiend, e e
T e aie pm.'.‘lfcdc:s homélogos, los que estdn ad
kil 1. - Hin los tridingulos, como la suma de los ¢ e
rectos, los i S
» 10s lados de los tridngnlos que estén adyac ef mg_}‘_f]OS
acentes § an-

oalos ignal Z0S
2 es, fo 2
e c,:;m e;z ; rzosamente quedarin opuestos 4 4ngulos igual
sta cans: 08 trid: : ot
e 8 tridngulos los lados homdlosos vetd Ealce. Lo
tguales. 0g0s estdn opuestos G dn
(] j -

ol4.—Una recta D B (

fic, . 1
wn iridngulo, 8- 193) paralela & uno de 1os lados B C de

defermina otro ¢ridngulo semejante al primero
gu{;osldog trl;’mguios ABCyADE tienen CDII.IfI 1
i = i n el an-
. = EDyC=ADE por correspondient i
emas (510—2°) e
0

AB:AER: ;
Fignra 193, £ y (51{)_30) E:AQ “AD

- AB:AE:BCO:ED
AB:AE:AC:AD=BC:ED

asi es i : i
es, que teniendo los dngulos iguales y los lados

cionales 14 A e .
les, los tridngulos serén semejantes B
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515.— Dos tridngulos son semejantes cuando tienen dos dngulos res-
pectivamente 1gu les.
Sean los triangulos A B C ¥ A’ B’ C° (Bg. 194) que tienen los n-

gulos
A=A’ y B=F’

siendo estos dos ingulos igunales (434—4°) el tercero también lo serd y
ge tendrd C=C
Si sobre B A se lleva una parte B D=B A’ y sobre B O so toma
BE=RC ysetiraD K, el tridngulo B D E serd ignal 4 B2 A’ C
(385) por tener el ingnlo B=P formado por lados respectivamente
ignales. Por la ignaldad de los trigngulos, el 4ngulo B D E=A’ y por
hip6tesis A=A’, luego B D E=A; como esbos dngulos son COrrespon-
dientes, D B serd paralela al lado A C (415.) Ahora bien: siendo D E
paralela 4 A O (514) el trifngulo B D E serd semejante & A B C; pero
como BD Ees ignal & A’ B’ C’, se infiere que este tridngulo serd se-
mejante & A B C.
516.—Dos tridngulos son semejontes cuando tienen un dngulo tgual,
formado por lados porporcionales. 2
B g Seael dngulo B=VF (fig. 194) y
AB:AB::BC:BC.
- Si pusiéramos el {ridngulo A’ B’ €’ sobre A BC,
haciendo coincidir el 4ngulo B’ con B, por ser igoa-
Figura 194 les estos dngules, el lado B’ A%, tomaria la direc-
cion de B A, y B’ C tomaria la de B C; reuniendo los puntos DyE
en que SuPoONemos que caen A’ y C setendri el trisngulo B D E igual
4 A’ B’ 7 por tener un 4ngulo ignal formado por lados iguales (385).
Como por el supuesto 6 tiene

AB:APB::BC:BC
sustituyendo sus iguales, resulta
AB:BD:: BC:BE

luego la recta D E que corta en partes proporcionales los lados del tridn-
gulo, serd paralela al lado A C (511) y por tanto los tridingulos A B C
y B D E seréin semejantes por ser equidngulos, pero como BDEes
jgual i A’ B’ C, este tridngulo también serd semejante & A B C.

517.—Dos tridngulos serdn semejantes cuando tengon Sus tres lados
respectivamente proporeionales.
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tre cada una de ellas y 1a unidad de su especie, y bien sean cantidades
6 numeros, sus razones y proporciones gozan de las propiedades que ya
quedan demostradas en aritmética y en flgebra, Las voces proporeion,
antecedente, término medio proporcional, etc., significan en geometria
lo mismo que en las otras partes de las matemiticas,

Cuando se indique el producto de una linea por otra, generalmente
deberd entenderse que se trata del producto de los nfimeres, que 6x-
presan las relaciones entre estas lineas y otra tomada por nnidad. Ast
8i @ y b representan dos reetas, ¢ + & podré indicar el resultado de Ia
operacién meeénica de poner una 4 continnacién de la ofra estas dos
lineas, 6 el valor numérico que resulta de sumar ios niimeros que re-
presentan las magnitudes de las rectas @ y &; pero si se tiene @ 6 6 a®
ete., estos productos, por regla general, indicardn los productos de los
niimeros que representan las magnitudes de las lineas.

508.—5¢ dos rectas A T y G M, situadas en un plano (fig. 183) es-
tdn cortadas por un wimero eualguiera de paralelas 4 G, B H, (' ¥,
ete., tiradas por puntos tomados dé distancies iguales sobre Ia primerea,
las partes G H, H Y, Y K, efc., determinadas sobre la segunda recia,
serdan tguales entre si.

Fundéndonos en que son paralelas las rectas, é iguales las partes

AB, BC, CD, ete., demostrarémos que también serdn iguales las par-
tesGH, HY, Y K, ete.

g Por los puntos A, B, O, ete., tiremos Ias reec-

tas Az, Bo, Cp, cte., paralelas & G M, por lo que

p/2 % \g serdn paralelas entre si, y resultardn los tridn-

E/P \; gulos AB#n, BCyg, C D p, etc., ignales entre

F m?’ \,,,4 si por tener un lado igual adyacente 4 angulos

st iguales (384). TLos lados ignalesson A B=B ¢

=0 D, ete., por construceién. Los angulos adyacentes respectivamen-

te iguales, son: B A n=C B 0==D 0 p, etc., YA B2=BCs=CD p,
ete., por correspondientes. Por la ignaldad de los tridngulos se tiene:

An=Be¢=Cp=Dyg,ete

pero como las figuras A » HG, Bo YH, C p K Y, ete., son paraleld-
gramos, los lados opuestos serdn iguales, esto es,

An=GH, Bo=HY, 0 p=K Y ete,

pero como los primeros miembros de estas ecuaciones son iguales entre
si, se infiere que lo seriin los segnndos, esto es,

ha

e e e e

-

=S

S

=
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¢ H=H Y=K Y ete.

que es lo que se tenfa que demostrar.
o A By C D (fig. 184) colocadas en un

509.—Dos rectas cualesquier b

plano, son cortadas en partes proporcionales por tres paralela
]

EFyBD. sae
Lays magnitudes EAyE B podrén ser

gurables.

conmensurables 6 inconmen-

1o Silas distancias E Ay EB son gm_a-menszg-:;

bles, y suponemos por ejemplo, que d]\'1‘d1e11do .
en dos partes, una de éstas puede llevarse cuatro
veces de B 4 A, y nos imaginamos que por lo§ pun-
F tos de division se tiran rectas paralelas entre 8i, con-
forme al teorema del pérrafo que antecede, el larhz
. C D quedaradividido en partes iguales de las fiute df::.
parte F D y cuatro 41a C F. Por tauto, si 101?1:2-’
agnitud de una de las partes del lado A B y por-m

C

Figura 184.
corresponderdn 4 la
sentamos por 7 la m
las del lado C D, tendrémos:

EB:EA:2m :4m

FD:FC 2w < 4’

Y 3
EB:EA :FD:FCquees loque se debia

de donde

demostrar.

B y B C (fig. 185)
plnslonr il Supi:%amos que dividiendo A B en

tas cuatro veces sobre B C que-

4 menor que una de las partes.
resultard dividida E D

gean inconmensurables,

ol teorema es ignalmente cierto. :
tres partes iguales y llevando una de es‘
de la resta i C, la que forzosamente sera m¢
Tirando paralelas por los puntos d’eﬂ ﬂmslmj',:a e
en tres partes, y E F en c¢uatro, mas una res 8 e
Qi consideramos las porciones conmen

AB,Bi,EDyEu
tendrémos A B .BinED:En
=i G,

rables

sustituyendo por B isu ignal B

4 B 5 por E n su valor B F—F n, se tiene:

Figura 185.

AB:BC-iC::ED :EF—-Fn

medios

multiplicando entre si extremos y




