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LINEAS PROPORCIONALES EN LOS TRIANGULOS.

595,— Varias rectas A B, A O, A D y A X que parten de un mismo
punto A son cortadas en partes proporcioneles por dos paralelas B E

4 A Comparando Jos lados homoélogos de los tridngelos

ABCyAFH; ACDyAHI; ADEyALG
¢ queson semejantes por ser equiangulos, se tiéne:

AB:AF 2 AC:AH
AC:AH 2 AD AL
AD:AL=zAE:AG

y como la ltima razdn de cada proporcién es la primera de Ia siguien-
te, se tiene:

AB:AF::AC:AH::AD:AL::AE:AG

que es lo que se tenia que demostrar.
526.—Dos paraldlas F G y B E quedan cortadas en partes propor-
¢ionales por varigs rectas A B, A C, efe., que concurren en un punto
A. (Fig. 201). . |
Comparando los lados homblogos de los tridngulos semejantes, se
tiene:
AC:AH:BC:FH
A AH 0D HL
P 20D AT (1)
AD:AL::CD:HL
AD:AL=2DE:LG
laego ¢h - A DIE ;LG @)

Inego

comparando las proporciones (1) y (2) se tiene por Glfimo:

BC:FH:CD:HL:=:DE:LG

597.— Resiprocamente siempre que dos paralelas A E y B sean cor-
tadas en paries proporeionales por varias oblicuas A B, CD, EF, pro-
longdndolas, concurrirdn en un mismo punto O (fig. R02).

7 (3
que es lo que se tenfa que demostrar. :
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Prolongando A B y C D concurrirdn en el
punto O, y si supusiéramos que E F prolonga-
da no concurriera en el mismo punto O, debe-
ria concurrir ofra recta que partiendo de E pa-

sarf § la derecha 6 & la izquierda de F como
o E i, y en tal concepto, conforme 4 la hip6tesis
del teorema se tiene:

A0 = BD 0 DE
¥y por suponerse que E i prolongada concurre en O (526) se tendria.
AC B DO D

Siendo los tres pri‘meros términos de estas proporciones iguales, ten-
dré que serlo el cuarto, esto e, D i=D T lo que es un absurdo y prue-
ba que E i no concurrird en el punto O 4 menos que coincida con E E.

528.— B todo trigngulo A B C (fg. 203) la bisectriz B O de wn dn-
gulo divide el ludo opuesio A C en parles directamente proporcionales
& los lados A B y B C del ¢ngulo A B C.

Desde C y A béjense las perpendiculares C Dy A E

4 la bisectriz B O prolongada, y resultaran los tridn-

gulos ABEyB CD semejantes, por ser ambos rec-

tdngulos y tener el dngulo A B E=C B D (515). Co-

mo en tridngulos semejantes los lados homélogos son

proporcionales, tendrémos A B opuesto 4 E, es con su

homdélogo B C, opuesto al 4ngulo B D C, como A E opuesto 4 A B B
es con su homélogo C D, opuestod C B D.

AB:BO:z:AE:CD.

Por otra parte, los tridngulos A O E y O C D =on semejantes por te-
ner el 4ngulo E=C D O por rectos, y A O E=C O D por opuestos al
vérbice. Comparando los lados homoblogos de estos tridangulos, lo que
se hace buscando los lados que estén opuestos 4 los dngnlos ignales, ten-
drémos:

AE:CD::A0:CO
suprimiendo la razén comin entre ésta y la anterior proporcién, resul-
tard

AB:BC:AQ:C0

proporcién que demuestra la verdad del teorema.
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dos, mds el doble producto de uno de estos ludos por la proyeccion del
011 sobre éste.

&  Esto es, si desde el vértice B (fig. 206) bajamos la
¢ perpendicular B A sohre el lado D C prolongado, C A
{  serd la proyeceién del lado B C sobre D C, y debera

i tenerse

! D B>=B ¢>+D 42D CxC A
Figura, 206,
DExosTRACION. —Considerando el tridngalo recténgulo A B D ge
tiene;

D B*=B A%} A D?.. . (1)

Determinarémos los valores de B A2 yde A D, yen segunida los sus-
tituirémos en esta ecuacién. Bl tridngulo rectingulo B C A nos da

BA? =B @*—( A?
A D*—(A C+0 DP=A G+2 A Cx0 DLC D2

sastituyendo los valores de B A2 y de A D®en la ecuacitn (1) se ob-
tiene:

D B*=B €*—C A*}+A 0*}2 A CxC D-C D?

reduciendo, resulta la siguiente ecuacién:

D B°=B C*+D (*+2 ACxCD

gue es la expresion del teorema que tratdbamos de demostrar,

534.—En un tridngulo oblicudngulo, ¢l cuadrado de un lado 0puesto
al dngulo aguds, es igual d la suma de los cuadrados de los ofros dos la-
dos, menos el doble producto de uno de estos lados por la proyeccion del
otro sobre éste.

B, Esto es, si desde el vértice B (fig. 207) bajamos la
i : perpendicular B D sobre A €, D Csersla proyeecién
) ¢ del lado B C sobre A C, y se tendri

Figura 207,
AB=BC0’+AC—2ACxDC

DExOSTRACION.—En el trifngulo rectdngulo A B D se tiene

AB*=BD*+A D*....(1)
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Determinarémos los valores de B D2 y de A D? para sustituirloz en
esta expresion. El triangulo rectéingulo B D C da

BD*=B C*>—D C*
A D*=(A C—D ()*=A 0?*—2 A CxD C+D C*
sustituyendo los valores de B D y A D* en la ecuacién (1) se obtiene
A B*=B (°—D (24-A ¢>—2 A CxD 01D C?

reduciendo resulta:
AB =B £AC-3ACxD O

con lo que queda demostrado el teorema.

535.—Asi, pues, conforme 4 los dos filtimos teoremas y al del ntimero
531, el cnadrado de un lado de un tridngulo es mayor, igual 6 menor
que la suma de los cuadrados de los otros dos lados, segiin que el 4n-
gulo opuesto es 0biuso, recto 6 agudo. Si representamos pora, b yec los
lados del triangulo, y por p Ia proyeccién del lado ¢ sobre b tendrémos:

a’=b"+¢*4-2 b p cuando A es obluso.
a’—b>+¢? 5 A es recto.
a’=b>+c>—2bp ,, Aes agudo.

Estas formulas servirdn para caleular el valor de un lado, & para de-
terminar la especie del &ngulo opuesto, cuando se conocen las ofras
cantidades que entran en ellas. Reciprocamente siempre gue el cnadra-
do de un lado, a® sea igual 4 la suma de los cuadrados de los otros dos,
el &ogulo opuesto, A, serd recto; si es mayor, el dngulo A, serd obtuso;
y si es menor, el dngualo, A, serd agudo.

536.—PROBLEMAS DE LINEAS PROPORCIONALES.—I.— Dividir une
rectn A B (lig. 208) en partes proporcionales 4 las de ofra dade m P
Constriiyase sobre A B un trifnguio equilitero
A C B; desde el vértice C llévese nuna linea ¢ P=
m P, ¥ sobre ella constriiyase el tridngulo equilitero
CPR. Siendo P R=m p sobre ella se levardn Jag
partes P'n, n o, y o R respectivamente ignales 4 m n,
noyop,y tirando desde Clasrectas Cn y C o, pro-
longadas determinardn sobre A B partes proporeie-.
nales 4 las de la recta dada (526). =
14 445
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IL. Dividir la recta A B en 5 partes iguales (fig. 209).
Sobre A Beonstriiyaseel tringulo equilitero A BC
desde C y sobre C A llévense cinco partes ignales,
prolongando este lado si fuere necesario; témese ¢ E
=C D y tirando D E se tendrd el triangulo equild-
: tero C D E; llévense de D 4 E cinco partes ignales 4
g m o pE las tomadas sobre O D y reuniendo los puntos de di-
Figura 209 visién m, m, o, p con O, quedard dividida A B en
cinco partes ignales (526).
HL Dividir una recta A B (fig. 210) en partes proporcionales d dos
rectas dedas m y n,
Por el punto A tirese larecta A C indefinida, y por
B la paralela B D; sobre la primera témese A C—m
y sobre la segunda B D=n; refinase C con D y la rec-
ta A B quedard dividida en E en partes A Ey B E
; proporcionales 4 m y n.
?1:’)—4 Tin efecto, los tridngnlos AEC y BE D son se-
sl mejantes por tener iguales los 4ngnlos A y B por al-
ternos internos, y los en B por opuestos al vértice (515); luego sus la-
dos homélogos serdn proporcionales.

A Cbi A BB
sustituyendo
m:n:AE:EB

IV. Tirar una tangente interior comiin d dos circulos dados.

Si suponemos el problema resuelto por me-
dio de la recta B O (fig. 211), tangente co-
mun 4 los dos circulos, y tiramos Ja linea de
los centros O O’ y los radios O C y O’ B 4

J los puntos de contacto, resultarin dos tridn-
gulos A O Cy A O’ B que serin semejantes,
y nos servirin para determinar el punto A
de la Iinea de los centros por donde debe pa-
sar la tangente pedida,
Los tridngnlos A O Cy A O’ B son semejantes por ser rectingulos
y tener iguales los angulos en A por opuestos al vértice. Siendo seme-
jantes, sus lados homélogos serin proporcionales; Iuego

Figura 211,

00202 B A A

Esta proporcién nos indica, que para determinar el punto A por don-
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de debe pasar la tangente interior comtin 4 los dos circulog, basta divi-
dir la linea de los centros O O’ en partes proporcionales 4 los radios, lo
cunal nos sirve de fundamento & la siguiente

CoxsTRUCCION. —Tirese en uno de los circulos un radio cualquiera
0O D, y en el otro circulo un radio que le sea paralelo en sentido con-
trario O’ B, y tirando la recta E D ésta dividird la linea O O’ de los
contros en partes proporcionales 4 los radios, supuesto que comparan-
do los tridngulos semejantes A O D y A O’ X se tiene

OD:OE::0-A:0A

Por tanto, si desde el punto A asi determinado, se tira una tangente
4 uno de los circulos, ésta serd también tangente al otro.

V. Tirar una tangente exterior comun & dos circulos dados.

Si por medio de 1a B D (fig. 212), tangente exterior
comtn 4 los dos circulos, suponemos resuelto el pro-
blema, y tiramos la linea de los centros O C y los ra-
dios O B y C D, prolongando la tangente y la linea de
los eentros resultardn los tridngulos semejantes O B A
y C D A, que nos serviréin para determinar el punto A
de la linea de los centros por el que debe pasar ls tan-
gente pedida,

i Figura 212,

Los tridngnlos O BA y C D A son semejantes por ger rectingnlos
y tener el 4ngulo en A comiin. Siendo semejantes sus lados homologos,
serdn proporcionales, laego

OB:0D::0A:CA
dividiendo
OB CD:CD::0C:CA

Esta proporcion nos indica que el punto donde conenrre la tangen-
te exterior con la linea de los centros, debe ser tal, que pueda estable-
cerse la siguiente proporcion: la diferencia de los radios es al radio
menor, como la linea de los centros es 4 su prolongacion, en la cual so-
1o el cuarto término es desconocido. Esta propiedad nos servird de fun-
damento para la siguiente
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Coxsrruccron.—Tirese un radio cnalquiera O E, y por el punto C
otro en el mismo sentido que le sea paralelo C F, reaniendo E con Fy
prolongando E F hasta su interseceién con la linea de los centros se
determinaré el punto A, desde el cual si se tira una tangente exterior
4 uno de los cireulos, lo serd también al otro.

En efecto, en los tridngulos O B Ay C D A acabames de ver que se
tiene:

0B:CD::0A:0CA
dividiendo

OB-—CD:CD:00:CA....Q)
y en los tridogulos OEAyOF A

QoG R a0 AT (A
dividiendo
OE-—CF:CF::0C:CA....(2)

siendo ignales los tres primeros términos de las proporciones (1) y (2)
tendrd que serlo el cuarto.

VIL.—Dadas dos rectas A B y C D (fig. 213) que no pueden prolon-
garse, tirar por un punto O wna recia que pase por su punto de con-
TS0,

Por el punto O tirese una recta cualquiera E F,

en seguida tracese la paralela B €, y dividiendo es-

g tarecta en partes proporcicnales 4 E O y O F, se

£ determinard el punto G (536 III). La recta O G pa-
g sard por el punto desconocido de concurso (527).

Figura 213,

Si ¢l punto O es exterior (fig. 214), se tirard la recta
O E; por B se hard pasar una paralela indefinida, y

g \C construyendo una cuarta proporcional 4 las rectas B T,

Fl_\g FOyDB C, que llevarémos de C 4 G, tendrémos re-
\ suelto el problema por la recta O G, que serd la pe-
A a dida (527).

Flgura 214,

VIL—Construir una tercera proporcional (8g. 215) 4 dos lineas da-
dosm gy .

169
P Sobre A B=m levéntese la perpendicular BC

=n; tirese A C, y levantando por la extremidad
7 C la perpendicular C D y prolongando A B, se
m A g 5 tendrd que B D es la tercera proporcional pedi-

nF—— da. En efecto, en el tridngunlo A C D se tiene
Figura 215. (530__;g°)

AB:BC::BC:BD
SllStitU)’eudQ

m:n:n:BD

LINEAS PROPORCIONALES EN EL CIRCULO.

53%.—Dos cuerdas que pasan por un punio interior O (fg. 216) de
un eireyle, se corian en partes reciprocamente proporcionales,

Se dice que dos rectas se cortan en partes reci-

B procamente proporcionales, cuando las dos partes

%\ de una recta forman los extremos de una propor-

cion, y las ofras dos partes los medios. Asi en el
presente caso se debe demostrar que
A0 =0 106G 0B

Figurs 215,

Tirando las cnerdas C Ay B D resultan los tridngnlos A O C y :

B O D, que serfin semejantes en virtad de que el dngulo C=B por te-
ner la misma medida, y A==D por ignal razon. Siendo semejantes, los
lados homélogos serdn proporcionales, y comparando los lados opnes-
tos & los dAngulos ignales, se infiere que

AO:0D::0C:0B

que ez lo que se debia demostrar.

538.— La ordenada C D (fig. 21%7) al didméiro en un punto cualguie-
va C, e media proporcional enire los dos segmentos del didmetro.

T A
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529.—La bisectriz del angulo exterior C B E (fig. 204) de un trign-
gulo escaleno corta el lado A C prolongado, en un punto F, cuyas dis-
tancias & los puntos A y C son proporcionales ¢ 1os lados del angulo B.
Lsto es:

FA:FC::BA:BO

DEMosTRACION, —Si por C tiramos C D
Paralela 4 la bisectriz B F, se tiene (510, 2°):

AF:FC:AB:BD

pero el tridngulo B C D es isgsceles, por te-
ner el 4ngulo BD C=EB F por eorrespon-
dientes,y B C D=F B (¢! por alternos inter-
108, y como B B F=F B C por mitadesde E B CG;BDC=BCD,
de lo que se infiere que B D=B (.

Sustituyendo en la anterior proporei6n, resultars:

Figura 204.

AF:FOC:AB:BQ

proporcién que demuestra la verdad del teorema.
'Sl el triingulo fuera issceles 6 equilitero, teniendo A—C, 1a bisec-
triz B I seria paralela al lado A O Y no podria cortarla.

930.— Si desde el vértice del dngulo recto de wn tridngulo rectdnguly
se baja una perpendicular 6 ln lipotenusa, se verificardn tres cosas: 1°
los tridngulos parciales serdn semejantes al tridngulo folal, Y semejan-
Zes entre si: 2° la perpendicular s media proporeional entrelos dos seg-
menios de lo hipotenusa: Yy 8° cada lado del dngulo recto es medio pro-
porcional entre tode In kipotenusa y el segmento adyacente.

A

1° Para demostrar la primera parte del teorema,
: ; tenemos en la figura 205 que el trifingulo parcial
£ i A\p A CD essemejante al total A B porque tienen

SR el dngulo C comtin y ambos son rectingnlos (515).
El otro tridngnlo parcial A D B es semejante al total porque tienen el
dngulo B comfin y son amhos rectingulos. Siendo cada uno de los trign-
gulos parciales semejante al total, serén semejantes entre gi,

»° Para demostrar que Ja perpendienlar A D es media proporcional
entre los dos segmentos C 1) y B D de la hipotenusa, bastars compa-
rar los lados homéblogos, buscando como antes lo hemos explicado (528),
los opuestos & dngulos iguales, de los trifingules ACDyAD B y se
tiene:

CD:AD:AD:DR

3° Para demostrar la tercera parte del teorema basta comparar los
lados humélogos de uno de los tridngulos parciales con el total:

Comparando A O D CD:AC::AC:CB
Jdem ADB BD:AB:AB:CB

Los segmentos C D y B D que determina la perpendicular A D vie-
nen fi ser respectivamente proyecciones de los lados A C y A B,

Se llama proyeccién de un punto cl pié de la perpendicular bajada
desde el punto sobre un plano 6 sobre una recta.

La proyeccién de una recta es la serie de las proyecciones de todos
sus puntos.

En Ia fig. 205 la proyeccion de larecta A C ez O D, confundiéndose
el extremo C con su proyeceion.

53L.—El valor numérico del cuadrado de In hipotenusa es igual 4 la
suma de los cuadrados de los catefos.

Si en las dos tltimas proporciones del teorema anterior formamos el
producto de extremos y lo igualamos al de los 'medios, se tienes

CDxCB=A (?
BDxCB=AB®

sumando estas ecuaciones y sacando 4 C B como factor comin, resnlta:
(CD+BD)C B=A C*+A B®
pero como en la figura: C D+B D=C B, sustituyendo obtendrémas
C B°=A C°-+A B?

que es lo que debiamos demostrar.

Debemos repetir que el producto de dos lineas, asi como Ia segun-
da potencia de una recta, generalmente es el producto de los nfimeros
que expresan las relaciones entre la magnitud de cada una de estas li-
neas y la magnitud de la unidad de longitud.

532.—De aqni se inflere que elcuadrado de un catefo es igual al cua-
drado de la hipotenusa menos el cuadrado del ofro cateto; pues despe-
jando en la filtima ecnacién & A C® 6 4 A B? se tiene:

A (=0 B*—~A B’y A B*=C B"—A (?

533.—Iin wn trudngulo oblicudngulo, el cuadrado del lado opuesto al
dngulo obtuso, es igual ¢ la suma de los cuadrados de los otros dos la-
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