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- 4
una proporeion nos dard el niimero de grados del arco

T24Q47790 : 83 :: 360° : x=150°——40"
con poca diferencia.
E;;jt):tz:::'i:sz uZa magm’éuaj’ deun arco de €0° en paries del radio
pore el radio=1, La circunferencia serd
C=2nr

sustitu
1yendo C=2 X 3141593 X 1==6283185

estableciendo la proporcién:
A :
360° : 60° :: 6283186 : x=1°047198

Esto es, siendo 1 el radi i
e el radio, la longitud del arco de 60° seré 1047198
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SEGUNDA PARTE.

—

SUPERFICIES.

PRELIMINARES.

551.—Superficie es lo extensidn en longitud y latitud.

La superficie de una figura es 1a exbension
comprendida entre las lineas que la limitan.
Del mismo modo que la medida de una linea
se obtiene refiriendo su longitud 4 la de otra
linea escogida por unidad y determinando
cnéntas veces la contiene, para valuar una
superficie es necesario determinar cuantas
veces conliene la unidad de superficie. Al

tirs 0 tratar del sistema de pesos y medidas (182 ¥
185) hemos visto que la unidad superficial es un cuadrado, y si repre=
sentando esta unidad por a b ¢ d (fg. 230) quisiéramos estimar la area
6 superficie del rectangulo A B O D, bastaria averiguar cudntas veces
¢l cuadrado estd contenido en el rectangulo. En la figura que hemos
tomado por ejemplo, diriamos que la &rea del rectingulo es de 12 me-
dios centimetros cuadrados, porque 12 veces cabe la unidad superficial
escogida, que es el medio centimetro cuadrado, en dicho reetangulo.

Se llaman figuras equivalentes las que fienen superficies tguales, Y
como se ha visto, fignras iguales son aquellas que sobreponiéndolas coin-
ciden en todos sus puntos. Los rectingulos ABCDyEF G Hson

B
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resta i B, la que forz ivi
el ; Dr(l] osafne?t_t_e Sera menor que una de las divisiones,
S E’ C)os p(;mtos de division paralelas, quedarin divididos el rec-

ingulo A’ C" en dos 1'e?tﬁ:1g:i]os, y €l rectingulo A C en cuatro rec-
tangulos ignales entre si, mis otro i C menor que los demés

i .
Considerando las porciones conmetsurables, tendrémos conforme 4
lo que acabamos de demostrar:

rectingulo A’ O7 : rectingulo A o :: A 1% : A §

Como rect. A o=rect, A C—rect. i

do se tiene: C, y A i=A B—B i sustituyen-

rect, A’ O’z rect. A C—rect. i C:: A’ B° :AB-Bi
multiplicando entre si los medios ¥ los extremog
A Bxrect. A’ C—B ixrect. A’ (’=A’ B’ Xrect. A C—

trasladando: —A’ B’xrect. i C

A BXrect, A’ (—A° B’Xreet, A C=
=B iXrect. A’ C"—A” B’ rect. i C

U}la vez establecida esta ecuacion, vamos &4 demostrar que AJﬁ'&}{
rectingulo A’ (’ no puede ser designal § A’ B’ Xrectingulo A €. Si
lo fueran, habria eutre estos dos productos, cuyos factores todos 50;1
constantes, una diferencia d fija & independiente de 1a magnited arbi-
traria de las partes en que se divida A’ B’ v se tendria:

A Bxreef. A’ (P— A? B’Xrect, A 0==1.
¥ por lo mismo
Bixreet, A’ C°—A’ B’ xrect. i C=d.

Kn esta ecuacidn hay que notar: 1° que la resta d

n es ; _ es constante, por-
que indica la diferencia que, conforme 41

: jue a ecuacion pendltima, hemos
supuesto que pudiera existir entre los productos A BXrect. A’ ¢ y
> 3 - e
J?. Bmx 1ect.~qA C cuyos factores, como se ve en |a fignra, son cantida-
ces Djas, y 2° que el valor del minuendo Bixrect, A’ @ es variable, 4
causa de que al aumentar (imey divisi ‘ ’
g :; S el niimero de subdivisiones de A’ B el valor
tde b1 digminnye.
3311 efecto, dividiendo A’ B’ en 2 partes y llevando la magnitud de
estas partes sobre A B resulta B i< 22, §i hubibramos dividido A’ B’
9 b i ‘i i : .
en 20 partes, llevando la magnitud de estas partes sobre A B resultaria
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B i<AE y si hubiéramos dividido A’ B’ en 2000 partes resultaria
B i< & 2. Ahora bien, pudiendo ser B 1 una fraceion tan pequefia co-
mo se quiera, y disminuyendo el valor del producte Bixrect. A’ C’ en
proporcién del factor B i se comprende que podria llegar 4 ser menor
que la cantidad constante d; pero como es inadmisible que el minuendo
pueda ser menor que la resta, no podemos aceptar que sean designales
los productos A Bxrect. A’ €’y A’ B Xrect. A C, y siendo ignales, se
tendra la proporeion

rect. A’ €’ :rect. A G :: A’ B’ :AB

que es lo que se debia demostrar.

558.—Como en un rectdngulo puede tomarse la altura como base y
ésta por altura, se infiere que las dreas de los rectdngulos que tienen
sus alturas iguales, son proporcionales d sus bases.

¥ 559.— Dos rectingulos cualesquiera son entre st como los productos
respectivos de sus bases por sus aliuras.

E c Seaen ABCDyEF G H (fig. 236) dos rec-
g e 2 tangulos cualesquiera. Si suponemos sobrepues-
M }’— to el rectingulo B G de manera que coincida el

dngulo recto F con el D, tomard la posicion
E’ D & H’. Siprolongamosel lado G® I’ hasta
ATE, 0 B F : ; ;

Fca oo, M, se formara el paralelégramo A D G’ M de la
misma base que A C y de igual altara que D H’. Como el rectingulo
D M yel A C tienen la misma base A D, serdn proporcionales & sus
alturas, y por tanlo

rect. AC:rect. DM ::AB:D G....(m)

Los rectingulos D M y D I’ tienen la misma altara D G, luego se-
Tén proporcionales 4 sus bases, como lo expresa la siguiente propor-
cién:

rect. DM :rect. DH’ :AD:DFE
para eliminar el rectdngulo auxiliar D M multiplicarémos ordenada-
mente las proporciones (m) y (n), y suprimiendo los factores comunes,

resulta:
rect. AC:rect. DH’ : ADXAB:DEXD @&

sustituyendo
vect, A C:rect. FH 2 ADXAB;FEXFG

que es lo que se tenia que demostrar.
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360.—PROBLEAS DE FIG
boligono A B ¢ D E(

HLET08,

CoNsTRUCCION. —Tirese la diagonal A (C: por
el vértice B del tridngnlo A B ¢ que tiene esta
diagonal por base, tirese B B’ paralela 4 A C;
8i después prolongamos el lado D @ hasta su in-
terseccién en B’, con Ia paralela B B’ y trazamos

la recta A B, se tendrs o peligono A B’ D B de
un lado menos y equivalente ABCDE.

DEMOSTRAGI{’)N.——Tomando A C como base de los tridogulos A ¢ B
Y A C B’ por estar los vérbices opuestos B y B’
la, tendrin sus altnras ignales; luego (
A O B’ seran equivalentes. Si 4 cada uno de ellos se agrega el drea de
la figura A 0 D E, resultari ABC D I equivalente § A B’ D E,

IL—Zransformar un poligono ABC D E (ig.
{0 equivalente,

Figura 237,

sobre la misma parale-
556) los tridngulos A 0 B ¥

238) en un tridngu-

Ejecutando Ia construceién del problema an-

terior, transformarémos el pentigonoA BC DE

g ©n el cuadrilitero equivalente A B’ D E. En se-

Y\ guida, tirando la diagonal A D, Ia paralela E D’

i '\.\"\ y larecta A D, transformarémos gl cuadrilite-

B 10oABDBEenel trifngulo A B’ D, el cyal

Figans 28 resolverd el problema, supuesto que es equiva-

lente al cuadrilatero ¥ éste al pentdgono. Del mismo modo podri re-
ducirse 4 tridngulo un poligono de mayor nfimero de lados.

UL — Transformar un poligono A B CD (fig. 239)en otro equivalen-
te que tenga un ladp mds.

CoxstrRtceIoN.—Desde ol vértice A, tirese una ree-
ta indefinida A E que gquede fueia del poligono y
otra A F que toque el lado opuesto D C en un pun-
to cualquiera F: por el vértice D del tridngulo
A F D tirese D B paralela 4 A F, v reuniendo los
puntos B y F se tendr4 el poligono AB ¢ F E pe-
Figura 239, dido'

DEMOSTRAGION. —Tog triingulos AF Dy A F B tienen Ia misma
base A F, Y estando los vértices opuestos D ¥ E sobre una paralela,
tendrén alturas iguales, y por lo mismo serin equivalentes (556), Si 4
cada uno de log tridngulos equivalentes A F D YAF E seagrega Ia

parte comiin A F C B resnltars que el poligono A B ¢ D eg equivalente
4A B C F E que tiene un lado mis,

URAS EQUIVALENTES.—-I.—Z&-aanoa'f?aar el
fig. 237) en ofro equivalente que tenga un lady

VALUACION DE LAS SUPERFICIES.

i ; e
561.—Hemos dicho que para medir 6 valuar la drea (;18 2;: dﬂgmm,l
nec-esario determinar el ndmero de veces qte cout1eile uanid e

gz,fura escogida como término de comparacion, y que la

i es la unidad lineal. :
g b cuadmd{? G“YOA:zdgor ejemplo, si queremos medir la drea
D f N

4 la compa-
; del rectdngulo A B C D (fig. 240),t a cdo goﬁ
MG AR rarémos 4 la del cuadrado ab e d, toma
2 i’% ' mo unidad, y determinarémos cugntgs vecsfe
{HE B e idad lineal a b, lado del cuadrado, estd
e g > ii;;fiﬁi I:Ille&;a. ba;e A B del rectingulo (6
2 i ivision tira-
veces en el caso que consideramos). Si pmitlos, pugf;):nc‘lzz ;hg'nj;g; e
i a aran
erpendiculares 4 la base, resu : .
;1103 re':\.tai‘;se ?; la unidad y cuya altura es la del rectén gut}o g.oBc?mn-
];l)s (;Eyuida llevarémos la unidad lineal a d, 1a.do’ del cuaira ;1 e
n ﬁes se pueda sobre la altura A D de} rectangulo ( lenb e
tﬁ‘?‘ "‘31 ), y tirando por los puntos de divisién paralelas 4 la ad 3 o
eli?pé,oei fecté.ngulo A B 0 D dividido en 6 handas,' dca:}da. Zﬁierg ty
Pty 6 en j 6x4=24 unidades -
i drados, 6 en junto :
cuaiﬁsi c{ntwt?eas ét;‘;::-:‘apa.rat v;luar Ia 4rea del rectdngulo, se ha detlirm;
1e;.;lo zlvziiglero, de nnidades lineales de que co;si;an su has;; 3:1 ?E :adu:u,
= i resa cufinfas veces -
el producto de estos dos nimeros expresa s
i):rﬁgiral a b c d est4 contenida en el repeh;io .*reel;tsr:f:u1:3;:‘1:;:.e S
Z : o
de suceder que la nunidad lineal no g -
COmﬂbp;l‘i}e veces en la base y en la altura del ’rectangulo, valu.are
. caéfea fundéndonos (559) en que dos rectingulos cualesit;;erea];
:‘;iS;:oporcionales 4 los productos de sus bases por sus alturas. Asi,

Iz misma figura 240, se tiene:

ABOD:abed::ABXAD:abXxad

como a b ¢ d es la unidad superficial, y sus dos lados son iguales en-
zre sié iguales 4 1a unidad, sustituyendo resulta;

ABCD:1::ABxAD: :1x1

luego despejando, resulta la drea de




a

F!qm]valentes porque tienen la misma superficie; Pero como se ve, no son
X = i . 2
1guales. No siendo posible en cualquiera figura sobreponer la unidad

para valuar su superficie, es precis i
pars i 0 para conseguirlo valerse d i
indirectos. i T

E=g D 3 - ra
! 532 : Para determinar las 4reas es de un nso frecuente escoger en los
ridngu os,ny en Ic;s paralelogramos uno de sus lados como Jase de la fi-
gura, y se llama altura la perpendicular baj:
ura, ajada sobre este lado br-
tice 6 del lado opuesto, eact

g 6 ‘M_o Asi(fig. 231)tomando A B por base,
: la alture del trifngulo es C D, En el

/\ /{ triangulo E F G, considerando E F
BEgR EF 0 o LK como base, la altura es G H, la cnal,
Figara 1. €OmO se ve, cae sobre la prolongacién

de la base. Por dltimo, en el paralelégramo J 0, 1a base es J }bi yla

altura M L, la cual puede bajarse desde cualquier punto del lado opues-
to 4 la bage.

553.—Un paraleligramo A B C D (fig. 232) Yy unrectdngulo A BEF

que tienen lo misma base A B ¢ igual altura, son equivalentes.

F__E D y -
£ Siendo la altura del paralelogramo igual 4 la per-

pendicular E B, si prolongamos F E pasar por D C,
¥ ejecutéindolo resultarin dos tridngulos A F D ¥
A 2 B E C que seréin igunales, (385). En efecto, por una

Figura 22, parte el dngulo F A D=E B (, por estar formados
por lados paralelos, y tener sus vértices en la misma direccién y por
otra, F A=K By A D=B C por lados opuestos de paraleldgramo,
Una vez demostrado que el tridngulo

AFD=B E (¢

51 sucesivamente restamos del trapecio A B C F cada uno de estos trisn-
gulos tendrémos: :

ABCF-AFD=ABCF-BEC

luego A B CD=A B E F e superficie, que es lo que se querfa
demostrar. :

904.—Dos paraleligramos de iqual base 6 igual altura son equiva~-
lentes, por ser cada uno de ellos equivalente 4 mn rectingulo de la
misma base y altura,

905.— Un tridngulo cualguiora A B C (fig, 233) es equivalente ¢ la
mitad de un paraleligramo de lo misma base y alfura.

. fB e
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D g Considerando A C como la base del tridngalo, por el
/ vértice B del dngulo opuesto tirese B D paralela 4 A C,
/  ypor C una paralela C D 4 A B, resultari el paralelé-

,
/

; gramo A B D C de 1a misma base y altura que el tridn-
4 c % i
Figars 2. gulo; pero como los trifingulos A B Cy B C D son igua-
les (386), por tener B C comfin, B D=A C y A B=C D por lados
opuestos de paralelégramo, se-infiere que el tridngulo A B C serila
mitad del paralelégramo que tiene la misma base y altura que &l
556.—Dos tridngulos que tienen sus bases y alturas respectivamente
igquales, son equivalentes; porque cadauno de los tridngulos es la mi-
tad de paralelogramos equivalentes entre si.
557.—Dos rectangulos de la misma base son proporcionales d sus al-
turas.
Puede suceder que las alturas sean conmensurables 0 inconmensura-
bles entre &l
1° 8i (fig. 234) se tienen los rectingulos
ABCDyA B CI)de bases iguales, A D
B ¢ — A1’y cuyas alturas A B y A’ B’ sean con-
mensurables, de modo que, por ejemplo, divi-
A 5, AL— Iy diendo A’ B’ en tres partes iguales, cada una
Tia 0. de éstas puede levarse sobre A B cinco veces,
en este supuesto resultard

A2 B A Bend -5

Si por los puntos de division tiramos paralelas respectivamente 4 las
bases A’ I’ y 4 A D quedard dividido el rectdngulo A” O’ en tres rec-
tingulos, y el rectingulo A C en cinco rectingulos ignales todos entre
si por tener la misma base y altura, lnego

rectdngulo A’ C’ : rectdngulo AC ::3 : 5

gnprimiendo la razén comtin de estas dos properciones, se tiene por

altimo:
rectngulo A’ (7 : rectingulo AC = A'B' : A B

que es lo que se tenia que demostrar.
9¢ Si lag alturas A B y A’ B’ son tncenmensu-
‘E g rables (Bg. 235) el teorema serd igualmente cier-
' g o to. Supongamos que después de haber dividido
| A’ B’ en dos partes iguales, al llevar la magnitud
|, de estas partes sobre A B resulte esta altura di-
vidida en cuatro partes de A 4 i, quedando una

T AT B 101




