COMPARACION DE LAS AREAS.

574.}—-Las dreas de dos paraleligramos cualesquiera, son propereio-
nales d los productos respectivos de sus bases por sus alturas.

Como la é,rea_ de un paralelégramo es igual al producto de su base
por su altura, si representamos por P y p las reas de los paralelogra-
mos, por B y b sus bases y por A y a las alturas, se tiene:

P=BxA
p=bXa

Dividiendo una por otra estas ecnaciones, resulta:

P__BxA
p bXa
) P:p:BxA :bxa

que es lo que ge debia demostrar,

575.—Las dreas de dos tridngulos cualesquiora son proporeionales &
los productos respectivos de sus bases por sus alturas.

Como la 4rea de un triangulo es igual 4 la mitad del producto de su
base por su altura, si llamamos T y ¢ las 4reas de los tridngulos By b
sus bases, y A y a sus alturas, se tiene:

g BxA
2

2
Dividiendo una por otra estas ecuaciones, y suprimiendo el denomi-
nador comun 2, resulta:
T_BxA
e
o T:t:BxA:bxa
que es lo que expresa el teorema,
De aqui se infiere: 1° que las dreas dg los tridngulos que tienen bases

141

iquales serdn proporcionales 4 sus alturas; y 2°, que las dreas de los
tridngulos que tienen alturas iguales son proporeionales ¢ sus bases;
pues para demostrarlo basta suprimir el factor ignal en la segunda ra-
z6n de la anterior proporcion.

56— Las dreas de dos tridngulos AB C y D E F (fig. 249) que

tiomen un dngulo igual, son proporcionales & los productos respectivos
de Tos lados que forman el dngulo igual.

Si el 4ngulo B=E sobreponiendo los
tridngulos, el lado E D tomaria la po-
sicion BD’ y el lado E F la de B F” yreu-
niendo D’y F’se tendria el tridnguio
B D’ ¥’ igual & E D I, por tener un én-
gulo ignal formado por dos lados respec-
tivamente ignales. Ahora bien, tirando
la recta A F’ resultaré el tridngulo A ¥’ B en el que tomando B F” co-
mo base, tendr4 la misma altura a que A B C; y si se toma B A como
base tendré la misma altura 2’ que B D’ B, Supuesto que estos trian-
gulos tienen la misma altura serdn proporcionales 4 sus bases [575—2°]
y tendrémos: :

Figura 249.

ABC:AFB:=BO:BF
y AFB:BDF ::AB:BD

multiplicando ordenadamente estas proporciones y suprimiendo el fac-
tor A ¥’ B comfin 4 los dos términos de la primera razon, resuita:

ABC:BDF =:BCxAB:BFXxBD
y sustituyendo sus iguales
ABC:EDF:BCxAB:EFXED

que es lo que se queria demostrar.
57%.— Las dreas de los tridngulos semejantes son proporcionales 6 los
cuadrados de sus lados homdlogos.
A A Sean los tridngulos A B C y A’ B’ C’ [fig. 250]
por ser semejantes tendrin sus Angulos iguales y sus
; . sus lados homoélogos proporcionales. Por ser el &ngu-
E——8" 15 A=A’ se tiene (576).
o 8 ABC:ABCQ:ACXAB:AUXA' P

Figura 250

por lados homélogos A C: A C' : A B: A’ B’ multiplicando estas
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Formando una proporcién con estas ecnaciones, se tiene:

S R g
suprimiendo el factor comfin z de la segunda razdn, resulta:
Sl ol (1)

Si en esta proporcién sustituimos por R y r sus valores en funcién
del didmetro que expresarémos, por D y d, se tiene:
2 2
Sigie D ﬂ_

.

AR
multiplicando por 4 Ia segunda razén, resulta:
Sis s D2 d2 e ()

quedando demostrado el teorema por medio de las proporciones (1) y (2).

581.— Las dreas de dos sectores semejantes son proporcionales & los
cuadrados de sus radios, ¢ al cuadrado de sus arcos.

Se dice que dos sectores son semejantes, cuando los arcos que los for-
man tienen el mismo nimero de grados.

Si representamos por S y s las 4reas de los sectores, por A y a los ar-
cos, y por B y r los radios, tendrémos (570):

de donde

Como los arcos de ignal nfimero de grados son proporcionales & los
radios, se fiene:
Ava e Bate o)

multiplicando estas proporciones y suprimiendo los factores comunes,

resulta:
Ny Bt

que es lo que expresa la primera parte del teorema. Para demostrarla
segunda establecerémos la proporcién
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multiplicando ordenadamente los términos de esta proporeion por los
dela (1) y suprimiendo los factores comunes, resulta:

S i
&
que es lo que se debia demostrar.

582.— s de mucho inferés fijar la atencién en la correspondencia
fntima que existe siempre entre las relaciones geométricas de una fign-
ra y las relaciones numéricas de sus lineas 6 de sus éreas, que no vie-
nen 4 ser sino la tradaccién de las mismas propiedades en ofro lengna-
je. Asi, pues, valiéndonos de esta correspondencia, hemos demostrado
en muchos casos por medio del Algebra, teoremas de geometria, y otras
veces por medio de la geometria podrin establecerse 6 demostrarse f6r-
mulas algebraicas. :

Por via de ejemplo, demostrarémos geoméiricamente una f6rmul
establecida en Algebra, y un teorema deducido de las propiedades de
las lineas proporcionales.

583.—Dadas las lineas a y b (fg. 253), determinar la relacion que
ewiste entre estas rectas y el cuadrado de su suma. ;
Témese A B=a; en su prolongacion coloquese B €
e =Dh, y construirémos luego el cuadrado A C D E so-
y p breellado A C=a-+b; tomando A F=a, y tirando
por los puntos By F las rectas B H y F Y paralelas,
Y 4 los lados del cuadrado, se tendra:

sup, A C D E=snp. (A G4-C G+E G+G D)

B
RanLg o El rectingulo O G, como ficilmente puede demos-

trarse, esigual 4 E G; asi es que, sustitnyendo:
A CD E=A G+42 C G1+GD

y reemplazando estos valores geométricos por sus expresiones algebrii-
cas, resulta:

(a+bP=a+2 a b-+b?

ouya formula hemos demostrado en aritmética al tratar de las partidas
del cuadrado de un nimero compuesto de decenas y unidades, y en &l-
gebra al ocuparnos de la multiplicacién de los polinomios.
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584.—Fl cuadrado C H (fig. 254) formado sobre la hipotenuse de un
tridngulo rectdngulo, es equivalente ¢ la swma de los cuadrados A D y
A G formados sobre los catetos.
E Desde el vértice A del 4ngulo recto, béjese la per-
E pendicular A O, prolénguese hasta K y tirense las
A _~7p rectasBDy A M.

G [, El tri:h%{ﬂo B CD esigual 4 A M C por tener
Bl ig\ el ingulo B C D=A C M formado por lados res-
ey pectivamente iguales, B C=C M y C D=A C por
B lados de cuadrados. El 4ngulo B C D esigunal 4
H ﬁ'émm A C M porque cada uno de ellos estd formado de un

4ngulo recto, més la parte comin A C B. Asi, pues, se tiene:

iridngulo BD C=A M C.... (1)

El tridngulo B D C tiene la misma base D C que el cnadrado A D,
& igual altura, por estar comprendidos entre las paralelas C D y B E,
loego

cuad. A D”” ©)

sup. tridngulo B D C=

El tridngulo A M C tiene la misma base C M que el rectingulo
0 C M K, é igual altura, por estar comprendidos entre las paralelas
CMyA K, luego

sup. tridngulo A M C=

TECt‘."G K oAl (3)

2
Siendo los primeros miembros de las ecuaciones (2) y (3) iguales en-
tre si (1) resulta que
cuad. A D_ rect. C K
P 2

0 cuad. A D=rect. C K.... (9

de una manera aniloga puede demostrarse que
cuad. A G=rect. B K.... (5)
sumando las ecuaciones (4) y (5), tenemos por altimo:
cuad. A D t-cuad. A G=cuad. C I

que es lo que expresa el teorema, y lo mismo que habjamos demostra-
do en el nim, 531, de otro modo,

A The
585.—OBSERVACION. —Hsta propiedad nos sirve para formar un cua-
drado equivalente 4 la suma ¢ 4 la diferencia de dos cuadrados conoci-
dos; pues si se construye un tridngunlo rectingulo A B C (fig. 254) en
el que los catetos A B y A C zean los lados de los cnadrados conocidos,
el cuadrado formado sobre la hipotenusa serd equivalente 4 la suma de
los cnadrados A G y A D; y el cuadrado construido sobre uno de log

catetos serd equivalente 4 la diferencia entre el euadrado de la hipote-
nusa y el del ofro cateto.

586.—Si observamos en la fignra 254 que el cuadrado B C M H y los
rectdngnlos B K y C K tienen la misma base B H=0 K, sus 4reas se-
rdn proporcionales 4 sas alturas B C, B O y O C; esto es,

BM:BK:CK :2:BC:B0:0C

suetituyendo por B K su equivalente A G, y por C K el suyo A D, se
tiene que
BM:AG:AD =2BC;B0:0C

esto es, que Iz relacion entre el cuadrado formado sobre la hipotenusa
y los cuadrados construidos sobre los caletos, es lo misme que la que
hay entre la kipotenusa y los segmentos B O y O C.

587.—La drea de un poligono, construido sobre la hipotenuse de un
iridngulo rectdngulo es equivalente ¢ la suma de las dreas de los poli-
gonos semejantes af primero, construidos sobre los catetos del mismo
fridnguls.

i en la figura 255 llamamog A la 4rea del poligono
construido sobre la hipotenusa, a la del construido so-
e bre el cateto ¢, y a’ 1a del construido sobre el cateto ¢,
h- tendrémos que por ser los poligonos semejantes, sus
dreas serdn proporcionales 4 los cnadrades de sus la-

dos homologos (579). Hsto es:

Figura 255. grigd malre® A h?

Funddndonos en que la suma de los antecedentes es 4 la de los con-
secuentes, como un antecedente es & su consecuente, se tiene;

ata’ :c®+c? AR
pero como (584) h*=c}+c?

siendo iguales los consecuentes, lo seréin los antecedentes,
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Inego A=ata’

que es lo que se debia demostrar.

e »
: 588 ZLo: drea de un circulo construido sobre ln hipotenusa de un
ridngulo 7 ecigngu?o como didmetro, es equivalente & la suma de los cir-
culos construidos sobre los catefos como didmelros

Sie:?do t_al circulo un poligono regular de una inficidad de
lados-mﬁmtamente pequefios, este teorema es un corolario del
anterl?r; pero lo demostrarémos fundindonos en la expresién
d? la drea del cirenloen funcién del dismetro (568). Sea (fig.
256) D la hipotenusa, didmetro del cirenlo construido sobre
ella y S su drea, d uno de los catetos, didmetro del circulo cu-

a ” a T = + ya Al =
ya frea 1eprea:engaremos por 8; y d” el otro cateto difmetro del eircalo
coya firea es &', En tal virtnd,

&
Figora 256.

g=" D" g="
: =7

y funddndonos en que el cuadrado de la hipotenusa es igual 4 la suma
de los cuadrados de los catetos, se tiene:

D*=4>+4d”
multiplicando por %
zD wd mxd”?

4 4+4

y sustituyendo S=s}¢

que es lo que ge queria demostrar,

589.—PROBLEMAS DE COMPARACION DE AREAS,
—L—Dada la drea A de wn poligone P (fig, 257)
y uno de sus lados 1, determinar Iz drea de un se-
gundo poligone p semejarte al primero, y en el
cual se conoce el lado homélogo T,
1F_ v Como las 4reas de las figuras semejantes son
ignra 237, 1
: proporcionales 4 los cuadrad -
e ados de sus lados ho
A a2
A 1)2

de donde e
19'
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T1.— Dados dos poligonos semejontes (fig. 257), construir olro sems-
jante d ellos y equivalente 4 su sume.

Para resolver este problema, lo esencial es determi-
nar la magnitud del lado del poligono buscado, ho-
mélogo 4 uno de los 1ados de los poligonos propuestos.

¢ Constriiyase el dngulo recto A (fig. 238) y llévense
1 sobre sus lados longitudes respectivamente iguales a
T los lados homélogos 1y I’ de los poligonos conocidos;
Eigwa 66 tirese la hipotenusa B C, y si sobre ella se construye
nn poligono semejante 4 uno de los dados, quedars resuelto el proble-
ma (587).
TI1.—Dados dos cireulos A y B (fig. 209) construir otro equivalente
@ sw diferencia. :

A

Tirese el didmetro D E, desde su extremo
D llévese 1a cuerda D F igual al didmetro d
del circulo menor B, y tirando la cuerda
T B ésta serd el didmetro del cirenlo pedido.

DEMOSTRACION .—Por ser rectangulo el
tridngulo D F E, se tendréd:

E F*=D E*—D F*

Si representamos por Rel radio del cirealo A, por r el del circulo B,
y por 1’ el del circulo buscado, cuyo dismetro vamos & demostrar gue
debe ser F E; sustituyendo en la anterior ecuacifn, se tiene:

4r°=4 R*—471°
dividiendo todos los términos por 4, y multiplicando por 7, nos da:
P .r:s:ﬂ. Rz__?r r

que es lo que debiamos demostrar.
IV.— Construir un poligono semejante & otro p (fig. 260), y cuye
drea esté con la del primero en la relacién de m 4 1.
Sea'ab uno de los lados del poligono da-

A
do, y vamos 4 determinar el lado hom¢élo-
LA go del poligono cuya 4rea ha de estar con

C M BN E lade ésteen larazbn dem : n.
é Sobre una recta indefinida llévense dos
rectas, C D y D E, cuyas magnitudes es-
Figura 260, tén en Ja relacion dem ; n. Sobre C & co-
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mo d.iémetro, trﬁces_e una semiciréunferenci‘:i‘;"]evﬁnteso en D la per-
pendicular D A, y tirando las cuerdas A O y A E, llévese sobre la pri-
ineru de A i B el lado a b, por B tricese B F paralela 4 C E, y la rec-
& A I serd el lado homologo & a b del poligono buseado. ,

AC:AE :AB:AF
A0 - AR VAVEE OACR?
como A C’>=m. CE y A E>=n. CE (530—3°)

sustituyendo estos valores en la proporcién anterior y simplifieando

tendrémos: minsiT A B ME AR
6 sustituyendo R rabee ACH?

]}'0:(;::10 las ft{'ez;s de los poligonos son proporeionales 4 los cuadrados de
08, 86 } i i -
, se infiere que la 4rea del poligono construido sobre la recta

A. F, E} p (i i |i p 3

el 4 AT 4 B m————

TERCERA PARTE.

VOLUMENES.

Planos y rectas.

590.—Hasta aqui nos hemos ocupado del estadio de las propiedades
de las figuras que pueden estar contenidas en un plano, considerando
1as relaciones que existen entre las partes que las forman, con el fin de
deducir de los elementos conocidos los desconocidos. Esta parte de la
geometria elemental se denomina por esta razdn geometria plana. Va-
mos ahora & tratar de las figuras considerdndolas en el espacio y de los
cuerpos con sus tres dimensiones, cuyo estudio constituye lo que co-
munmente se Hama geometria en ¢l espacio- :

Nos ocuparémos primero de las relaciones de las lineas rectas con los
planos; en seguida de las 4 que dan lugar los planos entre si, y por alti-
mo, de los cuerpos formados de planos @ originados por el circulo, va-
luando sus dreas y sus volimenes.

501, Plano es una superficie fal que si se toman dos puntos cuales-
quiera sobre esta superficie y se les reune por und recta, esta linea ten-
drré todos sus puntos en la superficie.

Todo plano debe considerarse como una guperfi-
oie indefinida en longitud y latitud, & menos que no
ge fijen los puntos que lo limitan. Puede concebirse
el plano engendrado por ol movimiento de una recta
o A (fig. 261) que al girar al rededor del punto o, al-

Figura 21




Proporciones ordenadamente y suprimiendo los factores ignales, resulta

ABC. A BRGEoA BEaALBRE

Como los trifingulos son semejantes, se tiene:

ABAB AC AN BB &

elevando al cuadrado
AB A B A A0 B2 B2

comparando esta serie de razones con la proporcién (1) resulta:
ABO:AXBQC:AB : A’B? : AC*: A°C2 =B C: B (02
que es lo que se debia demostrar,

5?8.—-11&3 dreas de dos tridngulos semejantes son proporcionales d
los cuadrados de sus bases ¢ de sus alturas.

En el hecho de ser los triangulos semejantes, conforme al teorema
del nfimero anterior, sus 4reas serin proporcionales al cuadrado de los
lados que 86 tomen por base.

Para demostrar que lo son 2l cuadrado de sus

alturas, en los trifingnlos semejantes A B C,

abe (fig. 251) tomemos A C y a ¢ por bases, ti-

remos las alturas B D y b d, y resnltardn los

g 'p2i—,—-5 tridngulos BC D y be d, que serdn semejantes

Figura %1, por ser rectangulos, y tener el 4ngulo B C D=

b ¢ d por ser suplementos respectivamente del dngulo BC A=bec a
como Aingulos de los tridngulos semejantes.

Comparando los lados homélogos de los tridngalos BC Dybed,

se tiene BC:be::BD:bd
elevando al cuadrado BC*:bc*u:BD?:b d?

Por otra parte, las fireas de los tridngulos, por ser semejantes, esta-
rén en la relacién de

. ABC:abeuBC®:be®
luego ABC:abc::BD*:bd?

que es lo que se debia demostrar.

579.—Las dreas de dos poligonos semejantes son proporcionales é los
cuadrados de sus lados 6 de sus lineas homélogas.
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Sean ABED Cyabede (fig. 252) dos

poligonos semejantes; si desde los vértices B-

y b se tiran diagonales, quedarin divididos

o en tridngulos que serdn respectivamente se-
mejantes (520) y se tendrd:

ABG:abc::AG”:ac”.:..(l)
BOD:bed:CD?:ed®
BDE:bde::DE?:de®

Siendo semejantes los poligonos, sus lados y lineas homolegas serin
proporcionales, y terfdrémos:

AC:ac::CD:cd::DE:de
elevando al cuadrado esta serie de razones
AC:ac2:CD?:cd®>:DE :d¢”

por ser iguales las segundas razones ce las tres primeras proporciones,:
ge tiene:

ABCQC:abex:BCD:bed::BDE:bde

Fund4ndonos en que la suma de los antecedentes es 4 la de los con-
secuentes, como un antecedente es 4 su consecuente, tendrémos:

ABEDC:abedec::ABC:abe....(?)

Suprimiendo la razén comin entre las proporciones (1) y ), re-
sulta:
ABEDC:abedc:zAC*:ac?

Esta proporcién demuestra la primera parte del teorema, y como en
vez de 1a razén A C? : a ¢® por la semejanza de los trifingulos, puede
ponerse la de otras lineas homoélogas elevadas al cuadrado, quedard de-
mostrado el teorema en todas sus partes.

580.—Las droas de los circulos son proporcionales & los cuadrados
de sus radios 6 de sus didmetros.

Hemos visto que la firea de un circulo (568) estd expresada por la
férmnla:

S:n‘ Rsa
la de otro circulo seria F=ar




