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mo d.iémetro, trﬁces_e una semiciréunferenci‘:i‘;"]evﬁnteso en D la per-
pendicular D A, y tirando las cuerdas A O y A E, llévese sobre la pri-
ineru de A i B el lado a b, por B tricese B F paralela 4 C E, y la rec-
& A I serd el lado homologo & a b del poligono buseado. ,

AC:AE :AB:AF
A0 - AR VAVEE OACR?
como A C’>=m. CE y A E>=n. CE (530—3°)

sustituyendo estos valores en la proporcién anterior y simplifieando

tendrémos: minsiT A B ME AR
6 sustituyendo R rabee ACH?

]}'0:(;::10 las ft{'ez;s de los poligonos son proporeionales 4 los cuadrados de
08, 86 } i i -
, se infiere que la 4rea del poligono construido sobre la recta

A. F, E} p (i i |i p 3

el 4 AT 4 B m————

TERCERA PARTE.

VOLUMENES.

Planos y rectas.

590.—Hasta aqui nos hemos ocupado del estadio de las propiedades
de las figuras que pueden estar contenidas en un plano, considerando
1as relaciones que existen entre las partes que las forman, con el fin de
deducir de los elementos conocidos los desconocidos. Esta parte de la
geometria elemental se denomina por esta razdn geometria plana. Va-
mos ahora & tratar de las figuras considerdndolas en el espacio y de los
cuerpos con sus tres dimensiones, cuyo estudio constituye lo que co-
munmente se Hama geometria en ¢l espacio- :

Nos ocuparémos primero de las relaciones de las lineas rectas con los
planos; en seguida de las 4 que dan lugar los planos entre si, y por alti-
mo, de los cuerpos formados de planos @ originados por el circulo, va-
luando sus dreas y sus volimenes.

501, Plano es una superficie fal que si se toman dos puntos cuales-
quiera sobre esta superficie y se les reune por und recta, esta linea ten-
drré todos sus puntos en la superficie.

Todo plano debe considerarse como una guperfi-
oie indefinida en longitud y latitud, & menos que no
ge fijen los puntos que lo limitan. Puede concebirse
el plano engendrado por ol movimiento de una recta
o A (fig. 261) que al girar al rededor del punto o, al-

Figura 21




Por una parte las rectas A B y C D estén en el mis-
mo plano A D, y por otra estando colocadas sobre los

planos paralelos M y N no podrén encontrarse prolon-
gadas, luego son paralelas.
Fignra 269,

605.—ZLas partes A C y B D (fig. 269) de paralelas comprendidas
entre dos planos paralelos son iguales.

Por el supuesto los lados A € y B D son paralelos, y por el teorema

anterior o son también A By C D, Inego la fignra A B O D sers pa-
ralelogramo, por lo cual A C=B D (449)

De esto resulta que dos planos paralelos tienen todos sus PUNT0S equ-
distantes; pues bastaria imaginarse que el plano A D fuera perpendi-

cular para que las rectas A C y B D midiesen las distancias de los dos
planos.

606.—La recta A B (fig. 270), perpendicular ¢ un plano M, lo es

lambién & cualquiera otro plano N que le es paralelo.
i Si por A B se hace pasar un plano cualquiera A B C,

por ser A B perpendicular 4 M, el 4ngulo A B ( serd
- recto; por ser N paralelo 4 M, Ia interseccion A D es
Z paralela & B C (604) y por tanto el anguloB A D tam-
=L bién serd recto. Como otro tanto sucederia con cual-
iy quiera otra recta que pase por A y esté en el plano N,

se infiere que A B es perpendicular al plano N,

607.—Zoda recta A B [fig. 271] paralelz i otra C D, o es iqual-
mente d cualquier plano M que pase por la sequnda sin pasar por A B,

Estando las dos rectas A By ¢ D en el mi
ralelas, la recta A B no podri

smo plano N por ser pa-
a encontrar el plano M sino en la inber-
seccién comitin de los dos planos, esto es, sobre la prolongacién de ¢ D;
pero como por el supuesto no es esto posible, tampoco podré encontrar
A B al plano M, y por tanto sers paralela 4 él.

608.—8¢ una recta A B (fig. 271) es poralela ¢ un plano M, cual-
quier plano que pase por la recta A B encontrard
paralela 4 ella.

B

al primero segiin una

Porque A B prolongada no podria cortar & C D sin
encontrar al plano M, lo que serfa contra el supnesto.
De esto se deduce, que cualquiera recta paralela &

A B tirada por un punto del plano M, estd toda com-
Figura 71, prendida en este plano.
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609.—-Las partes de paralélas A°C y BD (ﬁg.l ?713}:{;%3};:;(&&53
tre una recta A B y un plano M que le es paralelo son tg = :
erupuesto que la figura A D es paraleldgramo, y en todo paralelogra
o .
s fz::jt(;: Ss‘:tl' ];“g‘e; B D perpendiculares al plano M‘;, el
tecﬁ‘::l:. 22 liagua‘]mente cierto, se i_nﬁere que, u:fm recta paralela & un
plano tiene todos sts puntos equidistantes de éste.

610.— Dadas dos rectas A By C D (fig. 212) en el espacio que no slg
com‘m;, ni son paralelas, por une de ellas AB solo s puede hacer pasar
wn plano paralelo 4 la otra 0 D.

Y T R Si por un punto cualquiera A. de la recta A Bse

T X tira una paralela AE 4 C 1?, y se heu’:e pasa;g;;or

% A By AE unplano, éstesera parale’loaCD( ;

Ademés, como todas las paralelas& A E y porlo

mismo & C D que pasan por un punto d.e A B,' es-

tin en un mismo plano, no hay mis de uno solo que satisfaga 4 la
cuestion.

611.— La menor distancia de dos rectas en el esp’acia, ABg C’?;D (fi-
gura é73) que no se cortan, es la perpendicular 00’ comin & amboas.

Por ¢l punto A tiremos A D’ paralela !é CD, y
;A A hagamos pasar el plano M por AByA D que sg;;’
\r;' paralelo 4 la recta C D. Por el punto C tiremos .
3 g paralela & A B, y hagamos pasar el plano NLpor o
£ 3 ] y C B’ que serd paralelo & la recta A‘B. - a.lmenrla-
Figura 213, distancia de lasrectas AByC D ai:r; 11?3 :mc:)sspp 3
nos paralelos M y N que las contiz;;en.’ IIqur Ja recta o
no B E perpendicular 4 M y a X. :
sarLi ipnl::lersecciénp de este plano con N encuentra alan r;;::a.éGGDDenq ue;
to O, y levantando en este punto una perpendica e ue, £
Pund % n el plano B E, se tendra por ultlmo.la rectz:. q =
?1:9011:; ad?stantga de las rectas, siendo perpendicular & ambas y a los
iﬂaﬂ"f quellacsi: (:111:22:;3 A By CD en el espacio que no st czortan, es
1]?];1 ;n]%‘l c?ue forma una de ellas A B con otra recta A D’ tirada por
imo de sus puntos A y paralela 4 la otra C D.

M

N

2 tén en el mismo pla-
__Dos rectas AB y CD (fig. 214) que no es . '
061;@; dﬁcz\a cortadas en partes directamente proporcionales por tres
70, que
planos paralelos, M, Ny P,




Reuniendo los puntos A y D y tirando las rectas
BD, EF, FGy A C por los puntos de interseccion
de las rectas AB, AD y CD con los planos M, N y
P, se tendrd E F paralela & B D (604) y F G parale-
la 4 AC, por lo que (510)

AE:EB :2AF:ED
Al FD 0G4
luego AE: EB :CG:6GD

612?.;PROBLEMAS.—I.——B@;’{::‘ una perpendicular & un plano M,
(fig. 275) desde wn punto P tomado Juera de él.

Sefifilense tres puntos del plano A, By C equidistantes de P, por

et‘Ios hiigase pasar un circulo cuyo centro O serd el pié de la perpen-
dicular (593).

(ﬁé,llz?;)):%dg un punto O de un plano, levantarle una perpendicular
: F!.’omando O como centro tricese un circulo, y en tres puntos de su
circunferencia levintense tres oblicuas ignales AP, BPyCP, yde-

terminando ell punto P en que coinciden sus extremos, éste serd el otro
de la perpendicular buscada.

: Haciendo coineidir con el punto O los vértices de los
dngulos rectos de dos escuadras AQ Py C O P, puede
determinarse igualmente la perpendicular O P por la
linea de uni6n de las escuadras (593).

Figura 275,

L. — Levantar un plano M (Bg. 275) perpendicular 6 una recta OP:
1° por un punto O de la recta y 2° por un punto C Sfuera de ella.

IO.EH el punto O levdntese la recta O C perpendicular 4 O P. En
seguida, en un plano diferente de P O C, levantese otra perpendicular
AO4PO, yhaciendo pasar un plano por CO y A O, se tendré el
plano pedido. ;

2° Béjese del punto C la perpendicular C O 4 P O; determinado el
p}mta 0, levéntese por él otra perpendicular 4 P O, pero en un plano
diverso al P O C. Haciendo pasar un plano por las dos perpendicula-
res C O y O A, se tendré resuelto el problema.

I\T.—-Tzfmr desde un punto P (fig. 276) una perpendicular G una
recia A B contenide en un plano B,
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Desde P bajarémos P C perpendicular al plano B.
De su pie C tirarémos C D perpendicular 4 A B,y
renniendo los puntos P y D, la recta PD serd la per-

pendicular pedida.
Para demostrar que el dngulo P D A es recto, tire-
SEnR A mos las rectas C A y A P, siendo recténguloslos tridn-

gulos P C Ay C D A, se tendrd:
PN =P O L OA

pero como PCC—=PD*-CD?yCA>*=CD* { AD*

sustituyendo resulta P A* = PD* + A D”

Inego el 4ngulo P D A es recto.
Como el plano P C D es perpendicular 4 A B, este problema es tam-

bién el procedimiento pars firar desde un punto P un plano perpendi-
cular ¢ una recta A B.

V.—Por un punto A (8g. 211) tirar un plano paralelo & otro M.
En el planodado M, se trazarén dos rectas BC y
N B D, que se corten en el punto B, Por el punto A
se tirarin A (7 paralelad B O, y A D’ paralela &
B D; haciendo pasar un plano N por A C’ y A D,
este serd el plano pedido.

Figura 277.

VI.—Por un punio 4 (Bg. 217) tirar una recta paralelo & un pla-
a0 M.

Por un punto cualquicra B del plano M, tracese la recta B D, tirese
A B, por el punto D llévese D D’ paralela & ignal 4 A B, y reuniendo
los puntos A y D’ se tendré la recta A D’ paralela al plano M. Como
por el punto B pueden trazarse una infinidad de rectas, y por A tirar-
go otras tantas paralelas, el problema admite un niimero indefinido de

resoluciones,

VIL—Por un punto A (tig. 278) tirar un plano paralelo & dos rec-
tas cualesquiera B Oy D E, que no estén situadas en el mismo plana.

Por A tirense be¢ y d e respectivamente paralelas &
e B Cy D E, y haciendo pasar un planoporbAcydAe
B D\ quedaré resuelta la cuestion.
(-]

Figura 278,
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guno otro de sus puntos toca la recta A B. Ignalmente puede conside-
rarse un plano engendrado por el movimiento de una recta A C que
resbala sobre otra A B, ¥ que en sus diversas posiciones permanece pa-
ralela 4 su primera situacion A C,

La interseceion de dog planos es una linea recta (370).

Dos planos que tienen tres puntos eomunes que no estin en linea
Tecta coinciden en toda su extensién (370).

Un plano queda determinado en general por la posicién de tres pun-
t08 que no estdn en linea recta:

; por dos rectas que se cortan en un pun-
to, 6 por dos paralelas. También puede fijarse Ia posicién de un plano
que pasa por un punto, agregando la condicién de que sea perpendicu-
lar & una recta 6 paralelo 4 otro plano,

992.—Siempre que una recta P A
dos A By A C(fig. 262
P A C que pasan por

sea perpendicular ¢ la vez 4 otras
) colocadas en dos planos diferentes P A B y
P A, esta recta serd igualmente perpendicular ¢
cualquiera otra A B que pase por el punto comin A de interseccién Y
iueoesté contenida en el plano C A B determinado por las rectas A B y
Por 1a hipétesis del teorema son rectos los angulosPAByP A C,
Y para demostrar que P A es perpendicular § A E, tendrémos que pro-
bar que el tridngnlo P A E es rectingulo en A, estoes, que el cuadra-
dode P E es ignal 4 Ia suma de los cuadrados de los catetos P A y
AE,
Tomemos A B==A C, tiremos las rectas B C,BPy
P C, con lo que resultarén los tridngnlos AB CyP B C
e que serdn isbsceles, el primero por construccisn y el se-
£ gundo porque siendo iguales los triangulos rectdngnlos
8 PAByPAC(385) s tiene P B—P C. Tomando el
punto D en el medio de B ¢, base de ]
eeles, y tirando las rectas A D
diculares 4 B C en el punto D (428).
Cousiderando el tridngulo rectdngulo P E D, se tiene:

o0s tridngulos isds-

Figura %2, ¥ B D, éstas serdn perpen-

B e

Ahora determinarémos el valor de P D2 considerando sucesivamente

los tridngulos rectdngulos PD C, P A C YA DC, yluego el de E D?
en el tridngulo A D E,

P D*=P (°>—C D®=P A’} A (>C D*=P A*+A D*4C D*—C D2
0 reduciendo; P D*=P A%-}A D%....(2)
en el tridngulo A D E: ED*=A E*—A D2....(3)
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eustituyendo los valores de las ecuaciones [2] y |3] enla [1] finalmen-

te resulta: P E*—P AL A E?

famos que demostrar.
qu;izlsuliz %IZt;I;ipendignlar & todas las rectas que, como A E Izmsan
por A, se infiere que: cuandy una recie P Aes perpem’iwular 4 la vez
é dos rectas A B y A G, lo serd al plano que pasa por asiaﬁ, ¥ reiczpésé-l
camente, siempre que una recta sea perpendicular & un p d:l‘lo,q- ods :
también 4 toda recta que esté situada en él y pase por el pié A de la
ndicular P A. .
Pe?;;—sz' desde un punto P (fig. 263) se boja %naoperpsndwu?? PZO
al plano D E y varias oblicuas P A, P ¥, PC;1° la per}?en Tcu (;r
P O es la menor; 2° las oblicuas P A, P ¥, que se separan 1gmalmen’e -
del pié de la perpendicular, son tguales; y 3° la P C que se separa mas
T
‘ iﬁ ?Eiyiualquiera de los tridngulos Fectﬁngulos B0 AR B
P O C, el cateto P O, que es la perpeudlc:ﬂar al plano, es menoﬂr qg:
cualquiera de las oblicuas P A, P F y P C, que son las hipotenusas
T : .
IOSPJG;;%(E,: I::Zén, la distancia de un punto 4 un plano se mide por la
i ajada al plano.
Peggeg?;zgzaibgiﬁ‘ Oi() B, las oblicuas A P, F fz yBP sel;én igna-
les por ser hipotenusas de los tridngulos ignales (385) A 0P, EOP
: 5008?0 C>0 A podemos transportar el triéngul? PO A. sobre su
igual P O B, que est4 en el mismo plano que la oblicua P C, y como
P C>P B (401) y P B=P A se infiere que P C>P A. : :
id 594 —De lo que antecede resulta: 1° que si s¢ ha-
' ¢ girar un éngulo recto P O A al ?'gd‘fzdf)r de uno :
de sus catetos P 0, el ofro O A describird un plano
A O B perpendicular al primer Zac{a; 1 2° fodas las
perpendiculares O A, O F, 0 B 4 una recto O‘P
I p levantadas en uno de sus pzmt‘os .O, estan en un mis=
BRona s mo plano D B perpendicular & dicha recta. :

595.— Por un punto O tomado én una recta 0 P (fig. 263? ] g;or Ofi;c-?
fuera de ella A, siempre so lo puede tirar un plano perpendicular, p
70 no se puede tirar mas que uno solo. ; -

Si hacemos p:asar un plano por la recta_a, PO observar?.mo? 1‘3{1’180( ;
punto O y desde el A siempre se puede ’Eu'ar una pelre(t;(%‘clllgaluaz 4 e;

y al girar al rededor de ésta, engendrard el plano ! = q




erpendi :
perpendicular, pero como no se puede tirar desde un punto més que una

sola perpendi 4
sola perpendicalar § O P, resulta que no habra tampoco méis de un-

plano perpendicular que pase por el punto dado,

: 996.’—Desde un punto O tomads en un plano (fig. 263) 6 por otro fue-
msde él F’, "0 se puede tirar mds que una perpendicular ol plans. :
reaerj];:}ornézngo;ngendmdo el plano D E por el movimiento de O A al-
e ;nste compren_de que en el punto O no se puede levantar

mds perpendicular que O P, asi como desde el punto P
no se puede bajar mis que una perpendicular 4 O A,

igfg.d—eI;a prfm_yecm.r}n de un pm?to P sobre un plano (fig. 264) es el
P a perpendicular P B bajada de ese puunto sobre dicho plano
:‘P La proyeccién de una recta D P os la serie de to-.-
dos los piésde las perpendiculares bajadas de Jos pun-
ttfs de la recta sobre el plano, Como todas lag perpen-
diculares son paralelas entre si, quedardn en un mismo
Plano P A B, cuya interseccién con el M N serd una
recta AtB. En consecnencia, siendo la proyeccion de
una recfa otra li 3 q i
ye?cic’m de dos de sus puntos parnnte:;};ic]taa,dZa:;g;al: iﬁ‘glﬂﬂf R
cu?;ft;ii azg;;lo de mfa, recta con un p?afzo, cuando no es perpendi-
Sl E wﬁrgm _};’m mal Com Su pm:f;ecczdva. Este dngulo es el menor
i efectog 2 oiimla recta con las Zuwzlzs que pasan por su pié A.
T » Bl por el pie A (fig. 264) tiramos otra recta cualquiera
y réunimos los puntos Py C, resultaran dos tridngulos PB A
yP G-A, en los que los ngulos P A B Y P A C estin formados por
];dgs lgI}ﬂJES; pero siend’o la perpendicular P B menor que la ohlig)ua,
G, el &ngulo opuesto 4 Ia primera recta, P A B serd menorqu
quiera otro P A (¢ (432), - i
599.—Dos planos M N, perpendiculares ¢ una misma recto; P A
pueden encontrarse, y por lo mismo serdn paralelos. [fig. 265] -
B o Si los _pianos pudieran encontrarse, tjdesde ;l pusto
= ﬁ ge su Interseccién comin podrian tirarse las rectas
: 7 ?B A, que por estar eontenidas en planos per-
N pf:ndmu]a;:es 4 la misma recta, serdn ambas perpen-
/ A Z ; diculares 4 P A, lo cual es un absardo [396].
600, Cuando dos »
i Sw‘; ;m;);ig;c;a}e;z;;gfn'aZefas, el plano perpendieular & ung
qu.e‘S1;111;121:10131(33&[55.;?f.:t} ]es ae}gengicnlar & P A, demostrarémos
. ralela ) B. Tiremos la recta -
pendicular G D. La linea Q B por ser paralela 4 P A, estl:rf?ej;i? IIIJIE:;

S
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mo plano P A B Q que ella, y el dngulo Q B A serd recto. Tomemos
B (=B D y tiremos lag rectas AC, AD, PCyP D.

Los triingulos rectangulos P A C y P A D son iguales (385), Inego
P O=PD.

Siendo isbaceles el tridngulo P C D, la recta P B tirada 4 la mitad
de su base serd perpendicular 4 C D. En consecuenciasiendo C D per-
pendicular 4 A B y 4 B P, lo seré igualmente al plano ABPy& BQ
contenida en &l [592]. Por dltimo, si Q B es perpendicular 4 la vez &
B A y4CD,loserd al plano M N que contiene estas rectas.

601.—Dos rectas P A y Q B (fig. 266) perpendiculares ¢ un mismo
plano M N, son paralelas enire st.

Si ) B no fuera patalela 4 P A por el punto B, se
le podria tirar una paralela diferente de Q B, la cual
[600] serfa perpendicular al plano M N, resultando
que desde el mismo punto B podrian levantarse dos
7 perpendiculares al mismo plano, lo que no es admi-

sible.

Figura 266.

602.— Dos rectas A a, B b paralelas ¢ una tercera C ¢, son paraleles
enire st [fig. 267].

A2
Si tiramos un plano M N perpendicular 4 C ¢, es-

te lo serd 4 las rectas A a y B b [600], y siendo es-
tas perpendiculares al mismo plano serdn paralelas

y entre si [601]

Figura 267,
603.—En el espacio dos rectas A B y €’ D’ [fig. 268] pueden ser por-
pendiculares d wno misma recta € Y, sin ser paralelas entre st.
A ¢ Sisuponemos queel rectingulo A D gire al rededor
22 Jc de una recta x y, paralela & sus bases en cua!quiera
: / posicién como A’ D’ el lado D’ €’ serd perpendicuiar
'0 41y, sin ser paralelo & A B, porque se encuentra en
Fena 205, un plano diferente.
Debemos hacer notar que prolongadas indefinidamente estas rectas,
no se encuentran. Igualmente observarémos, que en el espacio, 4 una
recta z , se le pueden levantar una infinidad de perpendiculares desde

el mismo punto z.

604.— Las intersecciones A B y G D (fg. 269) de dos planos parale-
los M y N con otro plano B C, son dos rectas paralelas.




