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ANGULOS DIEDROS.

614.—Se llama dngulo diedro la figura formada por dos planos M y
N inclinados entre st, que concurren en una recte A B (fig. 279). Los
planos M y N se denominan caras 6 lados, y la recta A B arisfa del
diedro. T.a magnitud de un fingulo diedro depende de la mayor § me-
nor inclinacién de los planos que lo forman, y no de la extensién de
éstos; por lo que al medir un diedro lo que se estima Gnicamente es la
inclinacion de sus caras.

N  Setendrd unaideaexacta del ingulo diedroy de su mag-

A nitud, imaginindose que sus caras estdn primero aplicadas

una sobre otra, que en seguida se separan, pero girando al

rededor de la arista A B, como las dos partes de un libro

8 y uese abre. El 4ngulo diedro, nulo al pri_ncipio, toma un

Figua . Valor que va aumentando con la separacion de las caras.

Asi, pues, el Angulo diedro estd engendrado por la rotacion de un pla-

no al rededor de una recta. En este movimiento cada nno de los pun-

tos del plano describe una circunferencia de circulo cuyo plano es per-
pendicular 4 la arista y euyo centro estd en un punto de esta recta.

Cuando no hay més que un solo diedro, se le designa por las letras
A B de su arista; pero cunando hay varios que concurren en la misma
arista, para evitar confusion, se designa el diedro por cuatro letras;
teniendo cuidado de poner siempre las dos de su arista A B en medio
de las otras dos N y M que corresponden 4 los planos que lo forman, y
asi se dice el diedro N A B M.

P Cuando un plano P A (fig. 280) cae sobre otro
M N, forma con éste dos dngulos diedros M A B P
2w y P B A N, queson adyacentes. Cuando éstos son

/ / jguales, el plano P A es perpendicular 4 M N, y re-
i “i ciprocamente. Si el 4ngulo que forman los dos pla-
Figara 250, nos es menor que P B A N, se dice que el diedro es

agudo, y en caso contrario, que es obtuso. BEn fin, para los dngulos die-
dros se adoptan las mismas denominaciones de 4ngnlos complementa~
yios, suplementarios, etc., que para los 4ngulos rectilineos.

615.—Los dngulos rectilineos BACy bac (fg. 281) queresullon
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- de la interseccion de un dagulo diedro A s, con dos planos paralelos

cualesquiere, Son iguales.
Tomemos A C=acy BA=ha, y tiremos
las rectas Bb, Ce, BO y be: A C es paralela 4
ac (604) & igual, luego la figura A ¢ es parale-
l6gramo y en consecuencia serda C ¢ ignal y pa-
ralela 4 A a. Como A B es ignal y paralela &
ab, lafignra A b es igualmente un paralelogra-
Hgum it mo, de lo que resulta que B b es igaal y paralela
4 A a; luego B b serd igual y paralela & C ¢, y B ¢ serd un paraleld-
gramo en el que B C=b ¢. Los dos tridngulos A B C y abc serin |
iguales (386)por tener sus tres lados respectivamente iguales, y de la
igualdad de los tridngulos resulta que el 4ngulo BA C=bac, quees
lo que se queria demostrar.
616.—De aqui se infiere: 1° si dos dngulos en ¢l espacio B ACyhbac
(fig. 281) tienen sus lados paralelos y sus aberturas estan vuelias en el
mismo sentido, serdn iquales; 2° igualmente lo son 8t estdn vueltas en
sentido contrasio como bacy CD E; y 3° dos drgulosbacy EDF,
que tienen sus lados paralelos y sus aberturas no estdn vueltas en el
misme sentido ni en sentido contrario, son suplementarios.
En el parrafo anterior hemos demostrado la primera parte, esto es,
que BA C=bac.
95 Como el 4ngulo BAC=CD E (420), se infiere que bac =
CDE.
30 Siendo el ingule E D F suplemento de C D E, se infiere que
EDF ybac son suplementarios.
617.— Los planos de dos dngulos BAC gy bac (Gig. 282) cuyos lados
son respectivamente paralelos, serdn paralelos.
Desde el punto A bajemos A O perpendicular al
plano del dngulo bag, y por el punto de intersec-
cién O tiremos O D y O E respectivamente paralelas
¢ Aacyhab, porloque O seri paralelad A B, y

0D 4 A C. Ahora bien, siendo A O perpendicular
b al plano en que estdn las rectas 0D y OE, los 4n-
gulosAODyA 0O E son rectos, y por razén de lag
paralelas (409) también lo serén los dngulos O AB y O A C, Iuege
0O A es perpendicular & la vez 4 los planos de los dngulos bac y BAC,
y por lo mismo éstos serin paralelos (606).

618.— Zos tridngulos A B C y a b e formados en el espacio por tres
rectas respectivamente iguales y paralelas, son iguales y quedan en pla-
w08 paralelos.
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dos perpendiculares al plano M N
misible (596),
626.—Si dos planos M y N (fig. 285)

P ; s
cero P Q, su interseccién comiin A B se
te plano P Q.

en el mismo punto, lo que no es ad-

8on perpendiculares & un ter-
ra también perpendicular ¢ és-

Porque si por el punto B levantamos una perpendi-

calaral plano P Q, tendrd ‘
2 i que estar cont
en el plano M como en el N, ntenida tanto

u?o%?z.:—ﬁz? céesde un p?mio’A (fig. 286) tomado en el interior de un dn-
gg -d a 1.3 70 M N se bajan d sus caras las perpendiculares A By A C
ngulo A que resulte serd suplemento del dngulo diedro :

AII;or ser A B perpendicnlar al plano M 0, el plano

D C que pasa por esta recta serd perpendicular al
plano M O (622) y por tanto el dngulo A B D seré rec-
E.BPDOI' ser A C perpendicular al plano M P, el plano
= C lque Pbasa por ella serd perpendicular al plano
o byoe angu]cr A CP serdy recto. Siendo el plano
Ee . 0D perpepdwulara 1a vez 4 los planos M O y M P
erd a su interseccion comfin M N (626), y como B D y Ciy) son

perpendiculares 4 la arista del § :
B e diedso O 0 Pt.? éngulo diedro, el ingulo B D C ser Ia

Figura 285,

Ahora bien; considerando el caadrilitero A B D C se tiene (445):

A<+ B+ D+ C =4 rectos,
por ofra parte B + C = 2 rectos

restando la 2* ecuacién A + D = 2 rectos

que es lo que se debia demostrar, supuesto que BD (

angulo diedro, es la medida del

TRIEDROS Y POLIEDROS.

' 628.—Se llama dngulo sélido 6 dngulo poliedro, la figura que resulia

cuando ires ¢ mds planos concurren en el mismo punto S (fig. 287).
Cuando los planos que concurren en el mismo punto B son ires, la figue=
v se lama dngulo triedro. Se da ol nombre de poliedro no solo al dn-
qulo formado por muchos planos, sino también al sélido limitado por
muchas caras planas.
© El punto § es el wértice del poliedro; las interseccio-
1 nes consecutivas S A, S B..... de sus planos son las
aristas; cada porcion de plano indefinido A 8 B com-
prendida entre dos aristas es una cara; cada angulo
L—7 & S B formado por dos aristas consecutivas es un dsn-
B gulo plano, y cada dnguio diedro B S A B formado por
Figua®l.  (og caras consecutivas, es un 4ngulo diedro del poliedro.

Un éngulo poliedro se designa por la letra S de su vértice, y cuan-
do hay varios poliedros que tienen el mismo vérfice por las letras
S A B C D E de sus aristas comenzando por la de su vértice.

Si el espacio del poliedro esté limitado por un plano A BUDE, se
forma un cuerpo que se llama sélido, que en el caso de nuestra figura
es una pirdmide de base pentagonal.

Nos ocuparémos tinicamente de los poliedros convexos, que son aque-
1los cuyos fingulos diedros son todos salientes, esto es, que cortados por
un plano A B C. ... dan por seccién un poligono convexo (461).

629.—Bn todo dngulo triedro S (fig. 288) uno cualquiera de sus dn-
gqulos planos B S G formado por dos de sus aristas, es menor que la
suma de los otros dos.

Nos bastard demostrar que el mayor de los dngulos
planos 1 8§ G, es menor que la suma de los otros dos,
para que se comprenda que con més razon serd cierto
¢l teorema con cualquiera de los otros dos.

Figura 288.
Construyamos sobre esta cara el dngulo B S D=E S F, tirémos una
recta cualquiera A C y tomando S B=3 D, tricese la recta A B,
Los tridngulos SA D y S A B serén iguales (865), de lo que resulta:




Sern iguales por serlo respectivamesite los tres laﬂés’je los tridngu-
los (386), y estarin en planos paralelog por ser los lados garalelos (617).

619.— Un. dngulo diedro B A D C ((#. 283) z'--igﬁe po;wdida el dn-
gulo rectilineo B A C que resulta de 169 ntar perpendicu lares d su aris-
ta A D del mismo punto Mn vadauno de los dos planos que lo forman.

En primer Jugar obser "émos que"en cualquier punto de la arista
A D en que se levanten perpendiculares, determinarin un dngulo igual
4 B A C por estar fu]'madgs por rectas respectivamente paralelas (616).

Para demostrar que los dngulos diedros
san proporcionales & los rectilineos forma-
dos por perpendiculares en el mismo punto
4 su arista, y que por tanto paeden tomar-
se los filtimos como medida de los prime-
ros, demostrarémos préviamente ‘que st dos
dngulos diedros BADC y badec son
iguales lo serdn los dngulos rectilineos BAC
y b a ¢ formados por las respectivas perpendiculares d sus aristas le-
vantadas en cada wna de sus caras del mismo punto.

Siendo por el supuesto ignales los Augulos diedros B A DCy bade,
si hiciéramos coincidir la cara B D con bd sobreponiendo la arista
A D sobre ad, teniendo cuidado de que A cayese sobre a, el plano D C
coincidiria con d ¢. La perpendicular A B cvincidiria con a b (393), y
l1a A C con ac; luego el dngnlo B A C=bac.

Ahora bien, si 4 continuacién del dngulo diedro ba d ¢ ponemos su
igual cadg, haciéndolos coincidir por la cara d e, resultard un angu-
lo diedro bad g duplo del bade, y el 4ngulo rectilineo bac=ca g,
por lo que al Angulo diedro duplo bad g corresponde un dngulo rec-
tilineo b a g duplo de bae.

De la misma manera probariamos que 4 un Jiedro triple correspon-
de un 4ngulo rectilineo triple, y en general 4 un éngalo diedro 2 veces
mayor que otro, corresponderd un &ngulo rectilineo formado por las
perpendiculares 4 su arista también % veces mayor. Asi es que, siendo
estos dngulos rectilineos proporcionales 4 la magnitud de los dngulos
diedros, pueden servirles de medida. :

De modo que, en filtimo anilisis, los arcos de circulo nos serviran
para medir los dngulos diedros. El dngulo que sirve de medida del die-
dro se le Nlama dngulo plano correspondiente del diedro.

620.—De esto resulta, que cuando uno 6 varios planos caen sobre
otro, 6 lo cortan, se pueden aplicar & los diedros logs mismos teoremas
que 4 las rectas que miden los dngulos diedros. Asi es, que los én-
gulos diedros adyacentes son suplementarios; todos los formados al re-

Figura 283,

dedor de una ‘arista comin vafé:'u cuatro rectos; los Angulos opuestos al
vértice son igaales, cte., ete.

Igualmente cuando dos plauby paralelos estén cortados por otro, se
tiene que los Angulos diedros alfernos internos son iguales, los interio-
res del mismo lado del plano secante son suplementarios, asi como to-
das las propiedades que hemos demostrade. en los casos de rectas pa-
ralelas. ;

621.—Dos planos son perpendiculares cuando el dngulo diedro que
forman tiene por medida un recto.

Si un plano es perpendicular 4 otro, éste también es perpendicular
al primero.

622.—S; una recta A B (fig. 284), es perpendicular ¢ un plano M N,
l0 serd igualmente cualguier plano P C que pasa por ella.

Si en el plano M N levantamos B O perpendicular & C D infersec-
cién comfn de los dos planos, tendrémos que el ingulo A B O forma-
do por las perpendiculares 4 C D seré la medida del dngulo diedro de
los dos planos; pero por ser A B perpendicular & M N, el dngulo AB O
es recto; lnego el plano P € scrd perpendicular 4 M N.

623.— Por una recta C D (fig. 284) conlenide en un plano, no se
puede leventar mds de wn plano perpendiculor d éste.

AA ~ En razén de que para que el plano P C sea perpen-
dicalar 4 M N, aeabamos de ver que es preciso pase
por B A perpendicular 4 M N, y de que se sabe que
por un punto B no se puede levantar al plano M N

M més de una sola perpendicular (596).
Figura 284, "

624.— St dos planes P y M (fig. 284) son perpendiculares, y en uno
de ellos se baja una recta A B perpendicular i la inlerseccion comiun
D C, esta recta serd perpendicular al otro plano M.

Por ser los planos perpendiculares el dugnlo A B O es recto.

Por ser A B perpendicular 4 C D, el dngulo A B C también es ree-
to, luego A Bserd perpendicular 4 todas las rectas que pasan por el
punto B contenidas en el plano M N (592) y por tanto serd perpendi-
cular 4 este plano.

625.—8i dos planos P y M (fig. 284) son perpendiculares, y en un
punto B de su interseccign comin se levanta una recta B A perpendi-
cular & wno de los planos M, esta recta quedard contenida por entero en
el otro plano P.

Porque si A B no estuviese contenida en el plano P, levantando en
este plano en ¢l punto B una perpendicular 4 C D, se tendrian (624)




