dos perpendiculares al plano M N
misible (596),
626.—Si dos planos M y N (fig. 285)

P ; s
cero P Q, su interseccién comiin A B se
te plano P Q.

en el mismo punto, lo que no es ad-

8on perpendiculares & un ter-
ra también perpendicular ¢ és-

Porque si por el punto B levantamos una perpendi-

calaral plano P Q, tendrd ‘
2 i que estar cont
en el plano M como en el N, ntenida tanto

u?o%?z.:—ﬁz? céesde un p?mio’A (fig. 286) tomado en el interior de un dn-
gg -d a 1.3 70 M N se bajan d sus caras las perpendiculares A By A C
ngulo A que resulte serd suplemento del dngulo diedro :

AII;or ser A B perpendicnlar al plano M 0, el plano

D C que pasa por esta recta serd perpendicular al
plano M O (622) y por tanto el dngulo A B D seré rec-
E.BPDOI' ser A C perpendicular al plano M P, el plano
= C lque Pbasa por ella serd perpendicular al plano
o byoe angu]cr A CP serdy recto. Siendo el plano
Ee . 0D perpepdwulara 1a vez 4 los planos M O y M P
erd a su interseccion comfin M N (626), y como B D y Ciy) son

perpendiculares 4 la arista del § :
B e diedso O 0 Pt.? éngulo diedro, el ingulo B D C ser Ia

Figura 285,

Ahora bien; considerando el caadrilitero A B D C se tiene (445):

A<+ B+ D+ C =4 rectos,
por ofra parte B + C = 2 rectos

restando la 2* ecuacién A + D = 2 rectos

que es lo que se debia demostrar, supuesto que BD (

angulo diedro, es la medida del

TRIEDROS Y POLIEDROS.

' 628.—Se llama dngulo sélido 6 dngulo poliedro, la figura que resulia

cuando ires ¢ mds planos concurren en el mismo punto S (fig. 287).
Cuando los planos que concurren en el mismo punto B son ires, la figue=
v se lama dngulo triedro. Se da ol nombre de poliedro no solo al dn-
qulo formado por muchos planos, sino también al sélido limitado por
muchas caras planas.
© El punto § es el wértice del poliedro; las interseccio-
1 nes consecutivas S A, S B..... de sus planos son las
aristas; cada porcion de plano indefinido A 8 B com-
prendida entre dos aristas es una cara; cada angulo
L—7 & S B formado por dos aristas consecutivas es un dsn-
B gulo plano, y cada dnguio diedro B S A B formado por
Figua®l.  (og caras consecutivas, es un 4ngulo diedro del poliedro.

Un éngulo poliedro se designa por la letra S de su vértice, y cuan-
do hay varios poliedros que tienen el mismo vérfice por las letras
S A B C D E de sus aristas comenzando por la de su vértice.

Si el espacio del poliedro esté limitado por un plano A BUDE, se
forma un cuerpo que se llama sélido, que en el caso de nuestra figura
es una pirdmide de base pentagonal.

Nos ocuparémos tinicamente de los poliedros convexos, que son aque-
1los cuyos fingulos diedros son todos salientes, esto es, que cortados por
un plano A B C. ... dan por seccién un poligono convexo (461).

629.—Bn todo dngulo triedro S (fig. 288) uno cualquiera de sus dn-
gqulos planos B S G formado por dos de sus aristas, es menor que la
suma de los otros dos.

Nos bastard demostrar que el mayor de los dngulos
planos 1 8§ G, es menor que la suma de los otros dos,
para que se comprenda que con més razon serd cierto
¢l teorema con cualquiera de los otros dos.

Figura 288.
Construyamos sobre esta cara el dngulo B S D=E S F, tirémos una
recta cualquiera A C y tomando S B=3 D, tricese la recta A B,
Los tridngulos SA D y S A B serén iguales (865), de lo que resulta:




1° Sea el dngulo diedro S A=sa (fig. 291)
é ignales las caras que forman este diedro, esto
es, dngulo A S C=ase y ASB=as b Si
A PG A € apliciramos el dngulo diedro S A sobre & a, por
; Figura g1 ser iguales los diedros, el plano S A B coincidi-
riasobre s a b, yel § A O sobre sa ¢, y por la igualdad de las caxas Ia
l’ec.ta -S .B coincidiria con 8 b y S C con s ¢, asi es que los dos triedros
coincidirdn en todas sus partes, y por lo mismo serén iguales,
2% Seala cara A S B=a s b adyacente & los éngualos driedros, A §
ignal 4 a8y B 8 jgnal 4 b s. Si sobrepusiéramos los dngulos A S B y
a s{b igga]es, por la igualdad de los diedros adyacentes el plano A S C
coineidiria con a s ¢, y el plano B S C con bs ¢, de lo que resulta que
coincidiria la interseccion S O de los primeros con la s ¢ de los flti-
mos, y de esto se infiere la igualdad de los triedros en todas sus partes.
s’ 3° Cuando los triedros tienen sus tres 4n-
gulos planos respectivamente ignales, ya de-
mostramos en el nfimero 631 que sus dngu-
los diedros también son iguales; pero para
que los triedros puedan sebreponerse se ne-
cesita que las caras respectivamente iguales
estén dispuestas en el mismo orden. En la
figura 292 los triedros S y s serdn sobrepo-
nibles porque estin formados no s6lo de ca-
ras iguales, sino dispuestas en el mismo or-
den; pero no es posible sobreponer los trie-
dros S y §’ en los que los 4ngulos iguales A § B=A’ S B, A S C=
A8 C vy BSC=B S ( no estan colocados de la misma manera.
En efecto, para poder sobreponer el tridngulo A B G sobre su igual
A’ B C, se necesita invertir el triedro S y hacerlo tomar la posicién
S A’ B O, que como verémos mis adelante (648), es siméirica con res-
pecto 4 Ia de 8°. Hsta observacién de que la ignaldad de todas las par-
tes de un triedro no implica que puedan sobreponerse sino en el caso
de que sus partes constitutivas, caras y diedros, estén agrupadas en el
mismo orden, so refiere igualmente 4 las dos primeras condiciones de
igoaldad de los triedros.

En el ntimero 634 considerarémos un 4° caso de ignaldad de los trie-
dros, y es cuando estin formados por diedros ignales.

633.—S% desde un punio S (fig. 293) tomado en el interior de un dn-
gule triedro 8 se bajan perpendiculares S A, 8 B y S C sobre sus tres
caras y se hacen pasar planos por las perpendiculares, se formard wn
segundo dngulo triedro S cuyos dngulos plancs ASB,BSCy CS A
son respectivamente suplementos de los dngulos diedross D, s B 4 8 ¥

Figurs, 282,
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opuestos del primer triedro s. Recfpmcamente' las caras del friedro s
serdn suplementos de los dngulos diedros del triedro S.

Considerando el cnadrilitero S A D B en el que
los 4ngulosen A y en B son rectos, hemos demostra-
do (627) que el 4ngulo A S B es suplemento del dn-
gulo AD Bqueesla medida del diedros D, y como
1a misma demostracion es aplicable 4 los cuadrilite-
10sSBEC y SCF A queda probada la proposi-
cidn directa.

Para demostrar que las caras del triedro s son suplementos _dt:.h los
éngulos diedros segfin S A, S By S @, considerarémos el cnadrllat.em
D s F A. Por pasar el plano A C por las Il'ectas %A ySC perpend;f:w.a:
lares 4 los planos M s y P s, serd perpendicular 4 la vez 4 ambos (622)
v 4 su interseccion comfin 8 F (626), luego el angulo A F s es recto.
Por pasar el plano A B por las perpendiculares S Ay 8 B .é. los phﬂ'l:JS
Ms, y N s, serf perpendicalar ila vez 4 ambos y 4 su Inferseccion
s D, luego ¢l ingulo s D A es recto. Asi es que

AFs+FsD+sD A+LD A F=4 rectos (445).
A F s+ D A=2rectos
restando, resulta: F s DD A F=2 rectos.

pero F s D es la cara del triedro 8, y D AFesla medif]a. _del dif:dra
A S, por ser esta arista perpendicular 4 M s y por consiguiente -a,las
rectas D A y A F contenidas en el plano M s, que pasan por su ple.

Del mismo modo demostrariamos que las otras caras de s son suple-
mentos de los diedros opuestos de S. ‘

Dos triedros tales como S y s se llaman suplementarios, y un triedro
cualquiera tiene siempre ofro que e es su pIementgriq :

Si llamamos d, &’ y d” los fingulos diedros del triedro s, segun las
avistas Es, Ds y Fs, y representamos por ¢, e yer 105 angulos B 8 C,
BSAyASCdelas caras del triedro SBPIEm?:ltal;lio S, por ser d--e,
ignal 4 dos 4ngulos rectos, asi como d’4-¢’, y 4”+c”, tendrémos:

d4-d’+d”-+ete’e”="6 rectos.... (1)
y como (630) c4-c’Fe” <4 rectos
restando esta desigualdad de la ecuacion, resulta:

1° que d--d’-+d”>2 rectos

W‘”"‘w"mﬁ"ﬂ:r




¢ 1%
y traslads :
y trasladando enla (1) tendrémos d+-d’4d"=6 rectos—(c-+e'1c”)
4 el == e e’ Lo

lo que significa 2° o <6)
gnifica 2 % d+d’4-a” < 6 rectos

IRPOO E U . i ’Eu 7 wUn é}'“? Zi 0 68 ma ?i{” gue [Zos
5 & SUNL de ZUS i 1
: 4 5’ ] (ZEECZ (7] X
: : S dg Vi (
: B

634.——003 )
(I.?EJI&ZO& t? 1ed L S n zﬂ & 08 re

peclfwa-menie iguales, srin iquales

ara que los triedre e

& qneqd L edros que hemos llamado s y 8* sean igual ;
edncir que los fngal an iguales, tendré-

Sed o, iEi08 planos de sus caras lo son. Si llama

Sode lrlos respectivamente saplementarios de s v de -

triedros § y §’ tend{r!r’f; ros de s respectivamente iguales 4 los dz 5,91?35;

4N 8SU8 caras respectivs - 2

caras suplemen : 'spectivamente iguales, por

—30) s triedr(t){;; S‘“’ 108 dngulos diedros de s y de &', y 1;0113' ot e?ﬁ? )

Py e g S ;e’ran iguales. Ahora bien: siendo igua]??s( foi

; ' y ©’ las caras de g ‘
p us suplem i
ran, que es lo que se debia demostrar plementarios s y s’ lo se-

635.—Un poli
: edro §
3 L I: L];pi' to}tlnd el nombre de fefraedro enando estd forma-
Idlos[;o] Ta : ne O,D dei 14 planos; el de pentaedro cuando lo estd por 5 pla
03; el de ezaedro si lo forman 65 eptaedro, si lo forman 7 caras, ete 3
i , ete,

636.— Dos d; ; )
o z‘; ;z:;?}_if?:? iﬂﬂ-@;dros son wguales: 17 cuando tienen sus dngu
468 Jormados por dnyulos planos r ; Ml
?;. lcolucad?s c{e Z(? misma manera; y 2° cufindo ti;jfijmvame.mg iguaies
elas y distribuidas en el mismo orden (fig 294) b
B* »
1o & ; :
e Si I{.)s poh'edros Sy 8 tienen sus 4ngulos
ros respectivamente igovales formados por
| caras iguales dispuestas en el mismo ordenp
31] por unu de sus aristas S B y §* B’ tirauzol;'
. e planos & todas las demds, par
ignales demostrarémos que lo son los triedros 01; S el
Lk ; que quedan descom-
B! tri = !
4 uedfa SA B E=S8 A’ B’ E’ por tener el diedro S A=S’ A’ for
;])‘hst o por éngnlosiguales ASB=A"S’B’y ASE=A’ S ]1_,‘T 6 -
- a ] = bz
e esto resulta: 1° que el dngulo diedro A B S B=A’ B’ “"( sz 5
que lacara E S B=F’ & B’ = e
Para demostrar i
‘ que el triedro S E B D=S' E’ B’ I’
si de los dngulos diedros A E S D=A’ E' §’ D’ reatBan]l:z)s tlzne'mUS; e
s iguales

AESB=A'E'S’'B
nos queda BESD=B'FES D

formados porlas caras ignales ESB=FE'S' B’ y ESD=F & D’, |
A —_— 3 ue‘

g0 (632—1°) los briedros
mostrarse 1o mismo con los S BD Oy A

buidas en el mismo orden, los 4ngulos pl
por serlo éstos lo serén tam
quo puedan descomponerse (631)

Tra ;
qﬁe consideramos son ignales; pudiendo de-
B DO
son paralelas y estn distri-
anos serén ignales (616), ¥
bién los angulos diedros dé los triedros en
, lnego serdn iguales las partes de am-

90 Si las aristas de los poliedros 8 y &’

bos poliedros.
63%.— La suma de los dngulos pla
ormados en el vértice S de un poliedro es Menor gue ¢
Cortemos el poliedro por un 'plmloﬁ BCDE, teo-
punto O y reaniéndolo con
resnltarin en O y en S tan-
1 poliedro. Para sim-

nos ASB,BSC.
WatTo TECE0S,

memos en su interior un
los vértices A, B, C
tos tridngulos como lados tiene e

P! ificar

AOB4+BO 010 o D....=0

harémos la suma de los dngulos
AS B+BS C+CSD....=8

2?2 §¥ 22

ectos, vamos & demostrar que S<0.
rmados al rededor de O es el mismo
los Angulos de cada tridngulo va-
tridngulos formados

Como los &ngulos en O valen 4 r
Como ¢l nfimero de tridngulos fo

el de los formados en S, y como
los fngulos de todos los

Ja suma de los dngulos de los tridngulos

que
len dos rectos, la suma de
al rededor de O serd igual 4

en S. Estoes
OQLEAB+ABC+...

EAB<SAE}ISAB
ABC<SBA+SBG, ete.

_S+SAE+SAB+SBA+SE g a(l)

Por otra parte (629)

sumando ordenadamente estas desigualdades

EABLABO+... <SAE+SAB+SBAISBO+....Q)

restan
mo cnando el sustraendo aum

0>S

dngulos en

pero como los 4ngnlos en O valen cuatr
de los fngulos planos formados en el vér

que cuatro rectos.

Jo los términos de esta designaldad de los de la ecuacion (1), co-
onta, la resta disminuye (49), resulta que

o rectos, se infiere que la suma
tice S de un poliedro es menor

o oei st !




AB-AD .

por otra parte ABRBUOSAC

\ %,
restando log términos d_e'_r la ecnacion de los de Ia desigualdad, se tiene:

¥ sosn0 9

Considerando los tridngulos C S B Y C S D, en los que los dngulos

U8 ByCS D estin formados por lados respectivamente iguales, ¢l
opuesto al mayor lado B C serj el mayor, esto es

angulo BSC>08D
agregando los iguales BSA=AS8D

resulta BSCLBSASASE

que es lo que se tenia que demostrar,

630.— La suma de los tres dngulos planos ASB+BSC L CS A

(fig. 289), formados en el vértice de un triedro, es menor, que cuairo
TeCL0s.

Cortemos el triedro por un plano eualquiera A B C,

y tomando en el interior de este trisngnlo un panto

_;\:;, 2.0, reunsimoizlo con lols'tres vértices, A, By O, con lo

3 que resultardn tres tridngulos colocados en el mismo

plano cuyo vértice comiin es 0, y otros tres triangu-

los euyos vértices concurren en el S del triedro, Para simplificar ha-
rémos la suma de los 4ngulos

AOB4+BOC4+C0OA=0
ASB+BSC+CSA=S

Como los éngulosen O valen 4 rectos, nuestro raciocinio tendrd por
objeto demostrar que S < 0.

Como el nfimero de trifingnlos formados al rededor de O es el mismo
que el de los formados en 8, y como los 4ngulos de cada tridngunlo va-
len dos rectos, resulta que la suma de los 4ngnlos de los tridngulos en
0O, esigual 4 la suma de los dngulos de los triangulos en 8, Esto es,

O+CAB+ABC+BCA=S+SAC}+SABLSBALSBO
TS CB+8S C A.... (1)
Por ofra parte (629) CAB<SAC+SAB

ABC<SBA4+SBC
BCA<SCB4SCA

-~ =5
< oAy
sumando ordenadamente _e;tas tres designaldades

OABFABOIBCA<SACISABISBAHSBC
+SCB+SCA ...(2)

" x =
Si restamos los términos de esta desigualdad de los de la ecuacitn (1)
como cuando el substraendo aumenta, la restd~disminuye (49), resulta:

dngulos en 0>8

v como los Angulos en O=# rectos, so tiene que la suma de los dngu-
los planos formados en el vértice S sera menor que cuabro rectos.

631.—Dos triedros S y s (fig. 290) formados por dngulos planos rés-
pectivamente iquales, DSE—=dse, DS F=dsfy ESF=esi, fe-
nen sus dngulos diedros iguales.

Momemos S A—s a, y por los puntos A y a hagamos pasar planos
ABC y abec respectivamente perpendiculares 485D yésd El
tridngulo S A B esigual sab (384) por tener S A—s a adyacente &
los 4ngulos A 8§ B=a s b por dngulos planos del triedro yS A B=sab
por rectos. Por la misma razén el tridngulo SACes igual asacy
de esto e dednce que A B=ab, A C=ac y que el tridngulo BS C
jgual 4 b s e por tener el dngulo E S F=es{ formado por los 1a.'dos
ignalesS B=sb y S C=sc (385) luego B C=b ¢. Siendo res??ctwa-
mente iguales los tres lados del tridngulo A B C 4 los del tridngulo
abe, estos dos tridngnlos serin ignales (386), por lo gne .el .Angulo
B A C=Dh a ¢; pero como estos dngulos son medida de los dlerlro’s for-
mados sobre S D y s d, éstos también serdn iguales. Demostrariamos
que los diedros segin S E y se, y los segiin S F y s { son iguales, to-
mando partes ignales sobre estas aristas 1evanténdo_lea planos perpen-
diculares y haciendo un raciocinio idéntico al anterior.

632.— Dos triedros som iguales: 1° cuando tienen un dngulo diedro
igual formado por dos dngulos planos respectivamente fgua_&es y situa-
dos en ol mismo orden; 2° cuando tienen un dngulo plano igual, ady'a-
conte ¢ dos dngulos diedros respectivamente tyuales situados de'Icr, mas-
ma manera; y 3° cuando tienen 8us tres dngulos planos respectivamen-
te iguales dispuestos en el mismo orden.
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