Se Uama zona la partede la superficie de la esfera P D G N com-
 prendida entre dos circunferencias, cuyos planos son paralelos.
3¢ llama casquele esférico, 6 zona de wuna base, la parte de lo super-
ficie de la esfera P N A limitada por una circunferencia P N.

632.—Se llama plano tangente dla esfera el que, como M [fig. 320,
o tiene mds que un punto B de contacto con clla.

Como toda recta diversa de G B, tirada del centro de la esfera al pla-
no, tiene que ser mayor que su radio, resulta que el radio C Besla
menor distancia del centro al plano, y por consiguiente le es perpendi-
cular. Reciprocamente, todo plano M perpendicular al extremo de_ un
radio C B serd tangente 4 la esfera, porque debiendo ser cualquiera
oblicna mayor que la perpendicular C B, el plano M no podrd tener
més que el punto B de contacto con la esfera. :

Si se hace girtar un eirculo y su tangente B E al rededor del didme-
tro A B perpendicular 4 la tangeute, se engendrard la esfera y un pla-
no tangente en el punto B, porque este plano M es perpendicular al ra-
dio CB.

683.— Cuando un polégono regular A B C.. .. [fig. 321] gira al re-
dedor del didmetro A O del civeulo inserito, engendra una superficie
que tiene por medida el producto de la circunfeorencia del circulo 1ms—
erito por la proyeccidr de la parte del perimetro que se considera sobre
el gje A O de revolucion.

: Para demostrar este principio en toda su genera-
; lidad, considerarémos tres easos: 1° la superficie de
y uncilindro engendrada por una poreién C D del po-
a

ligono paralela al eje A O; 2°, la superficie de un
trozo de cono engendrada por el lado B C, y 3% la

Figura 321
T LE; superficie del cilindro originado por la rotacién de C D tiene
por valor (672): eiref. D Nx C D y sustituyendo sus iguales: eircnufe-
rencia G Ox M N, que es lo que expresa el principio que venimos de-
mostrando,
90 La superficie de trozo de cono engendrado por la rotacion de BC
al rededor del eje tiene por media (630):

C B ciref, G P....(1)

Comparando los tridngnlos C B H y G O P que son semejantes por
tener sus lados perpendiculares, se tiene:

u  superficie de nn cono engendrada por el lado A B.
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6B :BH::GO:GP
GO :GP::eiref. GO :ciref. G P
luego OB :LM::ciref. G O:circf. GP

formando el producto de extremos y medios.
€ Bxeircf. G P—=circf. G OxL M

y como el primer miembro de esta ecuacion es la 4drea lakeral del trozo
de cono, se ve que ésta segin lo expresado en el segundo miembro tie-
ne por valor igualmente lo que indica el principio que venimos demos-
trando.

3° La superficie del cono engendrado por la rotacién de A B al rede-
dor del eje tiene por valor [679]:

3 circl, BLXA B... [?]

Comparando los tridngulos A B Ly A O F que son semejantes por
ser rectangulos y tener el dngulo A B L=A O F cuyos lados son per-
pendiculares, se tiene:

AL-AR:BE: RO
BL:F O :ciref. BL:ciref. F O
luego: AL:AF::ciref. BL:ciref. F O

formando el producto de los medios y de los extremos

eiref. B LxA F=cireL. F OXA L
sustituyendo ciref. B Lx$ A B=ciref. G OXA L

Expresando el primer miembro la drea del cono, se ve que tiene por
valor ignalmente lo que indica el segundo miembro de la ecuacion, que
es la expresidn algebriica del teorema que venimos demostrando.

En consecuencia, cnalaniera que sea la posicién del lado del poligo-
no generador de la superficie, ésta tendrd por medida lo que expresa el
teorema que hemos demostrado.

68+, —Cuando el poligono regular tiene un namero infinito de lados,
1a superficie que engendra es la de una esfera, y por medio del principio
del parrafo anterior, podrémos determinar la 4rea de este cuerpo y
la de sug diversas partes.

Si llamamos R el radio de la esfera, y 1a altura s p de la zona P D
G N [fig. 320] la representamos por h, tendrémos:




.]"Je lo que resulta: 1° que la 4rea de Ia esfera es igual 4 la lateral del
cilindro circunserito; 2° que es los dos tercios de la total del mismo ci-
3 e 3 = 3
lindro; 3° que es los cuatro novenos de la total del cono circunserito: y

4° que la drea total del cilindro es media proporcional entre Ia de la es-
fera y la del cono, supuesto que

6 7 R°=4/24 7 R°x9 = R®

686.— Las dreas de dos poliedros seinejantes son proporeionales d los
cuadrados de sus lineas homélogas.

Llamemos s, &, s”... las 4reas de las caras de un poliedro, v S, 8 S”...
las de su semejante: 1, I, 17, .. . 1as lineas del primer poliedro, y L, I,

33 » 2 : =~ z
L e las lineas homélogas en el segundo. Se tiene, [579] por ser se-
mejantes las caras:

I B e e e
5 TR 0 P LR e

elevando al cuadrado Prl2al2 = 12

Inego RS e e L e G

y como la suma de los antecedentes es 4 la de los consecucntes, como
un antecedente es 4 un consecuente [318—8°] resulta:

sHEbs? L SR RS H e g e
que es lo que se queria demostrar,

Las dreas do dos cilindros engendrados por rectdngulos semejantes
son proporcionales d los cuadrados de sus alturas y é los cuadrados d;
sus radios.

Si representamos por s y 8 las dreas laterales de los cilindros por
ry R los radios de sus bases, y por h y II sas respectivas altﬂras., Co-
mo log rectingulos generadores tienen por lados los radios y las altu-
ras, y por el supuesto son semejantes, tendrémos:

h: Heer 2 R
porotraparte 8:S8:x:2=zrh 27 RH... [1]

multiplicando ordenadamente, y suprimiendo los factores comunes, re-
gulta;

s:8ur:R?
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elevando al cuadrado los términos de la proporcidn

A B el
se tiene: HeeHe ot e
luege g h® bl

que es lo que se debia demostrar.
Las dreas laferales de los conos engendrados por tridangulos semejan-
fes, son proporeionales d los cuadrados de sus generatrices y & los cue-

drados de sus radios.
Representando por s y S las dreas laterales de los conog, por a y A

gus respectivas generatrices, y por r y R los radios de sns bases: siendo
los tridngulos generadores semejantes, cuyas hipotennsas y catetos ho-
mélogos sona, Ay r, B, se tiene: ;

A R
por otra parte (679) s:Surra:mRA

multiplicando ordenadamente estas proporciones y suprimiendo los
factores comnnes, resulfa:

grreRaes s HA

¢levando al cuadrado los términoes de la 1* proporcién, s¢ tiene:
O R i

se dedunce que § S eA

Las dreas de las esferas son proporetonales & los cuadrados de sus
radios y & los cuadrados de sus didmetros.

Siendo la 4rea de la esfera — 4 7 R* = x D?, (684) si representa-
mos por 8 ¥ S las dreas de las esferas, por r y R sus radios, y pord y D
sus respectivos didmetros, se tiene:

S mdri? AT R v rd® o n D2
y suprimiendo los factores comunes resulta:
ST s e v R R S g U

X 687.—ProsrEMAS,—L —Deferminar la superficie lateral de un pris-
e recto de base pentagonal, cuyo lado es de 8 centimetros y suw arista
tiene tres metros y medio.




2
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Siendo necesario para poder valuar una superficie expresar las di-
mensiones lineales en la misma unidad, comenzarémos por expresar lag
dimensiones del prisma en metros 6 en centimetros. Adoptando la pri-

e - m o m
mera, tendrémos que el perimetro de la base serd =008 x 5-=0°40.
- 5 7 m 1 5
La arista del prisma =350, y por tiltimo, la drea lateral serd

m ed.

8 =040 X 3%0 = 140

un metro cuadrado y 40 centésimos de metro cuadrado.
Si hubiésemos adoptado por unidad lineal el centimetro, la superfi-

cie la habriamos obtenido en centimetros euadrados, é igual 14000 cen-
timetros cuadrados.

IL—8e quiere determinar el lado de un cubo cuya diagonal mide
5°1962. :
Sillamamos 1 el Iado del cubo y d su diagonal, hemos visto (668) que

d3=:3 12

despejando 4 1 y sustituyendo por d s valor, se tiene:

J 51962° A
e CE T 3 metros préximamente.

1. —Determinar lo drea total de un cilindro recto, cuya altura es

e 1°8 iy el radio de su base de 0°6.
La formula correspondiente (673) es:

g=2ar (h+r)
sustituyendo loa valores del problema
8= 2 X 3141593 X 0% X 24 — 9°04778784

IV.—Determinar la superficie lateral de una pirdmide exagonal rec-
ta y regular, en la que el lado de la base es de 3 pulgadas y su apotems
tiene 11 pulgadas.

El perimetro de la base serd 8 X 6 = 18 pulgadas, y Ia frea lateral
(676) es:

§=21p. A=1}18 X 11 = 99 pulgadas cuadradas.

V. —Determinar la superficie lateral de un trozo de pirdmide regular

cuadrangular, en la que los lados de las bases son 23 pies y 2 pies,
lo altura de uno de los trapecios quele sirve de cara 1 pie y 9 pulgadas.

El perimetro de la base inferior serd 23 X 4 = 10 pies.

El perimetro de la base superior 2 X 4 = 8 pies,

La Area lateral del trozo serd = 3 (10 + 8) 175 = 1575 pies cua-
drados.

V1.—Determinar la superficie total de un cono recto cuya generairiz

o5 do 1125 y el radio de sw base 192,
La férmula correspondiente {679) es:

S=amr(A+71)
m cd.
sustituyendo . 8 =3741593 x 472 x 1597 = 236808

VIL—Calcular la superficie de una zona glacial de la tierra, que es
wn casquete esférico cuye altura aprozimada es de 5266 kildmetros y
el radio de la esfera 6367 Eilometros.

La formula correspondiente (684) es:

s—27nRa

Kiloms. kilbms.
sustituyendo g =2 X 37141593 X 6367 X 8R6°6
= 21 066 657 kilémetros cuadrados.

VIIL—Determinar la superficie de una de las zonas templadas de la
tierra, stendo sw altura 3 305 kilometros, y el radio de lo esfera 6 367
&ilometros.

La formula respectiva (684) es:

g§=27Rh

sustifuyendo ]

= 2 X 3141593 X 6367 X 3305
proximamente = 132

39 216 674 kilometros cuadrados 6 miriaras.

IX.—Dado ol radio de wna esfera, que es de 6 367 kildmetros, deter
minar su superficie. :
Para resolver este problema harémos uso de la frmula:

S = 4 7 R® (684)

gustitnyendo § =4 x 3141593 X 6 367?
proximamente = 509 424 070 kilometros cuadrados.
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X.—86 quiere determinar el didmetro de una esfera cuya superficio
es de 282 14337 metros cuadrados.

Si de Ia formula (684)

gr—soni)T

i ; o 282743°
despejamos & D y sustitnimos: D— ?% = 300 metroz

Volumen de los cuerpos.

688.— Volumen es lg exfensiin en sus tres dumensiones, longifud,
latitud y grueso.

El volumen de un cuerpo es la extensién
cemprendida entre las superficies que lo limi-
tan. Asicomo la medida de una linea se obtie-
ne refiriendo su longitud 4 Ia de otra linea to-
mada por unidad y determinando el nfimero
de veces que estd contenida en ella, para valnar
71/ /| un volumen es necesario averiguar cuéntas ve-
L1/ L—J’ ces contiene 4 la unidad de volumen, Alexpli-
: A 2 car el sistema de pesos y medidas (182 y 185)

Finman dijimos que la unidad de volumen es el cuZo,
que tiene la nnidad lineal por lado. Asi, por ejemplo, si el cubo a (fi-
gura 323) representa la unidad de volumen, y quisiéramos determinar
el volumen del cuorpo A, tendriamos que averiguar cuéntas veces el
primer cubo cabe en el segundo. En la figura de que nos servimos
pueden colocarse en la baze del cubo A 16 cubos iguales d a, y cabiend;
4 hiladas, una encima de otra, de 16 cubos, diriamos que el volamen
del enerpo A es de 64 medios centimetros ciibieos; porque es el medio
centimetro cabico el volumen que en este caso hemos tomado por nnis

|

/

/

o s M

s
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dad. La medida 6 valuacién de voliimenes raras veces puede hacerse
i no és valiéndose de métodos indirectos,

Cuerpos equivalentes en volumen son los que tienen volimenes igua-
les. Asi, por ejemplo, un paralelipipedo, en el que quepan 64 cubos
iguales 4 a, serd equivalente 4 A, sin ser igual ni aun semejante 4 este
GUerpo.

689.— Dos paralelipipedos de la misma base é igual altura, son equi-
valentes en volumen.
#  Siendolas bases iguales, se podrén hacer coin-
cidir como en la figura 324, en A C, y por ser
L iguales las alturas, las carasopuestas EG y J M
quedarin en el mismo plano H L paralelo 4 A C.
Esto supuesto, pueden ocurrir dos casos:
1° Qoando qnedan en un mismo plano las
caras A F y A L de los dos prismas, los trian-
Hrouss T gulos EAJ y F B L son ignales por tener
iguales los dngulos en A y en B, formados por lados respectivamente
iguales como lados opuestos de paralelogramos. Ahora bien: los pris-
mas BEAJ H yF B L G, que tienen los expresados triingulos B A J
y F B L por bases, son sobreponibles por tener todos sus elementos
iguales, y si del sélido total B D H L se quitan sucesivamente los pris-
mas triangulares iguales EA J Hy F B L G, nos quedariin los para-
lelipipedos B D N L y B D H F, que sern equivalentes.
2° Cunando no quedan en el mismo plano las
caras A F y A L (fig. 325), si prolongamos los
lados de las bases superiores EF, G H, J Ny
H ¢ L M, por sus respectivas intersecciones se for-
. mard el paralelogramo O P igual 4 ellas, y por
~_Jr consiguiente igual 4 la hase comfin A C. Si
ey unimos los vértices de O P con los de la base
A C, se formard un nuevo paralelipipedo A P
que por hallarse en las circunstancias del 1% ca-
so con los paralelipipedos A G- y A M, serf equi-
Eame S valente 4 eada uno de ellos; luego estos parale-
lipipedos A G y A M serfin también equivalentes entre si.

Vi
4

=

690.— Un paraleliptpedo cualquiera puede iransformarse en olro rec-
fangular recto que sea equivalente & él.

Imaginemos un paralelipipedo oblicno que tenga por base ABCD
(fg. 826) y por altura G B, el cual nolo hemos representado por evitar
confusiones, y si en los vértices de 1a base A B C D del paralelip ipedo
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firea de 1a zona esférica=s=2 7 R. h

Eu el casquete estérico si Tepresentamos por @ su alturas A, tendré-
mos:

area del casquete esférico—s—2 zR. o

Como la drea de la esfera es Iy suma de las dreas de las diversas zo-
nas y easquetes que la forman, 7 la suma de las proyecciones de todas

las partes del semicirculo generador sobre el eje es el didmetro, resulta.

que

la Grea de la esfera S==2 7 . 9 R—4 7 R®

laego la superficie de la esfera eg cu;é,drupla de la de upo de sus c‘_i'ragr_

Tos méximos.

Si por R ponemos su valor -g., llamando D al didmetro, tendréios

por expresién del frea de la esfera.

S D
Se llama Luso d la porcitn de ig superficie de la esfera AOB H A
Lfig. 8201 comprendida entre dos semicirculos mdximos qus Forihinan
en ol mismo didmetro A B. Si desde el centro C de la esfera se tiran
los radios C O y C H perpendienlares al didmetro comtin A B, o] gn-
guio O C H, que mide el dngulo diedro de los dos semicireulos que li-
mitan el huso, se llama dngulo del Tyuso.

Si el arco O H, medida del angalo del huso, se divide en dos partes
iguales y por el punto de divisién se tira un semicirculo que pase por
A B, resultard un huso que seré la mitad del primero por ser sobrepo-
nibles las porciones de la esfers de que estdn formados, Si el arco O H
ge divide en tres, cuatro 6 més partes ignales, el huso quedard dividi-
do igunalmente en tres, cnatro § méis partes iguales entre sf, En conse-
cuencia, lus superficies de los husos son proporcionales ¢ sus dngulos, 6
& los arcos que los miden.

Si comparamos la superficie del hugo con Ia de Ia esfera, tendrémos:
gup. huso AOBH : sup. esfera :: arco O H : ¢irof, cire. méximo.
luego, la superficie de un uso es igual ¢ la de la esfera multiplicade

por la relacidn que existe entre o wimero de grados del angulo del huso

Y 360°,
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685.—Si al eirculo A B ¢ D [fig. 322]
circunseribimos un cnadrado EF ¢ H y un
tridngulo equilitero I J K y suponemos
que esfe sistema gira al rededor del eja
I A C, resultard una esfera inscrita 4 un ci-
lindro y & un cono, y vamos 4 determinar

,, 1a relacién que existe entre la superficie de
/% laesfera y las del cilindro y del cono circuns-
critos 4 ella.

Figura 222.

Llamando R el radio B O de la esfera, hemos visto ya que:

1° el drea de la esfora=S=4 = R
Respecto al cilindro [672] tenemos:
A% drea lateral del cilindro=8"=2 7 Rx2 R=4 » R*

3° daga total del cilindro=8"=4 7 R*4-2 = R*=6 = 2, [613]

' fgﬁ"determinar la drea del cono vamos & comenzar por expresar en
funcién del radio de Ia esfera el radio desu base J C,-que por razén del
tridngulo equilitero es la mitad de su lado I J. Siendo equilitero el
trifgnigulo Gue engendra el cono, el dngulo I J K vale 60° [465], y co-
mo los triggnlos O LJ y O C J son iguales, el §ngulo O J C vale 300,
y ol J @0, que es su complemento valdr4 60°. Tirando la cuerda O M,
ésta ses~igual al radio [497], y nos resulta el tridngulo equilitero
0 M C enel que el 4ngulo O O M=60°. Sidel 4ngulo recto O C J sa
resta el O C M, queda el 4ngulo M C J=30°. De consiguiente el tridn-
gulo M G J serd isbsceles, por tener iguales los dngulos M J Oy M C J,
y por tanto M J=M C=R: Por tltimo se tendrd, J 0=2 R.

Considerando el tridngulo rectdngulo J O O, se tiene:

J (?=J 0°>—0 C*
y sustituyendo J =4 R°—R*=3 R*
por otra parte 2J 0=J K=J I
Ahora bien: la drea total del cono [679] es== r [A+1]

: S"=x JC[RJCH+IC]|=3~J
y sustituyendo 8720 . R®

En resamen: el irea de la esfera =4 » R®
la lateral del cilindro =4 7= R®
la total del cilindro =6 = R®
y la total del cono =9 = R?




