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X.—86 quiere determinar el didmetro de una esfera cuya superficio
es de 282 14337 metros cuadrados.

Si de Ia formula (684)

gr—soni)T

i ; o 282743°
despejamos & D y sustitnimos: D— ?% = 300 metroz

Volumen de los cuerpos.

688.— Volumen es lg exfensiin en sus tres dumensiones, longifud,
latitud y grueso.

El volumen de un cuerpo es la extensién
cemprendida entre las superficies que lo limi-
tan. Asicomo la medida de una linea se obtie-
ne refiriendo su longitud 4 Ia de otra linea to-
mada por unidad y determinando el nfimero
de veces que estd contenida en ella, para valnar
71/ /| un volumen es necesario averiguar cuéntas ve-
L1/ L—J’ ces contiene 4 la unidad de volumen, Alexpli-
: A 2 car el sistema de pesos y medidas (182 y 185)

Finman dijimos que la unidad de volumen es el cuZo,
que tiene la nnidad lineal por lado. Asi, por ejemplo, si el cubo a (fi-
gura 323) representa la unidad de volumen, y quisiéramos determinar
el volumen del cuorpo A, tendriamos que averiguar cuéntas veces el
primer cubo cabe en el segundo. En la figura de que nos servimos
pueden colocarse en la baze del cubo A 16 cubos iguales d a, y cabiend;
4 hiladas, una encima de otra, de 16 cubos, diriamos que el volamen
del enerpo A es de 64 medios centimetros ciibieos; porque es el medio
centimetro cabico el volumen que en este caso hemos tomado por nnis
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dad. La medida 6 valuacién de voliimenes raras veces puede hacerse
i no és valiéndose de métodos indirectos,

Cuerpos equivalentes en volumen son los que tienen volimenes igua-
les. Asi, por ejemplo, un paralelipipedo, en el que quepan 64 cubos
iguales 4 a, serd equivalente 4 A, sin ser igual ni aun semejante 4 este
GUerpo.

689.— Dos paralelipipedos de la misma base é igual altura, son equi-
valentes en volumen.
#  Siendolas bases iguales, se podrén hacer coin-
cidir como en la figura 324, en A C, y por ser
L iguales las alturas, las carasopuestas EG y J M
quedarin en el mismo plano H L paralelo 4 A C.
Esto supuesto, pueden ocurrir dos casos:
1° Qoando qnedan en un mismo plano las
caras A F y A L de los dos prismas, los trian-
Hrouss T gulos EAJ y F B L son ignales por tener
iguales los dngulos en A y en B, formados por lados respectivamente
iguales como lados opuestos de paralelogramos. Ahora bien: los pris-
mas BEAJ H yF B L G, que tienen los expresados triingulos B A J
y F B L por bases, son sobreponibles por tener todos sus elementos
iguales, y si del sélido total B D H L se quitan sucesivamente los pris-
mas triangulares iguales EA J Hy F B L G, nos quedariin los para-
lelipipedos B D N L y B D H F, que sern equivalentes.
2° Cunando no quedan en el mismo plano las
caras A F y A L (fig. 325), si prolongamos los
lados de las bases superiores EF, G H, J Ny
H ¢ L M, por sus respectivas intersecciones se for-
. mard el paralelogramo O P igual 4 ellas, y por
~_Jr consiguiente igual 4 la hase comfin A C. Si
ey unimos los vértices de O P con los de la base
A C, se formard un nuevo paralelipipedo A P
que por hallarse en las circunstancias del 1% ca-
so con los paralelipipedos A G- y A M, serf equi-
Eame S valente 4 eada uno de ellos; luego estos parale-
lipipedos A G y A M serfin también equivalentes entre si.

Vi
4

=

690.— Un paraleliptpedo cualquiera puede iransformarse en olro rec-
fangular recto que sea equivalente & él.

Imaginemos un paralelipipedo oblicno que tenga por base ABCD
(fg. 826) y por altura G B, el cual nolo hemos representado por evitar
confusiones, y si en los vértices de 1a base A B C D del paralelip ipedo
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tri:’mg}llo. Ahora bien, como el volumen del paralelipipedo tiene por

expresion el producto de la superficie del paralelogramo de su base por

su altura, ‘eI volumen del prisma triangular serd ignal § la mitad de

es.ta. expresion; 6 lo que es lo mismo, al producto de la superficie del
tridngulo que le sirve de base por la altura del prisma,

4° Sila base del prisma es un poligono, podemos

descomponerlo en prismas triangulares, haciendo pa-

sar planos por una de sus aristas laterales A g (fign-

ra 332) y todas las opuestas. Siendo el volumen del

prisma poligonal A ¢ la suma de los prismas frian-

gulares en que ha quedado descompuesto, si repre-

sentamos por V el volumen total, y por v, v, v los

volumenes respectivos de los prismas triangulares,
tendrémos:

V:V",L'V"-E-V”

Por otra parte, el volumen de cada prisma triangular tiene por valor
el producto de su base por su altura, Asf es que si observamos que lag
alturas de todos los prismas parciales son iguales 4 la del prisma total
en razon de ser paralelas Ias bases A C ¥ a ¢, representando por a es,-
ta altura comin y sustituyendo en la ecnacitn anterior, resulta:

V:ABGXa+AGDX&+ADE><a.

y sacando & a como factor comtn y reemplazando la suma de los tridn-
gulos por el poligono que forman, se tiene:

V=ABODEXxa

que es lo que debiamos demostrar.

699.—E7 wvolumen de un cilindro recto 1 06licuo, tiene por valor el
producto de la drea de su base por su altura.

Supuesto que un cilindro no es més que un prisma cuya base es un
poligono regular de una infinidad de lados. Si representamos por v el
volumen del cilindro, por r el radio de su base, ¥ por h su altura, ten-
drémos como expresién del ,

volumen del cilindro Vi==-mid-h

700.—8i llamamos P el volumen de un prisma cuya base es B TA

su altura; y representamos por p el volumen de otro prisma cuya base
sea b y a su altura, tendrémos;
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luego Tos volimenes de dos prismas cualesquiera son proporcionales &
los productos respectives de sus bases por sus alturas.

Si las bases son iguales, esto es, si B=b los volimenes de los pris-
mas serin proporcionales & sus alturas; y si por el contrario, las altu-
ras son iguales, sus volumenes serin proporcionales 4 sus bases.

701.— B volumen de un tetraedro D A B C (fig. 333) es la fercera
parte del de un prisme A B CF D _E de la misme base y altura gue él.

Figura 333.

Sobre 1a base A B C de nuestro tetraedro, levantemos aristas iguales
v paralelas 4 D B, y haciendo pasar un plano E D F por sus extremos
superiores, se formard el prisma A BC E D F de la misma base y al-
tura que el tetraedro. Siquitamos éste nos quedard la pirdmide cua-
drangular D A C F E, que para mayor claridad hemosg representado
en la figura 2*. En esta pirdmide el plano D C E la divide en dos te-
traedros, representados por separado en las fignras 3* y 42, de los que
el 0 D E F es equivalente fanto al D A B € como al DA C E. En
efecto, C D E F es equivalente 4 D A B C por tener sus bases ED F
y A B C iguales (658) y la misma altura, que es la distancia de las ba-
ses del prisma. Elmismo tetraedro D C E I es equivalenteal DACE
porque sus bases E C F y A C E son tridngulos ignales y tienen la mis-
ma altura, que es la distanciade D 4 lacara A CF E. Luego siendo
equivalentes entre si los tres tetraedros en que hemos dividido el pris-
ma, el volumen de uno de ellos D A B C serd la tercera parte del del
prisma, esto es, el volumen de un tetraedro tiene por medida la fercera

parte del producto de su base por su aliurg.
s 702.—Haciendo pasar planos por las aristas de una
‘ pirAmide S A B C.... [fig. 334] puede descomponerse
en tetraedros, que fienen la misma altura que la pira-
mide. El volumen de la pirdmide es la suma de los vo-
liimenes de los tetraedros, asi como su base es la suma
de los tridngulos que sirven respectivamente de bases
4 los tetraedros, y como el volamen de cada tetraedro
tiene por valor la tercera parte del producto de su base

o
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por su altm:n, se infiere que el volumen de una pirdmide cualquiora tie-
26 %T médzda: la tercera parte del producto de su base por su allura
3.—Como el cono a pirfimi se cir B

es una pirimide de base civeular, ef volumen del

cono recto 1 a?lwuo tiene por valor la tercera parte del producto de su
base por su alfura.

Si representamos for v el volumen del cono, por r el radio de su ba-
se y por h su altura, tendrémos como expresion del volumen del cono:

v=%m1>h

¥ :
{04.—El volumen de un poliedro cualquiera se obtiene descom po-

niéndolo en pirdmides y valuando en seguida el volumen de éstas: sa
suma dard el volumen del poliedro, &

oy S
105.—Las pirdmides de igual ;
: ) altura y de bases equivaler ]
ol mismo volumen. ¢ e

Supuesto que el volumen de las pirdmides tendri por valor la teree-
va parte del producto de factores iguales.

'}’OG.—HEZ'z-'oZmne;a de un frozo de prisma triangulor A B C F D E
Lfig. 835] tiene por valor la tercera parte del producto de su base A B C

,pm' g(& SUMG (38 Z(E l‘-.ifﬁ?w?;t’{a d{‘; ZOS t' eS8 Vel L'C-‘E.S 4 5 -
S {'.J, & g T A t 3 ) !J_ |1 e
i o 3 y a Zf: s

Figura 335,
Si el prisma truncado A B F lo cor
sultard por una parte el tetraedro I;nfiﬂgof}foéluzl EI;:;ESDH;A C mf:S l;-
en %a ﬁgm‘a 1* de abajo, y la pirdmide cuadrangular D A OP};GEE“E“ to
piramide cuadrangular, cortada por el plano D O E, ge descom e
los tetraedros D CA Ey D C F E. Asi es que el vol’umen del t?g;}c? see“
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r& 1a snma de los volimenes de los tres tetracdros DAB O, DCAE
yD CF E. Bl primer tetraedro de la figara 1* tiene por base la del
trozo A B O, y por altura la distaucia del vértice opuesto D 4 esta mis-
ma base, y su volumen serd el tercio del producto de estas dos cantida-
des, 10 cual estd conforme con el enunciado del teorema que venimos
demostrando. Bl segundo tetraedro D C A Ees equivalente al EBC A
representado en la fignra 2* de abajo, que resultaria haciendo pasar un
plano por los vértices E B C del trozo de prisma, porque tiene la mis-
ma base C A B & igual altura por ser la arista B D paralela & la cara
A F. El tereer totracdro D C F B es equivalente al B C F A, repre-
sentado en la figura 3* de abajo, que resultaria 2l cortar el trozo por
un plano que pasara por los vértices I, A y B, porque tienen bases equi-
ralentes y la misma altura, Los trifingulos CF Ey CF A que sirven
de bazes 4 estos tetracdros son equivalentes, porque tienen la misma
base O F, y por altura la distancia de las dos aristas paralelas C F y
A B. Las alturas de los tetraedros D C F Ey B C F A son iguales,
porque la arista D B es paralela 4 la cara A F del trozo. En altimo
andlisis, el volumen del trozo A F es equivalente d la suma de los vo-
lamenes de los tetraedros de las fignras 1%, 2* y 3* de abajo, que tienen
por base la del trozo A B C y por alturas respectivamente las distan-
cias de los vértices opuestos D, E y F 4 csta base, luego el volumen del
prisma truncado tendrd por valor lo que expresa el teorema.

"0 —F1 volumen de un prisma truncado A d [figu-

ra 336] de base cualquiera, tiene por valor la suma de

: los volimenes de los trozos de los prismas triangulores

5 ABCa, ACDa,yADEaen que se puede descom-

E—--tT: D poner haciendo pasar planos por und arista A aylas
s . opuestas C ¢, D d.

Figura 3%6.

N08.— Bl volumen de un trozo de pirdmide de bases paralelas, ¢s gual
& lu tercera parte del producto de la allura del trozo por la suma de lg
base inferior, mds la superior, mds una media proporcional entre
ambas.

Llamemos S la base inferior del trozo [fig. 337},
8 su base superior y a su altura. Completando la pi-
ramide de que forma parte del trozo, Ilamarémos: V
¢l volumen de la pirdmide total O S, y H su altura:
v el volumen de la pirdmide superior O s y h su al-
tura, El volumen del trozo que representarémos por
T, serd igual V—-v. Esto supuesto tendrémos:

SRR

v
1
1
1

SIS PR S

Figura 337
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V=18 H, v=2%ah, V—v={SH—}sh

Como =a-th sustituyendo en el dltimo valor
V—y=T=} S [a-+h]—%sh

ejecutando la multiplicacién T:%(S a-+h (S—-s))

V: : inar i
amos 4 determinar el valor de h en funcién de a, Sy des para sus-

titnirlo en esta e : +
sta ecuacion. Conforme & lo demostr 5
: : stradoen e g
se tiene: 1 nfimero 644,

Saie il he
extrayendo rafiz y sustituyendo
VS :4s zath:h

formando é igualando el producto de extremos y medios,
h VS =aa/s +hvs

a¥E o

VS—Vs

despejando 4 h=

sastituyendo este valor en la ecunacidn [1]

a4/ s [S—s })
VS —Vs.

sacando a como factor comin, y considerando que

T='~.‘:(S a+

S=A/, 5=/ y que S—s=(v§ + v/5) (V§ —v/3),(251—3°)

tendrémos:

Vs (VS+4v5) (VS —v
T=3alS§ ' 5)
,§a(‘+ s )

y finalmente

)

que es lo que tenfamos que demostrar,

209

%09, —Como el trozo de cono, lo es de una pirdmide cuyas bases pa-
ralelas son circnlos, llamando t su volumen y sustituyendo por Sy s
gug valores, se tiene:

=1a (x Rtz r*+ V2 R D)
6 t=% 7 a (R*+1*+R1)

‘expresién que serviré para valuar el volumen de un trozo de cono.

%10.— Un tridngulo A B C (fig. 338) que gira gl rededor de ung rec-
ta cualquiera C 1 situada en su plano y que pasa por uno de susvérti-

 ces C engendra un volumen que tiene por valor la tercera parte del pro-
_ ducto de la perpendicular C D bajada de este vériice sobre la base AB

multipliceda por lo superficie engendrada por esia base A B.
Llamarémos p & la perpendicular C D bajada
sobre la base A B, R 4 la perpendicular A O, y
para simplificar dirémos vol. B A C para expre-
sar el volumen engendrado por la rotacion del
tridngulo B A Cal rededor de C I, y sup. A B
para indicar la superficie engendrada por la roba-
cién de la recta A B. Esto supuesto, consideraré-

Figura 85, mos tres casos:
1° Cuando el trisngulo C A B gira al rededor de uno de sus lados
C B [fig. 338]. Se tienc:

vol. G A B—=cono C 0 A+cono BO A
vol. CAB=17R*(0 0+0 B)={ zBRXCB

RO B, que es el duplo de la superficie del tridngulo C A B, es igual
4 A Bxp, y sustituyendo se tiene:

ol C A B=} 7 R. A Bxp

pero como 7 R. A B expresa la superficie conica engendrada, por la ro-
tacion de A B [679], finalmente resulta:

vol. C A B=3sup. A BXp

que es lo que expresa el feorema. Cualquiera qué gea el valor del 4n-
gulo en A, seréin aplicables los raciocinios de esta demostracion.

90 Cnando el tridngulo C A B [fig. 339] gira al rededor de una Ii-
nen exterior C I, En este caso tendrémos:
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4 dado, levantamos perpendiculares 4 Ia base, ignales 4
la alltm-a del mismo paralelipipedo, se tendrd otro pa-
ralelipipedo A C H E F recto y equivalente al oblicuo
que no hemos representado en la figura. En seguida

& levantemos en A y en B perpendiculares & A B, y so-
bre el rectdngulo B L construirémos el paralelipipedo
B M cquivalente 4 B E, por tener ambos la misma ba-
se A Gy A L por altura; luego el paralelipipedo rec-

toy rectangular B M sers equivalente al propuesto, que no s¢ ha re-

presentado en la figura,

Figura 326,

691.—Dos paralelipipedos rectangulares de la mismae dase son pro-
porcionales d sus alturas,
A . Puede sueeder que las alturas de los dos
paralelipipedos sean conmensurables § in-
conmensurables, En el primer caso si las
alturas B C y b ¢ son conmensurables de
modo que dividiendo, por ejemplo, bc en
dos partes iguales, la altura B C tenga cua-~
tro de estas partes, tendrémos:

Figura 327, be:BC :2bd:4bd ::2:4

Si por los puntos de divisién de las dos alturas tiramos planos para-
lelos 4 las bases, nos resultard el paralelipipedo a b dividido en dos y
el A B en cuatro, todos iguales entre si, y tendrémos:

ab:AB::2ad :4ad 2 :4

Siende iguales las @tltimas razones, en las dos series de razones igna-
les las primeras también lo serfin, y se tendré por &ltimo:

Par.ab : Par, AB ::alt. be :alt. BQ

que es lo que se queria demostrar,

Si las alturas fueran inconmensurables, repitiendo el racioeinio que
hicimos al fin del pérrafo 557 demostrariamos en este caso la verdad
del teorema,

692.—Los vohiimenes de dos paralelipipedos AP y A p (fig. 328) ree-
tangulares de la misma altura, son proporcionales 6 lus superficies de
sus bases B P y B p.
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Siendo rectangulares los paralelipipedos, puede
hacerse coincidir uno de sus triedros B y el plano
de sus bases. Prolongnemos la cara F p hasta Q H,
y nos resultard un nuevo paralelipipedo A Q, ILla-
marémos P al paralelipipedo A P, pal A p, y Qal
A Q. CUomparando P con Q, aue tienen la misma
base A D, se tiene (691):

kY
™
i
=

s
Sl S

-

t
j
9.

o

c

o

Figura 328.

Pri@EsrBetise B H
Comparando Q con p, que tienen la misma base B F, se tiene:
Q=rp BB G
multiplicando ordenadamente estas proporciones, resulta:
Posps e Bl SRRl a i

que es lo que se queria demostrar.

a N A 693.— Los voliimenes de dos paralelipipedos rec-

' e tangulares cualesquiera A P y B p (fig. 329), son
entre st como los productos de sus bases por sus
alturas.

81 prolongamos las caras del paralelipipedo B p,
nos resultard uno nuevo B Q. ILlamando P al pa-
ralelipipedo A P, pal Bp, y Q al B Q, tendrémos,

& comparando P con Q, que tienen la misma altura:

\ \
\ \
B \

Figura 829,

P:Q ::baseCD ;: base CB
Comparando Q con p, que tienen la misma base, se tendra:
Q wpntt =G
multiplicando las proporciones, resulta:

P:pxubaseCDXCQ:baseCBXCp

que es lo que se debia demostrar.
694,—Si en la Gltima proporeién p nos representa un cubo que se
tome como unidad de volnmen, sus lados serdn iguales 4 la unidad de

longitud y la expresada proporcién se cambiard en

P:1:baseCDXxXx0Q:1X1
luego P=baseCD x CQ
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Esto es, cuando so toma por unidad de volumen el cubo que tiene por
lado Iz unidad lineal, el volumen de un paralelipipedo rectangulor rec-
to tiene por valor el producto de su base por su altura; pero debe tener-
se presente que Jas cantidades que forman la ltima ecuacién son ni-
meros abstractos que representan relaciones con la unidad respectiva.
P representa el nfimero de veces que el paralelipipedo que se considera
contiene al cubo que s¢ ha tomado por unidad, y expresard metros cfi-
bicos, varas ciibicas, pulgadas ciibicas, segiin que sus dimensiones ge
hayan estimado respectivamente en metros, en varas 6 en pulgadas.
La base U D expresard el nimero de veces que la unidad superficial
esta contenida en ella; y por filtimo, la altura C Q expresars el ntime-
ro de veces que la unidad lineal est4 contenida en dicha altura. Ade-
mas, el namero P que representa el volumen, tiene que estar indicado
en la nnidad de volumen correspondiente & la lineal que ha servido
para estimar las dimensiones del paralelipipedo. Por ejemplo, si éstas
ge han tomado en metros, el volumen resultard valuado en metros cfi-
bicos; si se han tomado en decimetros, el volumen resultard en litros;
si se han tomado en pies, el volumen resultard en pies cabicos, ete.

Siendo el cubo un paralelipipedo recto cuyos lados son ignales, su
volumen tiene por valor la 8* pofencia de uno de sus lados. De aqui la
denominacion de cubo 4 la 3% potencia.

Como el volumen de un paralelipipedo oblicuo es equivalente al de
uno recto rectangular de la misma altura y de base equivalente (690),
resulta: que el volumen de un paralelipipedo cualguiera tiene por va-
lor el producto de su base por su altura.

695.— Un prisma oblicuo 4 D (fig. 330), es equivalente é ofro recto
Op cuya generatriz Pp=B D y su base O.P ¢s lo proyeceidn de lo
A B del primero.

Prolonguemos las aristas C A, B D.... tiremos
el plano M N perpendicular 4 estas aristas, tome-
mos Pp = B D y hagamos pasar el plano o p pa-
ralelo & M N. De este modo resulta el prisma recto
O p cuya generatriz es ignal 4 la de A D, y su base
O P es la proyeccion de la base A B. Vamos 4 de-
mostrar que los prismas AD y O p son equivalentes,

Si consideramos los prismas truncados o D y O B,
verémos que son iguales, pues por una parte sus ba-
ses O Py op lo son comobases de un mismo prisma
O p, y por otra sus aristas respectivas también lo
gon, estoes, PB=p D, O A =o0C, etc. En efecto, por construe-
cién P p=B D agregando 4 estas rectas Ia parte p B resulta P B=p D,
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y lo mismo con Ias demds aristas. Ahora bien, si de los prismas trun-
cados O B y oD se quita la parte comin o B, resulta: prisma recto
O p = al oblicuo A D; que es lo que teniamos que demostrar,

696.—Los prismas simétricos A Dy ad (fig. 330) son equivalentes.

Para que el prisma a d sea simétrico & A D, se necesita que las ree-
tas D d, Cec.... sean perpendiculares al plano M N, y ademés que
DR i 06— OGP B —SPh O A—0q. =

Tomemos P p=P p’=—D B y hagamos pasar por p y p’ planos para-
lelos & M N. Nos resultarin los prismas O p y O p’ iguales, por ser
rectos, por tener la misma base & ignales sus generatrices. Ahora bien,
O p es equivalente 4 A D (695), yOp' loeséad, lnego AD yadse-
ran equivalentes; que es lo que se tenia que demostrar.

697.— Un paralelipipedo cualquiera Ac (tig. 331) estd formado de
dos prismas friangulares A BDbda y CBD dbe, equivalentes
entre si.

Si por las diagonales d b y D B de las bases se hace

pasar un plano, resultarin dos prismas triangulares

ADBa y CD Bec, cuyas partes constitutivas son

ignales, pero que, por no estar dispuestas en el mismo

orden, no seran sobreponibles. Para demostrar que

los voltirggnes de estos prismas son equivalentes, ti-

remos dos planos a ¢’ y A C’ perpendiculares 4 las

Sl aristas, y prolongando éstas nos resultarin el parale-

lipipedo recto A ¢’y los prismas triangulares rectos AB* Oay O’ B O¢’.

Hstos prismas son ignales por serlo las partes de que se componen, y

estar en ambos distribuidas en el mismo orden (666). Ademds, el pris-

ma recto A B’ O a es equivalente al oblicno A B D b d a, porque tie-

nen la misma generatriz A a y su base A B’ O es la proyeccion de la

A B D (695). Por igual razon, el prisma recto C’ B’ 0 ¢’ és equivalen-

te al C B D b d c; ltego siendo iguales los prismas rectos, serdn equi-

valentes entre si los prismas ABDbday CBDbde, y por lo mis-
mo equivalentes 4 la mitad del paralelipipedo A c.

698.— E1 volwmen de un prisma cualquiera tiene por valor et produc-
to de o superficic de su base por su alturd.

1° Si el prisma es un paralelipipedo recto, hemos visto (694) que esa
es la medida de su volumen. _

2° Si es un paralelipipedo oblieuo, su volumen es equivalente al de
ano recto de la misma altura y de base equivalente en superficie (690).

3° Hn el caso de que el prisma tenga por base un tridngulo como
A B Dbda (fg. 331), segiin acabamos de verlo, éste serd la mitad del
paralelipipedo cuya base fuera un paraleldgramo ‘A B C D doble del




