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vol. C A B=vol. 0 A T—vyol, CBI

sustituyendo los valores de vol. ¢ Alydevol CBI

conforme 4 lo demostrado en el primer caso, se ticne:

voL. C A B={ p. sup A I—¢p.supBI

Hewes® 6 vl 0 AB=—}p.[sup. A I—sup. BI]={p. sup. AB
que es 1o que go tenia que demostrar,
3° Cuandola baza A B

[fig. 340] es paralela al eje de rotacién, En
este caso se tiene:

vol. C A B=cilindro A B T E+cono C AE—cono OB I

sustitnyendo los valores respectivos tendrémos:

vol. CA B==z P’ E I+l » p>C E-1x p> 01
=7V [E1+3 0 E—} O IJ<} 7 p* [3 B [0 B I]
=¢7p° (3 EI—E D=%zp*2RT

Figura 340. 6"010.& B:2pr EIX“]; pZ% Sup- ABXP-
que es 1o que se tenia que demostrar.

711.—Hste teorema nos
volumen de la esfers, del s

§—ig

servird de fundamento para determinar el
ector y del segmento estérico,

En efecto, si nos ima
gular ABD E. ... (
girculo,

ginamos un poligono re-
fig. 341) circunscrito § an
Y que éste gire al rededor de un radio A C,
el volumen engendrado por la rotacién del poligo-
10 serd igual 4 la sama de log volimenes produci-
dos por los tridngulos A B C,BDG,DCE.. .
y tendrd por expresién 3 P (sup- A Btsup. BD
+sup. D E....) Esto es, el volumen engendrado.
por el poligono tiene por valor la tercera parte del
producto del radjo por la superficie engendradg por los lados del poli-
gono. Cuando los lados de &ste sean infinitamente bequefios el volumen,
S€ convertird en el de Iy esfera cuyo valor serd iy tercera parte del pro-
ducto de su Superficiz por el radip.
Y conio Ia Superficie de la esfera es on

4drupla de Ia de uno de sug
circulos méximog (684), el volumen de 1

a esfera tendré por expresién:

V=47 R*X}{ R=¢ 7 Rs

0 = 3
0 v=1{zD

sustitnyendo por R sy valor en funcién del didmetro, que es 2,
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712.—8e llama seclor esférico la porcion dg la esf:-p- @ C;sz,_ ;:g,;(c e

s ¢ contca D C B que tiene j

) limitada por la superficie coniea et ? S
3435) '31"‘:;:"; es}:m 9 por el casquete esfemlc’a AD E.tIL.E ?:;i;?;rez eéz :
s :]ﬂ concebirse engendrado por la rotacion del sector ¢
puede '

\ ; dio A C. o

o e Bl volumen del sector esférico, conforme al
teorema demostrado (710), z‘endm' por valor Z.a,
lercere parte del producto del md'_w de lo ifem
por la superficie del casquete esférico D E A. 2

Llamando e la altura A O del casqu?fe esﬁi"-
rico, y recordando (684) que la 4rea de éste fa:s 4
exp;e=ada por 2 7 R g, el volumen del sector es-
ferico tendra por expresion:

v=% TR a

i i0 a D E A (fg.

%13.—Se llama segmento esférico la porcion ﬂe_ lajzie;)aé)E ; aﬁ r%_
342) 'encrendrar]a por la rotacién del segmento cirex

2), eng

A.

dedor de la flecha O ’ ; i

E] volumen del segmento esférico €s 1 gua.1 al del scetor €
nos el del cono C D E, y tendri por valor:

v=37RPa—372D0?X0C....(1)
D 0°>=B 0x0 A (538)=(2 B—a) =2 R a—a
0 C=R—0o 2
D 02x0 C=2 Ra-¢*) R—a)=2R’ag—3 Ra’+a

sustitnyendo en (1)
v=2zR*a—} 7 (2 R’ a—3 R’ +0’)

: lltaild() .iﬂ mu till i i’ d ii
e"i.ec ! i l cacion .}E 1C1enndo gacan ]() como i
a4 ; T 3 se tleﬂe ﬁ]]&'lmentﬂ.

2 = * (3 B—a
volumen del segmento esférico=v=% 7 & 3 )

g 7 G ED, esignal
dos bases paralelas F G ED,
' de un segmento de il
IEId"? 111322;1& de los volamenes de los segmentos que &e apoy
’ cal i i ses.
?ossfcirculc)s que respectivamente le sirven de ba i
determinar el volumen engendFado por af,;edor T
Piracircular A iB D (fig. 342 bis) girando al rede
mento
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En resumen
» el volumen de la esfera v = 4 7 Rs
5 del cilindro v’ = 2 = R3
oF del cono v—=3 wR2

Tie ST
upgo ViViv'i4r R3:2 7 R3:3 72 R3:: 4 6: 9,

S !

deds;; c{gzgzte:i; ia?hdades, son entre si como 4: 6: 9, de lo que se

L 2{)0 umen fie la esfera es los dos tercios de el del cilin-

s VO]ume.n ; (%ue es 1gaal 4 los cnatro novenos de el del eono: y

§ sy el cilindro es medio proporcional entre el de Ia :as-
> Supuesto que 6=4/1 % 9.

15.— Los volil
. tanenes de dos pirdmi !
ides cualesquiera s 1
m% .:703 productos de sus bases por sus alfuras : e
1 representa .
i SI; gltntfimos por P el volumen de una pirimide cuya base sea
ura, tendrémos (702): P=} B. A; y llamando p el volu-

men de la ofra pirdmid
i p 1de, b sa base y a su altura, se tiene: B—3% boa.

P:p::yB.A:4b.a
multiplicando por 3 1a 2% razén
P:p:B.A:ba
que es lo que se queria demostrar.
716.— Los volil;
—L menes de dos pirdmi ]
’ rdmaudes semejantes s ; 1
i ’ : S0 proporeiongles
oi l;:;f)brc:l de lsus alturas § los cubos de sus lineas homdlogas. o
e al teorema del nfimero anterior, ss tiene:
Prp B X A:bxn
por ser las pirdmides semejantes (644)
B b A2 .97
maultiplicando estas pr i
§ proporciones y suprimiend
B3 y suprimiendo los factores comunes,
PopAig
¢o : irdmi j
Y como por ser las pirimides semejantes todas sus

8on proporcionales entre si
. 16 si; llamando I,
se tiene: : <

s lineas homélogas
y L las lineas que se escojan,

6 A:a.::L;]
luego Afia’n L3 ;8
5 P:p::A3:33::L3;13

R15

M1Y.— Los voldmenes de los poli edros semejantes son enire si come
los cubos de sus lineas homdlogas. i

Llamemos V y v los voliimenes de los poliedros; P, P, P”.....
pirdmides en que se puede descomponer el primer poliedre V, y p, P’
p”.- .. las pirdmides semejantes de que se compone el segnndo polie-
dro v; L, 17, 1”.. .. las lineas del primero y I, I, I” las homé-

logas del otro. Se tiene (716):

..Jas

P:puls:ls  Pup s 12 1 13 efe.

por ser semejantes los poliedros, lo serin sus carasy tendrémos:

i e o el el e

elevando al cabo P LRSS 8 (e
lnego P i S inpl R s

cedentes es 4 1a de los consecuentes, como

y como la suma de los ante
un antecedente es & su consecuente (318—8°) resulta:

3 .13

P4P4P”.... : pHp 4P n L
) LYRE AR P
+ que es lo que debiamos demostrar.
w18. — Los woldmenes de los cilindros rectos engendrados por rectn-

qulos semejantes son proporcionales & los cubos de sus radios 4 ¢ los

cubos de sus alturas.
Representarémos por V el volumen de un cilindro, por R el radio de

su base, y por H su altura; por v ol volumen del otro cilindro, por r
¢l radio de su base, y por h su altura. Tendrémos (700):

VivezRH:zr*h.... (1)

como los rectangulos generadores son semejantes, y los lados de estos
rectingulos son los radios y las alturas de los respectivos cilindros, se
tiene:

H:hsR:s
multiplicando ordenadamente y suprimiendo los factores comunes,
resulta:

Now s Riart

Si elovamos al cubo los términos de la pentltima proporcion se tiene:
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H3:h3 ::Rs 13

Ineoo:
g0 ViviaHs :hs

que es lo que g6 dehia demostrar,

719.— Los vl

. volil

rectingulos Semejfz;?.:; de los conos rectos engendrados por tridngulos
- €S, 80m pro 1 7

hamélogas, > U0 proporcionales & los eubos de sus Vneas

Llamemogs vV ¥ v los vol
altnra.s, B yrsus radios,
Sus trifingnlos generadore

umenes de los conos,
Y A, a sus generatric
8, se tiene:

Hy h sos respectivas
¢s. Por ser semejantes

BicreH:h Ry
| S B e W |
Porotraparte(?O-S) V:v::v}:’rl‘izﬂtéﬂl‘ah() )

(1)
B®:r?H2: 2

multiplicando los términog d

o e i6
primiendo los factores comn e Euna porlos de Ia (2) y su-

nes, resulta:
VivaHs:p

si elevamos érmi
al cubo los términog de las razones ;
8 1guales (1) go tiene:
45 R?: 8 s HP hS o A% . g8
g V:st::R*‘:r"::H“:h""As'a3

que es lo que se querfa demostrar.

20— Los volitmenes de las esfera

o 8§ S0n Propores, i
; . 10
US rodios 6 & los cubos de sus didmetros . i s

; HEI:?(’)S Visto (711} que el volumen g
$TR6 Lz De asi es que si
de las esferas, por B ¥ T sus
tros, tendrémos:

e la esfera i
; 1ene por expresis
Iepresentamos por V . i

_ ' Y v les voltimene
respectivos radios, y por D y d sus diérneS

Vi:vae Bt
{7z R -37!1'3::-%-71]33:%%(13
suprimi
Y suprimiendo los factores comuneg
VivauR P D g

que es lo que se queria demostrar,

217

%21,— Los voldimenes de los poliedros simétricos son iguales.

Si imaginandonos dos poliedros P y P’ simétricos con relacién & un
plano, tomamos wn punto O en el interior de uno de ellos, y su simé-
trico o’ en el otro, y desde estos puntos tiramos rectas & todos los vér-
tices, nos resultarin divididos los dos poliedros en el mismo niimero de
pirdmides respectivamente simétricas. Estas pirimides tienen sus ba-
ses y sus alturas iguales (657), lnego serin equivalentes en volumen
considerandolas de dos en dos, y en consecuencia la suma de todas lag
que forman el poliedro P serd igual & la suma de las pirémides que
constituyen el poliedro P’. '

%99, —PROBLEMAS.—L —Determinar el volumen de un paralelipipe-
do rectangular, en el que los tres lados de uno de sus friedros miden:

150, 42 contimetros y 50 centimetros.

Siendo necesario expresar las dimensiones lineales refiriéndolas ala
misma unidad, elegirémos el metro para que el volumen resulte en
metros chbicos. Llamando V ¢l volumen que buscamos, tendrémos
(694):

m. cub,

m. m m
V=10 X042 x 060=0315
Si hubiéramos querido determinar el volumen en litros, las dimen-
siones lincales las habriamos reducido &4 decimetros, y nos habria re-
d
sultade: V=15 X 42 x5=315 litros,
I1.— Determinar ¢l volumen de un cilindro cuya base tiene 40 centi-

metros de radio, y 60 centimetros de altura.
La f6rmula correspondiente es (700}):

y—rx12 h
: cent, ofib.
sustitnyendo v=3141593 X 40° X 60=301 592928
lisros
v=301‘592 928
TIL.— Calowlar el volumen de un cono cuya altura es de 2% y el ra-

dio de su base 0°30.
La férmula que expresa el volumen de un cono es (703):

y=471*h
sustitayendo v=} 34141 593 X 030* X 25

m. cib. Litros 2
de donde v=0235 619 475=235°619 475
28
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IV.—Calenlar
ar el volumen de un tro
. ir0z0 de cono, cuya alf 1
y los radios de sus bases son 3‘?’ Y 3‘9 e
La formula reéspectiva es (709):

=t7a(R*+r’+R 1)
=7 3141593 19 (0907 + 09 047)

6 m. cib,
V=2'425309796
V.—Cale -
4 féralcrflazr ¢l volumen de una esfera cuyo didmetro os do 1%
MRia que expresa el volumen de Ia esfera es (711): .

susfituyendo

. V:.-é— 7z D?
sustituyendo v=¢ 3141593 125°
y resulta 1056:
Y= 1026537
VL

‘—_Dote? minay EZ? - S7er i/ t'z e ‘
ad“} d@ una ez_ﬁ (1 CHJO volu 1 e8 (23 7

2114661,
vV=f 71
despejarémos 4 — |3v
4z
sustituyendo e 3 XR144661
‘ 4X3141593
ejecutando la operacign resulta:

=S8, que serdn decimetros, por estar esti-
mado el volumen en litrog .

1T ~—.D€f PIRATIA en de sector e
- ermina GZ Z?GZ?HR
”r 'EHZ f S‘]‘” 1
. v : STETICO CUVT ah’ma es cle
45, y fz radio de la esfera 12 melros -
La formula qu exl esa el 3.101‘ d.el 1
( }: e I v volomen dL] gector ESféerO es

=2 7 R? a
sustituye :
yendo V=% 3141593 X192 x 45
6 m. ciib.
v=1357°168
VL —Determi
: ernanor el volumen de yy 7
2 el ve un segmento esférico cu ur
tad del radio de Ig esfera, que tiene 16 dec-z’ﬁ-:;a'ros g
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El volumen del segmento esférico esté expresado por la formula (713)

v:% T a’ (3 R‘_'a)

sustituyendo v=1 3141593 x 8* (3 X16—8)
litros.

6 v=2680626

IX.—Se quiere determinar el volumen de un cubo cuya diagonal es
de 8 decimetros. _
Representando por d la diagonal del cubo, y por a una de sus aris-
tas, tendrémos:
d*=3 a> (668)
y el volamen del cubo v=a® (694)

despejando en la primera ecuacién 4 a, y sustitnyendo su valor en la
segunda, resulta:

(1

63
=

VA

sustituyendo el valor numérico de la diagonal del cubo en nuestro pro-

blema, se tiene:
83 litros

L2 R5344

27

X.— Delerminar graficamente el radio de una esfera C (Gg. 844).

- Tomemos dos puntos coalesquiera sobre la esfe-
ra, A y B, haciendo centro en ellos, y con un com-
phs de puntas curvas determinémos sucesivamente
con tres radios diferentes tres puntos D, By F
equidistantes de A y de B, por lo cnal el plano que
pasa por D, By F serd perpendicular al medio de
1a recta A B, y todos sus puntos estarin equidistan-

tes de A y de B; luego pasard por el centro de la esfera, siendo un eir-
culo misimo de &sta la seccién D E F G. Esto supuesto, si sobre un
plano llevamos las distancias D E, E F y D F construirémos el tridn-
guloD B F, ysi cireunseribimos al tridngulo un circulo, determinan-
do el radio de este circnlo obtendrémos el de la esfera.

1 E B
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E T, que se llama wiiz esferica, supondrémo

que para fijar la magnitud del segmento se co?
1026 'Ia cuerda A B, y que para determinar Ia
bosicion del mismo segmento con relacign al
eJe de revolucién se da la proyeecién O H de
su cuerda A B. Fsto supuesto el volumen en

gen_dra,do porla revoluci6n del segmento Ai B D
es 1gual al engendrado porel sector A C B D
. menos el engendrado por el tridngulo A © B

s figuras al rededor do E F. Asf pues: ;

vol. seg. A i B D=vol. sector A (J
. B H— ii
conforme 4 lo demostrado (710) o g <

Figura 342 bis.

vol, sector A C B D=—gn
=sup. zona A D BxE—9
vol. sector A C B D=2  R*xH Xz=%m RXH OxZ (684)
RS s TR “aiggal b

Ahora conforme 4 Io demostrado (683 y 710)

vol. tridng, = i i
1ang. A C B=2 7 CixH OX9=1% » Oi*xH o
como en el trifngnlo recténgulo A i ¢
OiP=AC—Ap—pr AB

4
tendrémos:

SIS L 3y

sustituyendo los valores de las ecuaciones (2) y (3) en I (1) resalt
resnlta:

vol. trifing. A C B=3 z H o(Rz_ A B”)
1

vol.seg. AiIBD=27zR°HO-2~2HO (Rg__ AB*)
4

ejecutando las operaciones y reduciendo:
vol. seg. AiBD=I7H OxA B2

que es la expresion del volumen engendrad
: Lpce 0 por Ia rotacif

mento c.lrcular en funcién de su enerda y de la proye _16011 : 'H e
bre el eje de rotacion, Ao il

Se llama exite ¢ la poreidn d.

4 ¢ ¢l volumen de la esfs

s o : : S] e A. B M A_ -
gura 5%2) com!{rendzda entre dos semicireulos mdazimos que ¢ H i
en ol mismo didmetro°A B y lg superficie de un husp A HQBJ B;anm :
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Como si dividimos en dos, tres 6 més partes igualesel dngulo HC M

del huso que fija la magnitud de la cefia, resnltard ésta dividida en

dos, tres 6 ignal namero de partes, por ser sobreponibles las cufias de
la misma esfera que corresponden 4 husos iguales, resulta que los vo-
Iamenes de las cufias son proporcionales & los dngulos de sus huses, y
siendo 1a esfera el conjunto de un ntimero dado de cufias iguales, re-

sulta:

vol. cufia A B M A I : vol. esfera :: como arco H'M : eircf. cire. mix.

lnego el volumen de una cufia es iqual al de la esfera multiplicado por
la relacibn que existe entre el mimero de grados del dngulo HCMdel
huso de la cufia y 360°.

! 714,—8Si al circulo A B C D (fig. 343) cir-
cunscribimos un cuadrado EF G H yun tridn-
gulo equildtero I J K, y nos imaginamos que
gira este sistema al rededor del eje 1 A C, re-
sultarfn un cilindro y un cono eircunseritos &
la esfera, v tendrémos:

1° El volumen de la esfera, que lo represen-
- tarémos por v,

y—4% 7 R
20 Tl del eilindre, que lo llamarémos v,
Y=z R2%x2 R=2 = B3
3¢ Tl volumen del cono circunserito, que representarémos por E
v=(m 0J*XCI1
Ahora bien, hemos visto (685) que J C*=3 R®.

Para determinar el valor de € T, considerarémos el trifingulo rectin-
guloI C J, en el que su hipotenusa JI=2J C,yJ P=4J C*>=12 R?

Tuego 10=ATP—J =412 R*3R*=3 B
sustituyendo en el valor de v” los de C J” y de C I, se tiene:

v’=3m 3 R®x3 R=3 7 R3.




