Resolver

un tridqnoulo es cal
& €8 caicnuis 8 T . s
mentos d # alcular los valores numéricos de sus ele-

esconocidos ' )
i 08, cuando para esto tener s dat i
Ll il Ml 108 los dafos suficientes
e 1@ casl slempre se ocupa la tri metri )
nocidos tres de los elementos del un t "C lfll Bl
1 ; riingulo, determi
g erminar |

725.—Teniend n o5 datnt
! 1o que figurar en hieatros CfL]C[}]gS] iemas,

valores son pr ional i
= : OTOTC STk i i d Ui0S8 Cuyos
Sl iI{\- ;t-:_nmqna:e,: 4 los arcos, y debiendo reemplfz?::'ce Ha jf'%
its la e TS OIARD re¥/tal g oM | ¥ -
Bamsdas ,L‘ 1&_dC;OLCS,‘_]C:S aIcos por otras magnitudes ‘1.,,13“ a
s inpas trigonamétricas, que tienen rel: iofien ioa e
cos y los fngnlos, Antes de ocupar St
. o NLes o arnos especlalmente de lag 11
gonoméiricas daremos SR lalie
(ricas daremos, en general, una idea de 1 i baees
o a de las funciones circn-
Se llama funcion, toda exprest
s s won, tode ezpresion analitice que contiene d X
ves variables, en la que e velor de und de ellas d Nk
S : b T it de ellas depen / ;
e d la ofre. Por ejemplo: la superficie del ef e e
radio; porque como hemos visto, e tL d S S v o L
24 e sto, estando representad Ticie
circulo por la expresion analitica : Halenont

S—ar

4 cada valor g nga o
tm; ; 51101 que tenga 6 le demos al radio 1, corresponderd of
bt ; i ¥ K o 1A ", s
P 1}3.‘:}& la superficie s y reciprocamente. Son pues s hes
GUES Varis ; 2 : e it}
& a_j_.‘l hles, pero enyos valores'cambian correlati ks
una ley cifrada en la formula s=7z r* e
L3 Vil -
726.—LINEAS NEGATIVAS
AS NEGATIVAS Y POSITIVAS,—F i
B : As,—Hemos dejado indi
l(Tc,) que los sighos + y — tienen la notable propiedad sk ?Hﬂlﬂf‘cﬂﬁ
iticamente la oposicion de sentido de que sor St
iiguaninly opos b jue son susceptibles ciertas
| £ dades. Si sobre una linea recta 6 curva FPC VE ey
sideramos como positivas las medidas tomad e,
Ao comp pes 1das tomadas arriba de A ¢
i ccion ]nf}iﬂn'.uﬂ por la flecha, las medidas en E\‘e‘n‘i(l e
rario ge iderarin ¢ i T
e io;lste;a_:;:qn como negativas, Las magnitude &%011
) de 3 y de 7 milimetros, irdn precedidas del i s
e oa e _ as del signo +, v1
’ espectivamente ignales 4 5, 2 v - o
(Fie. 85y ©Stardn mercadas con el signo —, §j i Sy
stipig aea bt + Ol Suponemos un movi
~ ql i E?_dei punto A subié 6 mm., en segnida baijo 18‘11 s
& Q v 1714 oIy - i : . :
: 168, y por tltimo bajé ¥ mm., su distanecia al punt 6 "]dege
tard expresada por la ecuacion: PR Sias

te segun

B
A

o
E

X=406-—=
& Y:__:; 10487

E’\' que 0 i deci - I
LR EE Taiere deciyr 3 ¢l mévi 2
i 1 \C €1 B0Vl 1 ab ) i
!l ] i:ledrlua o mMm, ¢ l)aTO dE A por E’“t
Y1l o m a ] 8

ar

el resultado precedido del signo —
siderar como positivas las dist
6 de una recta, serin negativas
de notar que el sen
es enteramente arbigrario,
nuestra figura como positivas las d
reccion contraria de la indicada por la fl

gativas las medidas hechas hécia arriba.
si tomamos el

9

. Tgualmente, sl convenimaos en con-

ancias medidas & la derecha de un plano
Jas medidas en direccion opuesta. Es
signos de las cantidades:
pudiendo haberse considerado en el caso de
istancias tomadas abajo de A, endi-
flecha; pero entonces serian ne-

tido en que se estimen los

Fn el circulo de la figura 346,
p punto A como origen de las medidas hechas:

sobre la circunferencia ¥ consideramos como
positivos los arcos medidos en el sentido en:
que se mueven las manos de un reloj de A hé-
cia B, D, F, G indicado por la flecha, gerd ne-
cesario repntar como negativos y preceder del
gigno __ 4 los arcos, como AG, AGT tomados
en direccion opuesta. En la misma fgura, si
convenimos en considerar como positiva la tan-
criba de A, estimaremos COmO negativa la tangente

(Fig. 30)

gente AT tomadaa
A T’ que se mide para abajo de A.

Lineas trigonométricas.

ieans ¢ las rectas que tienen und
fal manerd, que conoctendo wid
¢l arco & que corresponde y

oy, Se llaman lineas trigonomélr
te con ¢l arco, de
puede determinar

dado el arco A B, (fig. 347) la recta

B D bajada desde uno de sus extremos B perpendi-

cular al radio O A que pasa por el otro extremo A,

es una linea trigonométrica que se llama seno del ar-

4 co A B 6 del dngulo B G A. Como alarco AB no
a puede corresponder mas que unl solo seno B D, enel
e circalo cuyo radio es A O, resulta que hay una rela-
cion fija entre Ia magnitud del arco y la d_e ST SEeno. Si_conoeido el se-
no B D, quisiérames graficamente determinar la magr}ltud de su arco,
¢en el punto € Jevantariamos una perpendicular E O igual al seno da-

do BD, y tirando por s extremo E nna paralelad A Csu interseceion
2

dependencic. cOnslan
cualquiera de ellas, §°

reciprocamente.
Por ejemplo:
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que son semejantes por ser td
e iEjeHtes e con rectingulos y tener el dngulo =B ¢ D
omplementos ambos del mismo dngulo B ¢ 8, se tiene:
. : '
8! >
- g B @B =B
sustituyendo cosec.a 1 I il r : sen.a

17 ‘2
luego cosec.a=-_ -
1 Een.a
AL c : Comparande los lades homélagos de los tridngu

70 los semejantes BD Cy TV B C, se ti ooy
_'———*—-*Lm = ] y I’ E C, se tiene:
TE:EQ2DC:BD

S :
sustituyendo cot.a :r ::cos.a:sen.a

dEL e B LR

T.CO8.a

lnego
= cotia=
Sen, 4

Por dltimo )

Por Qiltimo, comparando los 1ad 6

: I s lados homologos de los tris

antes T E O m y % ¥ € los triin U'IO g S
jantes T° E C 3 T A C, se tiene: WG

d B O T B ey Ve e S

ustituyendo
3 coba :r 1T 2 tanga

2

Iuego cot.a::,-_r.:_
tang.a
Como se habré obser
= Comn“en 4br obseryado, para sacar las cinco Gltimas f6rmulas, se
a comparado el tridng 1 S
o --{I( d ]—C triangulo de que forma parte la linea tl"'gonomjt"
Uy0 Valor Be Dnsca 1 trid: e 2
S ev;“ ; r’} con el tridngulo B D C en que entran el sen o
7 Lk - 2 ) €no -
Whl;nem_, to en el Gltimo caso que el tridngulo de que forma pa {C;?
otangente se compard 4 1 : T
s priimrn .08 Li__ui‘U con aquel en que entra la tangente Aﬁ;enf 4
a era 1azon Ia hemos formado si St =
iem i1 ]
ca cuyo valor buscamos y el radio Ijqpm CO(I; o
e davh o 2 0 = 5 B :
quedard, determinada por los lados homélog;sﬂ i
Do : 1: i ; :
Para deferminar ¢l seno v
ninar el seno verso, basta
50, basta observar, que
AD=ACLDE
sustituyendo
yen 8en, Ver.a=r—qo,
: L 5.8
ara determinar el coseno v
ninar 810 Yers var
0, observaremos, que
ED=EC—-CD
v como C D’=B i 1
y como C D’'=B D sustituyendo, resulta;

o

Cos.vel'.a::--ésen.a

- las, que son de muy frecuente uso,

13

en la fnemoria de los alumnos las anteriores formu-
fon:

Para mejor fijar e
las pondremos & continuacto

1*=sen’a+cos’a
secta=1>+tang’a

cosecta=1" | cot’a

cosec.a—
gen. &

T. CO3.8
coba=—————
sen.a

o

cob.a=
tang.a

o
2

. -
fang.a=—-—
cob.a

de esta se deduce:
SGH.TG].‘.EL:T—CDS.&

¢os,ver.a=r—=een.a

fin de simptificar las formu-

Hemos dicho que generalmente y con el

efioren las lineas trigonomeé-

e
introduneimos la

<6 hace el radio del circulo al cual s
ulas anteriores

las,
igual 4 la unidad, Si en las form

tricas
condicion de
T—i

ce trasformardn en las siguientes, que soil las gue més d menndo ge ugan:

1=—=gen’a+ 08" asu e anans
secfa=14tang®a.covoene e
cosec’a=1-+cotta. ..o aee sorene

tang.a = SeE sl cTi(d)
C08.8
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Secg—_ 1
t08a . sirreeeeili(5)

cosec.q— 1

SN e 6)
“e 144 -1-0(8)

.......,...,”(9)

Sen.ver.a=I1—cog, 3
sl o il

Cos.ver.a—1—seon. g (
sevveenea (1)

¥30 v,
]_i 0.—NO0CIONES sopp
piicamos lo que g 5
e © entiende por grado de
: St anora harer ; - m
= Cnmestmn o remos notar, que al fratar
! m imi Cr] 7 i '
una linea: de modo ¢ 12, cada literal, por resly L
u
1ue ¢ no puede introducirse gfnera], i
1rse en los cil i
culos, s
8, 81 no

o8 refirie

ndo Ia magni

ey P nagniin L T

mplicitamente ge }Ta, 4 d d_e la linea que reprose

- rop 0 ari g PPLCS a 4 .

et',-,, 04 lﬂ. de Otra\h‘nﬁnmbuﬁﬂ por un]d'dd, o ei'llt ] El Ian de otra que
T Congc] ~ L et p

nocida. Eu el primer C‘lsc;lo’ 12 pulgada,

4%0, @ Tepresent

a

conereto d '
¢t0 de metros, pulgadag

E LA HO)I GE E]Dd‘”.“—l hje I 2 l X-
4 <l e

térmi
mino, y por expresio-

un nfimero

etc.; y en el segundo, &
g
b

8eri. un ni
= umero abst
stracto, al o
3 cual se PGd .
i 2 ra sustituir
¥ @ & condici stituir Ia relaci
icion de q ionde ofra

T ue - S
No entrando en los célenl LIy fiea ecuacion .2 — ©

s lag : dlenlos si : TR
d_ao las operaciones y Comb'c SN0 expresiones homogpt d
ejecuten con ellas, com inaciones que por las 1. geneas, como to-
hsted , €omo reduesion 4 as reglas del ¢4l

straccion, multiplicacion, divisi & un comun denom;i aleulo se
extraccion de rafz del on, division, elevacion 4 ] minador, adicion
B : migy i i a4 la o 3
neo; resulta que cuand 10 grado, conducen 4 laisma potencia
anGo no se ha tomado < un resultado hom -

como nnid: 0ge-
a

neas o
S que entran en la caes d
ung de lag Ii-

una liter: nestion, y ea
ral, todas las exi}r“‘SiO“:"ydel da,]una, de ellas se represent
o caleulo nta por
2

¥
blecer las .
S ecuaciones fund
A und Bea -
finitivas, tendrén que sf&?men ©€8, sea en las int:n Sté Lo Ater
B er homooéneas ermedias ¢ i
ara plantear un problems + e 25 0 en las de-

magnitudes ¢,

a Vai e ] €l @l T
108 d » LC1E g

~ mension, 0 la equiva

15

cag que forman parte del enunciado, no podemos hacerlo sino de d0s
maneras: estableciendo proporeiones, 0 ccnaciones. Enel primer ¢aso,
siendo homogéneos los términos de las Tespectivas razones, lo serin los
miembros de lus ccuaciones que de ellas resulten, sea dividiendo cada
antecedente por 5u consecuente, formando & jgualando los productos:
de extremos y medios. Si se forma una ccuacion, habré que expresar
la igualdad de extensiones lineales por medio de términos de und di-
lencia de valores superficiales de dos dimensiones:
de tres dimensio-

como ¥, ab, 0 de volimen indicados pox términos

nes como 1%, abC.
Bstando las ecuaciones
términos homogéneos, como
gan, ticnen que ser iguales parad
que cuando g ha representado P
entran en un problema, las expresione

fundamentales de un problema formadas de
todas las operaciones que conl ellos se ha-
que no se altere 1a ecnacion, se infierc
or una letra cada una de las lineas que
g todas del céleulo seran homo-

géneas. :
Al contrario, cuando por simplificar log calculos y las formulas fina-

les, alguna de las lineas que forman parte de la cuestion, se ha tomado:
por unidad, ol resultado podrd dejar de ser homogéneo, en razoh de:
que siendo las diversas potexncias de 1iguales a1, el grado de cada uno:
de los términos en queé entra esta linea puede resultar disminuido una
§ varias unidades.
Por ejemplo: en las f6rmulas todas que hemos eacado representando
ol radio por I, y 1as demas lineas de la figura por U8 respectivas amo-
taciones, sea fundéndonos en que el cuadrado de la hipotenusa €s igual
4 1a suma de los cuadrados de los catetos, que €8 nna expresion de equi-
4 en la comparacion de tridngulos gemejantes,.

valencia de superficies,
hemos obtenido resultados homogéneos, tales conio

P—gen’a-+Ccos'a
secfa=1>-+tanga

r.gen.
tang.a N
[

2

cot.a=———
tang.a

pero cuando hemos tomado el radio del cirenlo igual & 1a unidads;. estass

mismas formulas se han trasformado en
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(@0 . : e - : . 3 s cuadra-
r:iei;a Ellf‘cllnfe'rencla determinaria el obro extremo del arco A B que de que el cuadrado de la hipolennusa es jgnal 4 la suma de los cuady
por seno 4 B D, 4 : dos de los catetos, se tiene: ,
- -_.—-DNERSAS LINEAS TRIGONOMATRICAS,—
ro.nsnderando el arco A B (fig, 348) acabamos de . opee
ver QRB_Ia recta BD es su seno. Tangente es lo sustituyendo los valores e prleucn'i
Pm’pﬁ’? diculor AT loyantada por uno de los extre- i foee it aieR
mos del arco, al rad; iy o
i al ff{clza quo termina en este punito o
ol que-encuentra al radio C B prolongado
gm jD;[S[Zj)O?" elotro extremo. Si por el punto B se |
ra la : i A ‘
i ltangel:lte B8, la parte S C comprendida - S5 sConsiderando ol rifngulo rotingulo B 5 S £
. nire el extremo § de la tangente y el centro del e -~ tiene:
‘eirculo se llama secania® 1, i o e
ol | nie. a recta A D, comprendida entre el extre-
S rco y el pié D _del seno, se llama seno verso del arco A B
i : imen, las lineas trigonométricas directas del arco A B con las
-alreviaturas con que comunmente se log indica, son lIas siguientes:

B D::sen_, AB

A T=tang, A B

8 C=sec. A B

A D=sen. ver. A B

B =B D*+D €

P=sen’a-+cos’a

=

+

§ =B (C*+B ¥
sustituyendo los valores de gstas rectas y _atendjendo 4 que por la JSgL:i-
dad de los triangnlos SBCy T A C (384) B S=A T=tang.a, resulta:
secfa=17+tang’a

Considerando el tridngulo rectangulo S’ B O, se tiene:

§ (*=C B*+B §*

e los tridngulos ¥ BCy T" B C
do los valores de las otras recia

A O i teiiese b sl

¥

e

Atendiendo 4 que por la igualdad d

El complemento del areo A BesBE ¥ conforme 4 lag Befitolomios .
(384) BS'=E T'=cot 3, § sustituyen

2 i —
g?ténares BD’'=D¢C serd el seno del arco BE, E'T” seré su tanoente
su secante, y E D’ su seno verso: pero al seno del . : 3 lta:
; 5 o del complemento ' TLoL *+cot*
e un arco se le llama eoseno, 4 la tangente del complemento ¢of | Sl
e, & la secante del com 5 il “ i : . :
m’ento €08en0 e plimen - cosecanite, ¥ al seno verso:del comple- . Siendo B D paralelad T A, el fridngulo B D © serd semlelante .
< L 7’-;'«1: por lo cual Zus lineas trigonométricns indirectas T A C (514) y & su ignal 5 B C. Comparando los lados homdlogos de
arco : 4 i i |
con las abreviaturas usadas, seran lag signientes: A 1os dos primeros trifngulos,

DC:éOS.AB 1 AT :AC:
E T'=cot, A B ; | : %
. 8 : d tgng.a e BT
SJ C =cosee. A B : ‘,". : SﬂstltuYen 0
E D’=cos, ver. A B, : li6io
: weg

ge tiene: 2
:BD:DC
gen.a : COS.a

gulosSBCy BDG,

129.—ForRMULAS FUN i
NDAMENTALES,—Vamos & determinar lIas rela. Comparando los lados homologos de los trian

‘ciones que existen entre las diversag lineas tri étri '

o : : Arigonométricas d is- g i

mo angulo y el radio del cireulo, que generalmente se toma ;3 E:II;.“IS | S

-umdad_con el fin de ﬁmpﬁﬁcar las f6rmulas. i ; 3 Sy
‘Considerando el triangulo rectingnlo B D C, (fig. 848) y en virtnd } s e

SC¢:BC=:BC:DC
» COS.8

* Varios autores toman como secante 1 d
: arecta CT que es i 14 de donde =
iguales los tri4 5 gual & 8 C por ser

§ triangulos rectingulos SBC y T A C; no haciéndolo nosotros para 4nguloes BDC y $BC,

evitar los inconvenientes que tal si
1stema pr 1 1 :
presenta para fijar el 51gno d¢ la secante,
B an

o 1os lados homalogos de los tri

Comparand




