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30 O'omo. la secante eg positiva en el 1° y 4° enadrante y 2‘ —see, 60°
la secante igual 4 2 corresponderd 4 los arcos de 60° y 360°—60 =300°

4 8 "es :
¥ 4 todos los que resulten de agregarles n. veces 360°,

IX.—;A qué arcos corresponden: 1° cotangente = — A3 3 2

€08, =} , /3

1° Consider: S ar itiv i '
siderando los arcos positivos, teniendo presente que la cotan-

Saiming cuadrantes, que cot. 80° — 4/3 Y que
& cotangente es el arco de 180°, resulta que los arcos 4

gente es negativa en el 20 y 4°

que pertenece cot.—=—, /3 serdn: x—-30° £ . 180°
tivos que ti a mi a : .

qo;-, }{ 18 tlenen,h misma cotangente, serin —x— —30-—n, 180°.

- 408 arcos & que pertencce cos.' =} 4/2 serdn £ 45°y 4 315° =
360°—45 v todos log que resulten de agregarles 4 n, 360°,

Vérmulas generales de las lfneas trigonométricas,

ar

¢68.—FORMULAS RELATIVAS AL SENO Y COSENO DE LA SUMA DE DoS
Aﬁeog.—(}’onoczdas_los 86708 y c0senos de dos arcos ay b, se frata de -
terminar la expresion del seno y coseno de lo suma y diferencia de estgs
areos. :

Sea AB=a(fig. 360) y BC=Db; tendremos AC=a+b
BD=sen.a, D O=cos.a, C E=sen.b, E O=coz.b

C H=sen. (a+b), H O—cos. (a+h)

0F H @ :
e 380 Por el punto E, pié del seno del arco ¢ B, tiré-

; mos EF perpendicular 4 AQ yE G paralela 4 este
radio, y nos resultarin los tridngulos BF O y EG € semeiantes a
B D O, el primero por ser E F paralela 4 B D ¥ el segundo po} ser los

lados de E G C perpendiculares 4 los de BD 0. De la inspeccion de

la figura resulta:

C H=sen, a+b)=EF+CG..... e
H O=cos, (a+b)=0F—E G ...... -(B)

Vamos & determinar los valores de las cuatro re-ctas, EF,CGOF
z 2
y E G, en funcion de los senos y cosenos de ¢ v de &, ’

pararemos los tridngulos EF O y E G C con su semejante B D O
Asi, pues, :

4 cuyo fin com-

Los arcos nega-
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EF:E0:BD:BOG6EF:cosb:sena:r, luegoEF:M
r

gen.b cos.a
G —rsian e
. T

CG:CEDO:BO CG :sen.b ::cos.a:r

OF:E0:DO0:BO OF :cosbcosa:r 0F=““S~’i:°g-h
sen.a sen.b
T

EG:CE:BD:BO EG:senb:sena:r EG=
Sustitnyendo los valores de estas cuatro lineas en las ecuaciones
(A) y (B), resulta: j

sen.a cos.b+sen.b cos.a
T

sen. (a+b)=

cos.a cos.h—sen.a sen.b
s

cos.(a+b)=

y haciendo r=1, como anteriormente, 4 fin de simplificar nuestras
formnlas:

sen.(a+h)=sen.a cos.b+sen.b cos.a....(12)
cos. (a+b)=cos.a cos.b—sen.a sen.b....(13)

Como las formulas que anteceden se han sacado geométricamente de
una fignra en la que se ha supuesto a+b<<90° y en la que los arcos son
positivos, yamos &4 demostrar analiticamente que son aplicables 4 todes
los casos cualesquiera que sean los valores de dichos arcos. Para llegar
4 esta conclusion general demostraremos: 1° que las expresadas formu-

. las subsisten para todos los valores de @ y de & comprendidos enfre 0° y

90°; 2° que subsisten igualmente enando 4 cualquiera de los arcos se le
agrega 90°; 3° que son aplicables para todos los valores positives de los
arcos; y 4° que lo son igualmente para los valores negativos.

1°.—Las férmulas (12) y (13) subsisten para todos los valores de ay
de b comprendidos entre 0° y 90°.

Habiéndose establecido estas formulas para el casoen que a +b<90°,
vamos 4 suponer que se tenga:

a+b>90°

Sean &’ y b’ los complementos respectivos de ¢ y de 8, tendremos:
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Ahora bien: como segun el prineipio 3°, estas formulas subsisten si
sucesivamente so agrega 4 a’ 6 b’ una, dos, tres. ... etc:, veces, 90°, re-
sulta que SI!bSISE‘I‘dﬂ para el caso en que o’ se convierta en a’+m 90°=a
¥y b’ se cambie en b’ +n 90°=D, en consecnencia las formulas (12) y (13)
son aplicables 4 dos arcos positivos, cnalquiera que sea su magnitud.

$—Las férmulas (12) y (13) son tambien aplicables para cuando
2 ¥ b son negativos.

Supongamos que cualquiera de estos arcos, 6 ambos sean negati-
V08, ¥ designemos por m y » numeros bastante grandes para que
m.360°—a—a’ y n.360°—b=L’ dén los arcos @’ y & positivos. Para es-
tos arcos serdn aplicables las formulas, (12) y (13) y se tendra:

sen, (u’-l—b’}:k'eﬂ.a’ cos.b’ +sen.b’ cos.a’. ... ..(12)
sustitnyendo por a’ y b’ sus valores:
a’=m.360°—a y b’=n.360°—b
sen. [(m +n)360°—(a+b)]=sen.(m.360°—a)cos.(n.360°—b)
+sen. (n.360°—Db)cos. (m.360°—a)

Recordando que sen.m.360°—a=—sen.a -

¥ que c08.m.360°—a—+cos.a

tendremos:
—sen.(a+b)=—sen.a cos.b—zen.b cos.a
y cambiando signos resunlta:
sen.{a+h)=sen.a cos.b+sen.b cos.a

que e la formula (12) aplicada 4 los arcos negativos ¢ y &.

Ahora cos.(a’+b’)=cos.a’ cos.b’—sen.a’ sen.b’....(13)
sustituyendo;
: cos.[{m +u)360°—('} +b) J=cos.(m.360°—a)cos. (n.360°—b)

—sen.(m,360°—a)sen.(n.260°—b)
i) cos.(a+b)=cos.a cos.b—sen.a sen. b

que es la formula (13) aplicada 4 los arcos negativos.

En consccuencia, la generalidad de las formulas (12) y (13) queda
completamente establecida.
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De paso haremos notar, que como se habri observado al tratar del
2° prineipio, la formula (13) puede deducirse de la (12) y reciproca-
mente reemplazando ¢ por 90°+a, 6 & por 90°+b.

766.—SEXO0 Y COSENO DE LA DIFERENCIA DE DOS ARCOS.—Si en las
formulas (12) y (13) reemplazamos +b por —b, y recordamos que
a)=—sen.a y que cos.(—a)=cos.a, tendremos:

sen.(a—b)=sen.a cos.b—sen.b cos.a........(14)
cos. (a—b)=cos.a cos.b+gen.a sen.b........(15)

767.—SENO Y COSENO DE LA SUMA Y DIFERENCIA DE VABIOS ARCOS.
—5Si en la formula (12) reemplazamos el arco & por &+¢, tendremos:

sen. (a+b+c)=sen.a cos.(b+c) +sen. (b+c)ens.a

poniendo por cos.(b+c) y sen.(b+c) sus valores conforme 4 las f6r-
mulas (12) y (13) se tiene:

gen.(a+b+c)=sen.a(cos.b cos.c—sen.b sen.e) +(sen.b cos.c+sen.c
cos.b)cos.a

sen.(a-+b+c)=sen.a cos.b. cos.c+sen.b cos.a cos.c+sen.c cos.a cos.b
— 8O0, BENL b ReTL ey S o DL R

Si en esta formula reemplaziramos el arco ¢ por ¢c+d, ficilmente ob-
tendriamos la expresion del sen.(a+b+c+4d), y se concibe el procedi-
miento que habria que emplear para obtener el seno de la suma de un
nfimero cualquiera de arcos.

Ahora, si en la féormula (13) reemplazamos b por +¢, tendremos:

cos. (a+b+c) +cos.a cos. (b+c)—sen.a sen:(b+c)

poniendo por cos.[b-+¢] y por sen.[b+c] sus valores, se tiene:

cos.[a+b+c]=cos.2 [cos.b cos.c—sen.b sen.c]—sen.a [sen.b cos.c
4-sen.c cos.b]

cos.[a+b+c] =cos.a cos.b cos.c—cos,a sen.b sen.c—cos.b sen.a sei.c
—co8.C gen.a pemebesadosmnatl . L o Lo 1T

Si ea las formulas [16] y [17] cambmmos pignos 4 los arcos b y c,
resulta:
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sen. [a—b—c]=sen.a cos,b cos.c—sen.b cos.a cos.c

: —8eD.¢ cos.a ¢0s.b—sen.a sen.b sen.c .......[18]
cos.fa—b—c]= o
a—b—c]=cos.a cos.b cos.c—cos.a sen.b sen.c

+¢o0s.b sen.a sen.c+cos.¢ sen.a sen.b........ [19]

De este m g :
a odo pueden obtenarse las expresiones del seno y coseno de
I a elutre un arco ¢ y un namero cualquiera 4, ¢, d

. : L L Y COTAN GE}\TE DE LA SUX \

__ gen.a
tang.a=_ , luego
€08.2

tang, [a+b]="Scn:[2+D]
cos.[a+Db]
poniendo por sen. [a+b] y por cos.[a-+b] sus valores [12] y [13]

tang.[a+b]— gen.a cos.b+sen.b cos.a
€08.a cos.b—sen.a sen.b

dividiendo todos los términos por cos.a cos.?, se tiene:

gen.a cos.b sen.b cos.a
cos.a cos.b ~ cos.a cos.b
c08.a cos.b sen.a sen.b
cos.a cos.h  cos.a cos.b

tang.[a+b|=

reduciendo, y teniendo presente que °7-2 =tang.a, resulta:
cos.a s

tang.[a+b]= tang.a-Htang.b
l—tang.atang.b "

Sl a ()

Si en esta expresion cambia
mos +b por —h, y record
tang.[—b]=—tang.b, se tiene: & o

tang.[a—b]= tang.a—tang.b
: 1+tang.a[a.5g_b“"[21]

Si en la formula [20] reemplazamos el arco 3 por &+c¢, tendremos:
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tang.a +tang.[b+c]
tano.Jatbhte]l=——"2" - ——
ang.[o+ ] 1—tang.a tang.[b+c]

poniendo por tang.[b+c] su valor

tang.b +-tang.c
1—tang.b fang.c
t.angm
1—tang.b tang.c

tang.a+

tang.[a+b+c]=
1—tang.a

incorporando el entero al quebrado, tanto en el numerador como en el
denominador

tang.a—tang.a tang.b tang.c+ tang.b+tang.c
1—tang.b tang.c
tang: [t b +0]=T:—ban,c_r.b tang.c——tanég tang. b—tang.a tang.c
1—tang.b tang.c

multiplicando el numerador y el denominador por (1—tang.0 tang.c)
y ordenando los términos resulta:

tang. (a +b+o)= t-ang.a+tan,q.h+tang.c—tfmg.atang.h tang.c (22)
1—tang.a tang.b—tang.a tang.c—tang.b tang.c

i cambiamos los signos 4 los arcos 4 y ¢, sus tangentes serdn nega-
tivas y tendremos:

e tang.a—tang.b—tang.c—tang.a ’fsm_g.b fang.c (23)
1ftang.a tang.b+tang.a tang. c—tang.b tang.c

tang. (a—h

Se comprende que empleando el mismo procedimiento obtendriamos
las expresiones de tang.(a+b+et+d+...)y tang. (a—b—c—d—....)

’ c08.3
Como cot.a=————, tendremos:

selLa

208 g.a cos.b—sen. .1
Cat (o D) cos. (a-+b) __cos.a cos.b—sen.a sen.b
gen. (a+b) sen.a cos. b-+sen.b cos.a

dividiendo todos les términos por sen.a gen.b

cos.a cos.h  sen.asen.b
Sen.asen.b | son.asen.b
cot. (a+b)=77"7"c0s b sen.b cos.a
sen.a sen.b_: sen.a sen.b




»umando estas ecuagiones: a+b=180°—(s’+1"). A, pues, (a+h)

o nla >
C8 Buplemento de {3’ + 1)
Despejando & +1°=180°—(a+h)
¥ como (a+b)>90° se infiere a’+b’<90°, porlo cual las formulas 12)
¥ (13) serdn aplicableg bara los arcos &’ y I, Esto es,

sen.(a’+b')=sen.a’ cos.b'+ sen. b’ COs. 8’

y como 01} Sen0 de un arco (2 +1") eg igual y del mismo signo que el
de ,suTsupxemcutc (a+b), y el seno de un arco es ignal al coseno de sn
com})‘emento ¥ Teciprocamente, sustituyendo en la fltimy expresion,
resulta: 3 :

ordenando

Inego 1a f6rmula (12) subsiste cuando (a+D)>90° lo mi
do era menor que 90°.

(Al 2 I ’

siendo aplicable Ia #6rmula (18) demostra
los arcos &’ y I’ tendremes:

SmMO que cuan-

da geométricamente para

€0s. (8°+b’) =c08.8” cos. b’—sen, 4’ gen.ly’

Como ¢l eoseno de gy arco (a’
mento (a+b) tomado con gigno
igual al coseno de sy com
resulta:

+D’) es igual al coseno de sy suple-
contrario, y el seno de un arco es
plemento y reciprocamente, sustituyendo,

—C0s.(a+b)=gen.a sen.b—cos.a cos.b
Cos.(a+b)=cos.a cos.b—sen.a sen.b

cambiando signog

lnego la férmula (18) subsiste para el caso en que (a-+b)>90°.

3 ?_o—ﬂﬁsfé?ﬁzﬁzas (12_) Y (13) 3&58{3#8?3 ’l..gf{.gz?}zgnfg cuando 4 cual-
quere de los arcos a6 b gg 7, agrega 90°, 5

Por la hipétesis, lag formulas (12) y (13) sie i
" as ndo 1 S f ‘-
s y( aplicables 4 los ar

Sen.(a+b)=sen.a cos.b +sen.b C08.3,
€08, (a+D) =cos.a cos.b—sen.a sen.b
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Si 4 uno de estos arcos, o porejemplo, le agregamos 90°, tendremos:

a’=a 1 90°

| (o]
de donde a—a-=90

Sustitnyendo en lag f6rmulas anteriores, se tiene:

sen. (&’ + b—90°)=sen. (a’—90°) cos.b 4 sen.b cos.(a’—90°)....(A)

LY

cos, (a” +b—90°)=cos.(a’—90°) cos.b—sen.(a™—90°) sen b....(B)

Fuonddndonos en que sen. (—a)——sen.a y en que cos.(—a)=co0s.a,

y en que sen (90°—a)==cos.2 y en que cos. (90°—a)—=sen.s, tendremos:

sen.(a’+b—90°)=—sen.(90°—(a’ +b))=—co0s.(2’+b)
sen (8’—90°)=—sen.(90°—a’)=—cos.8’

cos. (a"—90%)=cos.(90°—a’) =sen.s’

cos.(a’ + b—90%)=c0s.(90°— (a2’ 4 h))==sen.(a+b)

y sustituyendo se trasformard

a 2
la expresion (A) en.  —cos.(a’ +b)=—co0s.8’ cos.b+sen.b sen.a
7 T 2 a? o et a? o
cambiando signos: cos.(a’+b)=cos.a’ cos.b—sen.a’ sen.b
y la (B) en gen.(a’+ b)—sen.a’ cos.b+cos.a’ sen.b

: : - o oy cadeas
luego las formalas (12) y (13) subsisten igualmente cnando 4 uno de

i

los arcos ¢ se le agrega 90°, y se trasforma en @'

* 4 v larna
3°—Las formulas (12) y (13) son aplicables para todos los valores
positives de los arcos a y b.

Supongamos, en efecto, que los arcos positivos @ y & contengan res-
pectivamente el primero m cuadrantes y el segundo 2 cuadrantes, de
modo que ;

a=m.30°4-a’
b=n.90°+1’

Como 2’ y b’ son ambos menores que 90°, para ellos serin aplicables
las férmnlas (12) y (13), y se tendrd:

: 3 3
sen.(a’+b’)=sen.a’ cos.b’4-sen.b’ cos.a
¢08.(a’+b’)=co0s.a’ cos.b’—sen.a’ sen.b’




a4

reducien vi =
dO, en virtnd de que ﬁ:‘l otf.a, resulta:
y o Gy v

cot. (a+b)=@_t_.@.b__g
YA O e )

Si se reemplaza+b :
86 ienos P por—b, y se tiene presente que cot.( 8):=——Cot.a,

cot. (a—b) ——¢ot.acot.b—1
—cot.b+cot.a

cot. (a—b)= cot.a cot.b+1

COtm....................(35)

Empl - o
féeilmi S?ngotel mismo procedimiento que con la tangente, se pned

¢ determinar las expresiones de cot.(a+b gente, se pueden

cot. (atb+e+td....) J +c¢), eot.(a—b—e¢),

769.—F6RMUL j
AS DE L0S ARCOS MULTIPLOS.—Si en Ia expresion
gen. (a+b)=sen.a cos.b+sen.b cos,a

hacemos b=aq, resultari:
sel. 2 2a=2 8en.3 €08.8 ....... (26)
'- iy
Si en Ia expresion:

cos. (a+b)=cos.a cos.b—sen.a sen.b

hacemos #=aq, resnltar:
3, — : 2 3
Cos. 2 a=cos’a—sen’a...,..., a7
e e ssasseafdd

Para obtener sen.3 a h
- aremo e
b=2a, y tendremos: s en la expresion (12) do sen. (a+b),

sen. 3 a=sen.a cos.’2 a+-sen, 2 a cos.a
sustitnyendo por sen.2 a y por cos.2 3 sus valores (26)'y (27):

sen. 3 a=sen.a (cos®a—sen’a)+2 2610.2.¢08.8.008.8
—sen.a cos’a—sen®a +2 Lo .
sen.a cos’a=3 ¥
=3 sen.a (1—sen®a)—sensa e
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e T T

sen. 3a=3gen.a—48en®a..orenaninns
(a+Db) haremos

Para obtener cos.3 a, en la expresion (13) de cos.

b=2 a, y tendremos:

c08.3 a=cos.a C0s.2 a—3en.a gen.? a

Snstitnyendo por sen.2 a y por cos.2 a sus valores, se tiene:

cos.3 a=—co0s.a (cos’a—sen’a)—sen.a? sen.a €os.a

— cos’a—08.2 sen*s—2 sen’a €os.a :
—cos’a—3 cos.a sen*a=cos’a—3 C08.a (1—cos’s)
cos.3 a=4 cos®a—3 cos.a....'.......................(29)

Ampliando este procedimiento pueden obtenerse las formulas de los

genos y cosenos de los arcos 4 a, 5 a, ete.
Si en la expresion (20)
tang.a-+tang.b

tane. (a+h)=——2>—
g G 1—tang.atang.b

hacemos b=a, se tiene

SRl L i R R ERE T)

fo
1—tang’a

tendremos:

Si en 1a misma expresion (20) hacemos b=2 g,

o o o
tang. a+tang. 2 a tanga+ __Q-Jr‘l_nlf
: 1—tang®

£ 2 tang.a

tang. 3 a= ,
1—tang.atang.Ra l—tanga—7— ", .2,
’ : =

4 1a forma de los quebrados que los acompan

fian
inador 1—tang’s, que es comun 4 lo

reduciendo los enteros

.y suprimiendo despues el denom
dos términos del quebrado, resulta:

3 tang.a—tangta !

fang, 3 a= S AR AEEL L, el B

1—3 tang'a

Si en la formula (24)

cob. (a+b)= cot.a cob.b—1

cot.b+cot.a

hacemos b=ea, se tiene:

cot. 2a= cols T e (52)
2 CcoL.a

semesas s




