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Dividiend
. ['cri..'a todos los términsg 4
arotra forma en que syele u'ﬂ
1 sarse;

e cot. 2 a=} (cot.a—tang.a)
oL en la expresio i
i I n (31) susti

3 1
cot.a

tang.a=

tendremos: 3
- o 1 3 cot®a 1
o= il cot?y cot’a cot’y
i
i 65 cot’a . 3 cot.a
Gota Sohea
cot®a cot’a cot’s
1 3 cot?’a—1

] T A
cot.3a " col®a—3 rot.a

cot, 3 a=C9t"1—3 cotia
S oPal ey s, (30)
o
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I'CO er i S e
presion (26) 1 funcion del seno ¥ coseno de la miilta 1d‘3t_01 ””}“a‘ 4
( ad, sl en la ex-

(5] c
8en. 2 a=2 sen.a cos.a

reem ] Jlaua mos ] 0 Q p(” o e €Imos:
el are )
¢ 5 (1 aremos

gen, L[-—~r2‘ Ben. s a CO8. 5 a * el eianiieae e, v;‘i

| : A 3 . ( )
] ara ief:t}llumiﬂ £ = AU . } £

" : ] coseno en leLé:L)'l C(L] sen a ]_]thh

. (.’) : 8eno Coseno dh l
CO8. 2 a= TQ-'.-E-—bCI’l a

cipl a OT = LWCHOTEMos

I'§ nplaze nos 81 arcoa p
Zal I {ﬂ, ena
g H 082

: €08, a=c0s*} a—sey?
or otra parte (729) 1=sen® 2 cog’
- 2 a0

Cox j imi
1 el objeto de eliminar cost 4. a1
S 4, qu

Wl o :

!;_feue el mismo signo en estas
cuacion la (85) y se tiene:
1—cos.a=2 sen? 3

ecuacion baré
"cuaciones, restarémos de Ia tltima e
1Llme

8 esta expresion por'cof.q, se le pue-

- ; .
e tuimos por
ot dolin Ssbigges imos por las tangentes sus valores en

de la que resulta:

sen. %a:.Jl—(‘”\“-‘f‘............ = 3k
2

Para eliminar sen’}_a, que tiene signos diferentes en las mismas ecud-
ciones, las sumarémos, y se tienc:

1+ cos.a—2 05} &

de la que resulta: cos. 4 aﬂ‘%l +eosa . o Ra o B
)
9

Tstando expresados ¢l seno y coseno de la mitad por un radical de
2 grado, implicitamente precedido del signo £, cada una de estas li-
neas tiene dos valores iguales y de signo contrario, hubijéndonos resul-
tado ambas en fancion del coseno de a. La razon de esto es, que todo
coseno corresponde & GOs arcos [738] que podemos representar, por el
arco 1.360° + a'y n.360° —a, en cuyas expresiones 7 €s un ntimero
entero cualquiera que puede ser nulo. De consiguiente, sise busca
gen a6 cosjaen funcion de cos.a, el cdlculo deba dar al mismo
tiempo los senos asi como s cosenos de las mitades de todos los arcos
comprendidos en lag expresiones n.360°+ a y n.360° — a, €s decir,
que se deben fener todos los valores comprendidos en

360° £ a\ | 0. 360° =
ST (11—7—7) el
L :

En la prictica, cnando se conoce el yvalor numérico del arco @ 6 por
1o menos el cnadrante en gue termina, valitndonos de ios valores €0-
rrelativos del seno y coseno, ‘siempre €5 f4cil determinar el signo que
debe tomarse. Por ejemplo, si a < 90°, que es el caso mas comun, 24D,
y como el geno y coseno de un arco menor que 90° son positivos, toma-
rémos para sen. # a y €Os. 3 a el signo + del radical. Esto es, nuestras

B B N T
f6rmulas, men  a— o CUBMY cosda— [LHCos® son las ade-
: = 9 Y
2 )

cuadas para el caso en que ol arco o sea menor que 90°-

Considerando el tridngulo rectangula formado por el radio, el seno
y el coseno, si el augulo del centro es menor que 45°, ¢l angulo forma-
do por el radio y el seno seri mayor que 45°, y como al Angulo mayor
esté opuesto el mayor lado, resulta que pira arcos menores que 45° el
coseno es mayor que el seno.
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incorporando el

4o el el r .

S0t a -u (llltETlD al [1’“(:])1'!1!10 dentro del radieal v o

denominador, se tiene definitivament 3 Tremndo fies
nte:

tang. ja=— t 4 L o
taug.a m,,gjﬁ/l +tangla. .. uini(43)

De est:
sta expresion, r '
o ; resulte £
81210 que se tome d:l i an dos valores para tang.j a segun sea el
(’:15) t'(l(hl g eL Ta( ]Lﬂ']: ]O C[I?LI 1_)[1‘)8&{38 de q'l‘{(\ é‘onln hr: 8 (.
L Tanoe 3 £ y o
i 1gente corresponde icual emos vIgto
stendo eomo’es 180° Ia amnlit gualmente al arco ¢ v 4 180° +
do se conoce ¢ val ; amplitad del periodo de la tangente: pero .
: SRS valor del ar ; a tangente; per e
mina, desde lueoo 11i el (mico @ 6 por lo menos-el cuadrante tit VClL’tn
el P.D puede determinarse el sions e Jt%e ter-
5 2 i or Lo 1 . ; o y he oblaa .
T 1]039511}1.0, 818 < 90°, tang. % a, lo mie-n; ptarse pa
1t1vas v la == f 5 8, a1 o ;
as y la formula correspondiente debe ser elx *Qu tang. a
1 este caso:
1 1

fang. La—— oE

tang.a tung,a'\/ 1 + tang*a

=0 e =
-—UO0TANGENTE
NGENTE DE LA MITAD,—Siend :
ndo el valor de cot.a=_20%-2
ge tiene L o
cot. 4 o
Sell +
reemplazand
az oD 8. + r
e POT Cos. # a y sen % a sus valor 7
o 3 s valores (37) y (36) y reducie
3 1C1en-

cot.%a—_—Jl + Cos. &
LA oo e (44)

1— Cos8, a

8i 8¢ I]'ﬂlhi ]
Aplecan IUS (107 g i
3 t(ﬂ'i]fil]l
Su}t”‘ 03 81 r{uebmdo g T
‘ d por [ 1 + cos
e fl ]’ 1‘6-
cot. % = LE__EEifi

Ben.a
¥ si se multipli
) =Ll 8 ]lj].!cq 5
Plican por [1—cos
08.a], se tendri
ré:

cot, 1 g= - StNn.a
TRt e i s - s ()

L k;l Seﬂm‘!ee ¥ P COL. -I, e It I DI I emaos
1 4e
CoL. a iroceder 0

com e G
oMo sigue;

Férmula (32) ot 9 a— cot?a—1
Zcota
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reemplazando el arco a por & a, se tiene:

cob.? & a—
cob. a= _n___i’_._j
2 cot. & &

2 cot.a cotig a—cot? $ a—1
—cot? } a—2 cob.a cob. 3 2

quitando el denominador:
segundo grado, Te-

trasladando:
despejando & cob. § 2 de esta

sulta:
cob. ha=cot.a £ 4/Cottat1 - -« 35 S )

ecuucion mixta de

las formulas relativas 4 la suma y dife-
cos miltiplos y de los arcos de la mi-

Despues de haber tratado de
scilmente se deducen de

rencia delos arcos, de las de losar
expresiones que £

tad, vamos & establecer otras

estas formuias.
773, —EXPRESIONES DEL CUADRADO DE ALGUNAS LINEAS.— Hemos

visto que
/ 08.2 a=cos’a—sen’a. . . f6rmula (18)
reemplazando por cos’a su valor: 1—sen®s, se tiene:

cos2 a—1—2 sen’a

..(48)

Pty o o W RN

: . e 1—cos. 2 @
despejando & sen’az-___-?__-_

1_cosa en la misma formula (18),

si se sustituye el valor de sen’a=—

ge tiene:
cos. 2 a—coga—1 +cosfa=2 cos’a—1

despejando & ccsﬂaﬁﬂg'—?—ﬁ e L)

Dividiendo la (48) porla (49) y en virtnd de que S?‘a'_mtang.a, re-
COS. 4

gulfa:

1—cos. 2 4 cevere=s(50)

tangia==

ca st e e

1-4+cos. R a
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Dividiendo Ia (49) por la (48), y en razon de que - cot.a=_C%5-2

sen.a

tiene:

cot*y== _] +cos, 2 a

Hemos visto (729) que - .

sena=—1—cog’a
gen’b=I1—cog’h

restan as ecuaci ! e
estando estas ecuaciones, miembro 4 miembro, resulta:

sen’a Se1125:coszb—cos”&

774, —RELACIONES DEL SEN
SENO DE I PEREN ) i 5

ENO DE La Dlr},gtz\cm.—hn el nimero 765 hemos demostrado Ias

Sigulentes expresiones:

{érmula (12)

(14)

(13)

(19)

sen.(a+b)=sen.a cos.b+sen.b €os.a
sen.(a—b)=sen.a cos.b-—sen. b cos.a
cos. (a+b)=cos.a cos.b—sen.a sen.b
cos. (a—b)=cos.a cos.b+sen.a sen.h

Dividiendo Ia ecuacion (12) por la (14),

se tiene:

sen.(a+h) _ sen.a cos.b-Lsen.b cog.a
'—-—‘-—-—‘-—————__—_____
sen.(a—b)  sen.a cos,b—sen.b cos.a

d: ]dl nao 08 ermino q < ol p s
U eb d dCI blO C08.a CcO8 {
V end ] 3 ‘ ol | 1 3 dﬂ 1 a0 miem Or 0
IGSHIM. :

sen.(a1-b) _ tang.a+tang.b
sen.(a—b) fanga—tangh T 17T rer cee+(83)

Si se dividen miémhro & mien i
3 nbro la ecuacion (13 or I 3
ticne: ( ) : 2 (10), :

cos.(a+h) _ C0s.a cog.b—sen.a sen. b
C08.(a—b) cos.a cos.b+sen.a sen. b
dividiendo los térmi 1 i
erminos del quebrado del 2° miembr
CImbI0 por cys,
resulta: Gl

c08.(a +b) —Cob.h—tang.a
cos.(a—b) cot.bFtanga 1Tt reeees(50)

l—cos. 2 a )

Gl aa (o0 X

0 Y COSENO DE LA SUMA AL SENO Y ¢O-
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siderando las for-
5 SENOS \0SEN05. —Consideran
"5, —DPRODUCTOS DE LOS SENOS ¥ COSE

mulas (12) y (14), tenemos:

= a cos.b+sen.b cos.a
sen,[a+Db]=sen.a cos.b+

gen ]-'—‘b —sen.a COs. b-—-—SL’Ii.b COS. A
o l 4 SUBuLd n, se riene.
( Ol?[lbin’indo Bat-d.S f'.)l I]llﬂaS DO idlbloﬁ Y Qu“tl ACel0 3

sen.[a+b] + sen.[a—b]=2 sen.a cos.b
sen. [a+h]—sen. [a——b] =2 sen.b cos.a

De las que resulta:

1 r. e ] CRC R 59
con.a cos,b=2 sen.[a+b]+3 sen. |8 b}

sen.b cos.a=4% sen.[s+b]—% sen. [a—b]..

Tas formulas (13) y (13):

cos.[a+Db]=cos.8 cos.b—sen.a sen.b
- cos.[a—h]=cos.2 cos.b+sen.a sen.b

combinéndolas por adicion y sustraccion, dan:

cos.[a-+Db] +cos. [a—b}=R2 cos.a cos.b
oS [a——b]—‘cos.[aﬁrbj-:z sen.a sen.b

De las que resalta: .
cos.a cos. b=} cos.[a+b] +3 cos.[a—b].... ((zgé))
gera sen.b=}% cos.[a—b]—3 cos. la+Db]..ceee

o ” - S En
6 = IB\) ) ”ERE_ CIA DE LAD ILIN EAS IRIG()-_\ 03IETI\I( A ——
10, S IMA XY : N 8

1 pl “i te 10T he 3 VISt que pinando p : 5 = at=
€ arralo anterio mos V th ue com 141 1 or a 1[(5]0” tht ¢
cion las f()lmlﬂaé IEELIEH&S a]. seuno } COoseno de 1& suma de &OS dlc{?s

con las de su diferencia, se tiene:

scu.[a+b]+sen.[a-—b;[:2 sen.a ensﬂz
gen.[a +Db]—sen.[a—b]=2 sen.b gos.a
cos. [a+D] +cos. [a—b]="% cos.a cos. ob
cos.[a—b|—cos. [a+Db]=2 sen.a sen.
—q, resultard: (266 V.)
Ahora bien, si hacemos a+b=D, § a—b=q, rest
2
a=} [p+q] b=i [p—l
ro ecuaci anteriores, re-
titnyendo estos valores en las cuatro ecmaciones & ;
y sustit st

gulta:




8EN.P 4 sen.q==2 sen
Sen.p—sen, =2 sen
CO8.q + cos.p=2 eo
C08.q—cos. p

. % [H q]eos. 3 [p—q] .......(59)
3 [p—q]eos. 4 [p+q]........(60)
S. 3 [p+q]cos,  [p—q ] ....(Gl)
=2 sen, 3 [p+q]sen. § [p—=qi. .. o (2
Debemos hacer notar, quesiendo e
Porque en el 1** cuadrante a
Estas cnatro dltim
te para hacer adec

Lareo p> q se tiene cog, p
aumentar el arco dis
as formulas suclen ser

uadas al empleo de log
nes trigonométricas

trasforma en ofra

<eos.q,
minuye el coseno,
de uso fre ‘cuente, especialmen-

logaritmos a]omms expresio-
%) Supuesto que una funcion de s suma y diferencia ge
de producto,

sen.a , sen.b  gen.g 8.h+zen,
tang.a + tang,},— 0.8, sen.b_ sen,a cos.b+sen.b cos.a
Cos.a cos.b

€084, Cos.h
luego (13) tfmg.d-tang.b:fin‘[M"h] SEbi SR e G
CO8.4 Cos. b

Sen.
tang. a—tang.h = Ll

— fen.a eot.b—sen.b cos. g
=t SO0 CORA
CUS.4

€0s.a cos.b
laego (14) ta-ng.a_-tang.baml. T balb ey ool v vi s o(B1)
CO8. 4 ¢os. b

cot.a +cot, h =08-2 050 b

—Sen.b cos.a4-san. g cos. b
== d ROS ST e O
sen.a  gen.h

8en.a sen, b
-

luego (12) cotua + cot.b —sen.fb+a] S )
8el.4 sen.b

Cot.a — cot, bC08.2 __Eos,b 8en.b cos, a—sen.a cos.h
sen.a  gen.b sen.a sen, b
sen. [b—
luego (14) cotua — cof, h—Sen-[b—a]

gen.a sen, b i

7?7.-—RELACIONES ENTRE LA
TRIGONOMETRICAS, —T,

SUMA'Y DIFERENCIA DR LAS
gucesivamente Jag ¢

LINEAS
as siguientes eXpresiones se obtieney dividiendo
cuaciones:

99 por 60 y simplificando da: BB e,
5ED, p-- =861, q

tan

tang.{ [p P+q]
¥ [

o
tang.

e (67)

65

68
sen. P+SeN.tang.d (p+q) oo0 +--40 )
59 por 61 Go5.q-F 008.p

(69
Sen.p -I-SEU-Q_cot_% (p—9)eeverens- (69)
59 POT 62 EOS-(I__CUS‘[’

b 0
Sen p Qeﬂ r]__.tann’ 5 (p—q) sase s (7 )
60 por 61 LU“ (}-{- (:UF p

‘ ("
60 nor-62 __n_u_ vy Cot%(}?'l‘f{) R )
I : (,t}!a.l.i—(.lfi‘~ P

T
€08.q +C08.p cot.%(1}+(1)0°t-'}5(p_q)'('2)
Gheor U €05.G— CO8.p

9y

tang.a+tang.b__sen.(n 4—132| e a2 (T8
( _"-b

Spas tang.a—tang.b sen.(a—b)

cot.atcot.b __sen.(bta). . 114
65 por 66 Got.a—cot.h seu.(b—a)

demostrado en
Las formulas fundamentales y las que I?F:ic:t N
e _f M"mte)mleg las reunirémos en la siguie o frany
@ pmi Ose que los alumuos las graven en 5111 meim dm,h g
- i era e
e tandola, puedan facilmente 1m01' er cnalqu
C()u“ll 11 by
s¢ ha supuesto el radio igual & L.

L1 B rod =LY LED.
Ia,l)l& ae la.ls PL 1001 albs fDI muias de III“ Onomf‘k' ia Iec‘tllli

R
_1=sen’adcos’a.....

— : e
secla=1+tang’a s e
} %3 Y .
cosec’a=1+cot’a.....

dase o ld)
lesssann
4sese roes unun is
.
men e
Saed aren

.(U)'
T s AR

(w
i
R
caeaan
2ev sqdaeoavaen 03

.
Cismenenn
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En las f6r
as 1ormulag hidas
S e Eiebtcmgaa, el senoy coseno de la mitad estin en
+fe Ol se quieren determi I :
- i ; eterminar en funeio ;i
oS b e = n del seno proce-

1 :SEI]Z:%- a+cosi g
sen.a=2 sen f a cos § 4

=

Si se sums 5 : i
i Tfm;leatas dos ecuaciones, se tiene:

+_ -d=8en‘s a +2 S€n 5 a eos § a-kcos’t a— S

Si se restan las ini E 28 (Sen % Rroos ‘% 3)2 [{]
S 5 lismas ecuaciones, se tiene: o
——oCll,&=gen* g9 gen L1 1 —.

® 2 & COS 3 a+cos’t 1
E trayendo reiz 4 I PR -s 2 810083 a—(sen } a c0s.3 a)® "B]
X -1Z 4 1a§ ecuaclones {A] y [BJ resulta: -

v/ 1+sen.a=sen % a+cos.da
v 1 "sen.a=—sen. Fa—cos. 1g

CO]’]OUiC
ndo r i {
de i tidlﬁ SEU’H{],} Ia (hferen01a de sen. % 4 § cos % a, lan Y
= « " 1 4 1 : ‘

i d]‘fnrenp;; £ ﬂ.d1 €5 sera lgual i la mitad de Ia slima mas I:t. n(nt]g ?r
i & i) a menor 4 la mitad g : s
i : y H ae i

ifore i (226 V) Si} = Ia S‘Ui'_llft menos la mitad de la

sen.4 a—1
:‘Oq : 8=7 4/1 fsen.a +3v1—sen.a
- --_,_1 —
23%7 /1+sena—34/T—sena
sen. § a— s :
teed Vit $4/1—sen.a

Co8. a=1 /T o B
f Q,
v'1%¥sen.a +44/1—sen.a

Cuando sen 3a>cos}a,
1
Cuando sen % a<cos.} a.

atELS CXpl 810n pue en as 08 8] 1e es:
€31 €3 reasum rse en a d gi. t
E I a ! oo .

5 :

Ltsena Il _sena
sen.a & 3 4/1—gen g csee...(38)

Vitsena + } Vi—sen.a.... B9

Cu}".os S1gno @ [ f— o on I o
i det . - - -
o SLermir aranc OCleanO e[ ;3]01‘ del arc 14 ? sab -
88 1'CO aien

d{) Si El e ]
; ) mayor 0 menor ec a
: : | il 0S 0
h l / o I 3 SE‘}._.'HH &Cilban}os de

??’1 T ¥
*— LANGENTE DE LA MITAD,— {
LA MITAD.—Fuandandonos en Ia expresion [4]
4

720
(729) tang,a— M, tenemos:
CUs, 4 '

59

gen

tang. 4 a—
08
Reemplazando por sen. § a -y por cos. 3 a sus valores [36] y [37] ¥

reduciendo resulta:
e Rt e BT L)

et E e 1—cos.a
oo 3= 2
1-}coB.a

4 esta expresion se le suele dar otras formas. Multiplicando los dos
términos dentro del radical por (1+cos.a), se tiene:

(L+cos.a) 4/ 1—cosa __'\’/ gen’s

I+cos.a  l+cosa

tang.-{rﬂ= (1—cos a) A
(L+cos.a)®
gon. 8 CalbsERe Ay

tang. 1 a=— LIS
g. e
1+cos.a

Inego:

Si los términos del quebrado de la expresion (40) se multipliean por

(1—cos.a), resulta:

1—cos.a (42)

2e. 8

e s s una et

tang. § a—

.Si se quiere determinar el valor de tang. 3 a en fancion de tang.q,

procederémos como sigue:
2 tang a

tang, a——
g I—tang®s

La expresion (30) da:

Reemplazando el arco a por } a, resulta:
2 tang, 2 a

tang.a— =
s 1—tang® a

se trata, pues, de despejar 4 tang. }a de esta ecuacion, Quitando el
denominaddr, se tiene:
tang.a—tang.a tapg®} a==2 tang. +a
trasladando y dividiendo todos los términos por tang.a, resulta:
" __tfang. 4 a

1—tang’ 1 a+
tang.a

Despejando & tang. ¢ a en esta ecnacion mixta de segundo grado

resulfa:
tan ; & a= __.‘_ __l_.... 1
& 2 tang.a tungia ¥




