cot. a=cot.a + A/ cottatl

1—co0s.2 a
i

senla =

I-H:os 2a
2

cos’a =

1—cos.2 a
1+cos.2a

tang®a=

1+co0s.2a

cotla= Lo
1—cos.? a
sen’a—sen*b=cos’b—cos’a, ... .

sen.(a+b) __tang.a+tang.b
sen.(a—b) tang.a—tang.b

cos.(a+b) _ cot.b—tang.a
cos.(a—b)  cot.b+tang.a

sen.a cos.b=2% sen. (a-+b)+3 sen. (a—bh)
sen.b cos.a=3 sen. (a+b)—4 sen. (a—b)
cos.a cos.b=3 cos. (a-+b)+3 cos. (a—b)
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gen.p+sen.q_ “Stang s (pg)il T AN

C08.q +CO8.p

senp+senq:'% Pt e o by s e (GO
C08.q—COS.P :

sen.p-—sen.q._ . =tang.2 (p—q) i etes et 2 RR0)
€08.q + CO8.

COs. q-—cos Al =

CO08.0+COo8.p D —cot. 1
€05.q—C0s.p

7 (p+9) cot.3 (p—q).

tang.a-+tang.b __ sen.(a+b)
tang.a—tang.b  sen.(a—b)

cot.a+cot.b __ sen.(bt-a)
cot.a—cot.b  sen.(b—a)

Demostracion geométrica de algunas formulas generales,

sen.a sen.b=3 cos. (a—b)—2 cos. (a+h)

sen.p-+sen.q==2 sen. 3 (p+q) cos.} (p—q) ( d 779.—Como habri pedido notarse, valiéndonos de las relaciones geo-
sen.p—sen.q==2 sen. 3 (p—q) cos. } (paighaits mny A S s métricas en una figura adecuada, hemos establecido las f6rmulas lla-
€08 q+Ccos.p=2 ¢os. % (p+q) cos.3 (p—q) madas fundamentales y las del seno y coseno de la suma de dos arcos,
cos.q—cos.p=2 sen.  (p+q) 8en.2 (P—q).evevrrns vunninn.s ! y en seguida por pures procedimientos algebraicos, hemos deducido to-

sen.(a+b)
C08.8 ¢0s.b
sen.(a—b) -
C08.3 COS.h

tang.a+4tang.b —

tapg.a—tang.b =
sen.(b+-a)
sen.a sen.b

sen.(b—a)
sen.a sen.b

cot.a+cot.b=

cot.a—cot.b=

gen.p+sen.q _ tang.: (p f‘q}
sen.p—sen.q tang.3 (p—q)

das las demas; resultando que, siendo las primeras ciertas para cual-
quiera clase de arcos, las altimas, conforine al cardcter de los métodos
analiticos, ticnen la mayor generalidad, interpretando, como lo hemos
hecho, ¢l significado de los simbolos algebriicos en los valores correla-
tivos de los arcos y sus lineas trigonométricas. Los métodos de la geo-
metria‘especial, envuelven casi siempre, en oposicion de los procedi-
mientos analiticos, cierto espiritu de individualidad, lo cual hace que
los teoremas demostrados por-una figura, no se les puede considerar
como ciertos, sino para los casos representados en ella; sin embargo,
como los procedimientos geométricos hacen mas perceptibles las ver-
dades, vamos 4 demostrar geométricamente, algunas de las formulas
deducidas por el edlenlo, lo cnal servird para hacer comprender 4 los
alumnos, la dependencia forzosa que siempre existe entre unos y otros
métodos,
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y ohée]'\”:ane?o que E O°—B E’=B 0°=1; que D 0°—B D’=B 0=1;
que B D=tang.a y que B E—tang.b, se tivne: il

0 G:g“g tang.a tang.b .

2D 0

suprimiendo el factor 2, OC o e b
DO

ST{StitﬁyendO 108 7&{0" i y
res de hl.” ecuacione 2 | )
'i tl: o i S ( ) S (3) en ]_ﬂ (1), l'esulta

tang.a 4 tang.b
1—tang.a tang.b

tang. (a+b) =

que es la expresion (20) deducida analiticamente

~MQO

783.— OsLrare s CLrT
Demostraremos geométricamente-las férmulas siguientes:

sen.p+sen.q=2 sen. 1 (p+q) cos. 3 (h—q)
gen.p—sen.q=>2 sen. 3 (p—q) cos. 2 {p%—{})

En Ia fig. 364 tomemos A B=p y A (=g, cu-

© Yos senos serfn respectivamente BEyCF
’,[“n'emos la cuerda C B y el radio O D i)erpvn‘-
dicular 4 su mitad. Por ¢l punto P tiremos I"M
per;_:enidicu]ar y P N paralela al radio A O, que
s g?mo slempre lcf sgpondrem-a's igual & la nni,r‘md.
(i‘;ifsm ; 11 tacemos, pot @ltimo, C Q paralela 4 0 A, De

la inspeccion de la figura resulta:

; A D=} (p+q) e ’
B EISOT?-P: C Fe=zen 4 P G=—sen. :é (P+.q), B %(p-—-q‘a
O (F3—cos, 1 (q r &5 5
. 3 (p+4q), O P=cos. 3 (p—
J - Rem.p—sen.q 2 (p—q)
e

P M—B E—B N—sen.p— gen.p—sen.q_ sen.p+sen.q
2 e

Esto supue 4 ‘mi
sto supuesto, vamos .1_detelmmar los valores de P M y B N, com-

%3

parando con el trisngulo D G O sucesivamente los tridngulos P M O
vB N P que son semejantes a el

PM PO = D(%O luego Phi:gw_“%m:éen.{y(p }q)cos.4(p—q)

BX : BP :: 0G : DO lnego BN="""—51-9—gen. 4(p—q)ers.3(p-+ )
&

pasando el 2 al 2° miembro en las filtimas ecuaciones resulta:

sen.p+sen.q=2 sen. ¥ (p+q) cos. § (p—a)
sen,p—sen.q==2 Seu. 3 (p—q) cos. + (p+9)

que es lo que se tenia que demostrar.

784.—Demostrar geométricamente que la sumo de los senos de dos
arcos es d su d iferencia, como latangente de la mitad de lo suma delos
mismos arcos es ¢ la tangente de la semi~diferencia.

Enla fig. 365 sea A B=p, A C=q. Sitoma-
mos A B'—A B y trazamos el seno C P ¥ la
cuerda B B’, tendremos:

(Figz. 263)
B M—DB’ M=sen.p, € P=N M=sen.q, N B’—sen.p--sen.q
B N——sen.p—sen.q, elarcoC B'=p+qy B C=p—a.

Tiremos por ¢l punto € la recta CDoparalelad AOy haciendo cen-
tvo en D tracemos un arco de circulo con el radio D E=A 0=L. El
angulo C D B’ tiene por medida el arco B Q, y por estar su” vértice
gobre la circunferencia tiene ignalmente por medida 10 A D, luego
EQ=:(p+a)

Por ignal razo
gente ¥ E @, tendremos:

E G—tang. ¥ (p+q), y E F=tang. £ (p—1)
as rectas B B y F G quedardn cortadas en partes
fneas DB, D Ny D B’ que parten del punte

n B R—=1 (p—q). Sien el punto E levantamos la tan-

» Por ser paralelas |

proporcionales por las |

D (526) y tendremos:
10
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NB’:BN::EG:EF

¥ suslituyendo-

Sen.p+sen.q : *e0. P—sen.q . tang. 1 (p+q) : tang. 2 (p—q)
que es lo que se qu

cria demogtyyy,
la f6rmula (67),

’?85.—~PROBLEMAS.—~I._4
mas lineas Irigonométricas.
Hemos vi

sto, formula (30) que

Conociends tan 2.

tang 9 5. Rtang a
1—tang®s

Reemplazando 4 POr 2 a, 86 tigne:

. 1
tang, a= 2t tﬂ-—____ﬂg‘ 55
1l—tang? q
na vez conocida Ia tangente
demas lineas

de @, se podrs
gouométricas,
781—I1T,

an determinar todas lag
como lo hemos hechg en el nfmerg

IL.—Por megiy de la férmugy.

tang, 1a—_ 1 e T
——q_\h_ﬂ_____ toy 2

tang, 5 tang.a V1 +tang?

determinar Iy tangente de 30°

Para que 1

es igual 4

traf

» Y la de 450,
asea de 30° dely
/3 sustituyendo ep
arse de un arco menop que 9

€rd ger 8—=60°, y ecomo tangente de 60°
la formula y tomande e] signo + por
0% se tiene:
1
tang. 30°—_ YT s e

= =11 = te =y

Yl o V3
que como hemog visto es e] valor dq

Para que § 4 sea de 45° necesi

la tangente deo 30°,
taremos hacer 4=090° cuya tangente
to el término

tang.a
a forma que hemog d

4do al valor de I tang.4 a entra como

. €5 % ; pero como en este supueg

Se convierte en col
To, y por 1

Ed

Y cuyo principio est4 expresado en

3 determinar todas lus do-

f t { E t‘) 1 t g
0 minos 1'98111 ‘.1 8 no p emos
1 7 )
actorT comun de L 03 [08 ter & u 0

r trasfor-
i spues de haber t
h la suposicion de que tang.a=w=, sino de
acer la s
mado la expresien

e 1 X 1 1 + tang
fang. 42 tang.a tang.a’s
igal 4 t: wvindola al
i del radigal 4 tang.a elevd
a lo cual introduciremos dentro o
- la divisi ndrepios:
Smdrado; y ejecutando la division, te
G} o

et B

AL o L
tang- % a— tang.g \;tangsa,

+1
i or
° ¢ tang.a—w0, resulta tomando el signo + p
i hora a=90° y tang.a—w, res
haciendo ahora a=90" y o
tratarse de un arco menor que 901
tang. 45° = + 1
- de 45°.
que en efecto es el valor de la tangente

3 tang.a — tang.®

7 ot A 2 tuno.%
11— Comprobar la férmule tang Lo RiEs

para

e 90°.
cuando el arco a=30°, 45°, 60° y 90

g.a— y a for ¢ tiene:
30° Sustituyendo en la formula s
Cuando a==307, tang. _1/‘

il e
e Al e
tang. 90°= 1 ==

: 1_3—5—

5 e < g- gi. S“Stltu uClidO En !& f Iﬁllila ge tl(lle.
3 J Q
C“:“]ao & ‘id tin a )

e s L T 0 Oy
tang. 135 — ctiaT o
a formula, se tiene:

g0°, tang.a=4/3. Sustituyendo en la formula,

Cuando a=60°, tang.c ;
5 —4/3° 3—-3.4/3

; ans. 34/3 —A/B34/5=84/C ¢

tang. 180" —_ T =




Cﬂ‘lndo — ===
‘ a=90°, t‘mg e, y vit i ven
5 ) : o e 3 pal‘ﬂ evitar GI meonver i 1 =
71“1 H“[}tulr 2 : l‘}l- : 1 eute qhe tf.’n

a formula

tang. 3 a— 3 tang.a—tang.%
1-—3 tang.’a

lo g arfa infini
jue hatfa infinitos todos sus términos, |

iea a trasformare évi
te; dividiendo e numerador y e

denominador por tang’a, lo cual da

tang. 3a— tang*a
T =03

tang®a  tang.a

—1

¥ sustituyendo se tiene:

tang. 270°— ——— Fosioion

—0

I \' ‘—-‘DB‘H S Z ? i f ,?
. ?Qg.f?'ﬂ?' ("{?JG & ZU’,"O{Z TES (& 08
'HG’Z’O (ZB as -‘?]?5’3?3# 3
; = ,’ 3 : Ve J 4 eé (26 208 ﬁs K
ﬂ-f} un i ?-(!Hy?!fﬂ es zguaZ {41 Z(,’.g .SEEJ,?E(L d& Z-{‘;‘b’ ﬁg?f

T el s mismas tangentes, 4 compro-
S_e te teorema cuando ol trigngulo es equidngulo 4 i s
Dl represenfamos por A, B - q :
P 8 dr 4
A » By C los dngulos de un trifngnlo, se sa-
A+B+0=180° 0
+ C=180 luego A:ISm...(B.;. )

7 como la fang 7 i
y o la tangente de un angulo es ignal 4 1

gamo | a de su suplement
i i 1 0 . :
da con signo contrario, tendremos: 1 &

tang. (B+C)=—tang.A

¥ como (frmula 20) tang. (B_i_c):t:mg_B + tang.C
_ I—tang. B Lzm@

resulta que _fang.B + tang.C .
1—tang. B tang.C ™ S

quitando el denominador:
fang

B +tang. C——¢; i
ng.C—=—tang. A + tang. A tang.B tang.C

tragladando:

i
tang. A +tang. B + tang. C—=tang. A tang.B tang.C

que es lo que se queria demostrar.

En el caso de ser triangulo equifingulo, cada uno de sus fingulos val-
drd 60° y su tangente serd igaal & 4/3° Sustituyendo este valor en la
iltima ecuacion se tiene:

A3 +4/3 +4/3 =43 XVB X3
3y/3 =VF =343

cuya identidad de resnltados comprueba la verdad del teorema.

Calenlo de las tablas trigonométricas.

786, —En las formulas que anteceden han quedado cifradas las prin-
cipales relaciones que existen entre las diversag lineas trigonométricas
y algunas funciones sencillas de éstas, como las del arco duplo, las del
arco de la mitad, etc., que pueden considerarse como otras tantas li-
neas trigonométricas nuevas; pero por numerosas y variadas qué sean
estas relaciones, no pneden aplicarse inmediatamente 4 nuestro objeto
definitivo, que es determinar el valor numérico de los elementos des-
conocidos de un tridngulo, sino sirviéndonos, como magnitudes auxi-
liares entre los lados y los dngulos de un tridngulo, de los valores nu-
méricos de las lineas trigonométricas. Katas, como se habri notado y
se comprenderd mejor mas adelante, llenan lus condiciones esenciales
de tods magnitnd auxiliar; pues por medio de ellas simplificarémos
nuestros cileulos, y existiendo una relacion constante entre la magni-
tud de un arco y la de sus Hneas trigonométricas, siempre se puede de-
ducir del valor del arco el delalinea trigonométrica, y reciprocamente;
pero para que con su emp'eo podamos obtener la sencillez y facilidad
que buscamos en nuestros célculos, es indispensable caleular prévia-
mente y construir tablas en las que consten los valores de las lineas
trigonométricas 6 sus logaritmos al Iado de los arcos 4 que cada una
pertenece.

En este capitulo vamos 4 dar una idea de la manera con que se han
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5 .
180.—DADOS EL SENO Y COSENO DE UN ARCO DETERMINAR EL SENO
¥ COSENO DEL ARCO DUPLO.

Sea en 1a fig. 361 OA=188B~—BC=a3,
AC=2a, AD=sena, 0 Bcos.a, CE—
sen.2a y E O=cos.2 a.

Siendo D F' paralela al lado O E del tridngulo
C A E, ysiendo A D=D C, setendrd E C =
2DF, y A F=F E. (510) Por tanto,

sen.2 a=C E=2D F (1)
c08.2 a=E O=QF—AF......0..0u. ()

La cuestion queda reducida & determinar las rectas DF,OFyAF
e foncion del senoy cosenode A B. Para esto, considerarémas el
U’Iﬁn_gulo rectdngulo A D O que ha quedado dividido en tridngulos
pftrcr&les semejantes 4 ¢l por la perpendicular D F & la hipotenusa,
(930) y se tiene: "

DF:AD=DO0:AO despejando y sustitnyendo D F=sen.a cos.a
OF:0D::0D:A0 - 0 F=cos’a

22

AF:AD:AD:AQ A F=sen®%

23
Sustituyendo en las ecuaciones (1) y () resulta:

sen. 2 a=2 sen.a cos.a
cos. 2 a=cos’a—sen’a

que son las expresiones (26) y (27) demostradas antes analiticamente.

781.—ENCONTRAR EL SENO Y COSENO DE LA MITAD DE UN ARCO EN
FUNCION DEL COSENO.

En la fig. 362, haremos O A =1, A B—a,
por lo que D O=cos.a es la linea en funcion
de la que debemos expresar el seno y coseno
de 3

I :
e Desde B tiramos las cuerdas B A ¥ BE ylos
radios O C y O H perpendiculares 4 sus mitades; tendremos que

BA=2AF =2sen.1a
BE:%BG=2F0=2GOS.%R
Por otra parte . AD=A0-—D0—1—cosa
. DE=OE +DO0O=1 + cosa

‘»?e sabe (539) que una cuerda es media proporcional entre todo el
didmetro y su proyeccion, por'lo que

71

A B=A EXA D sustituyendo ' 4 sen’} a=2 (1—cos.a)

6 sen. 4 aﬁJm
: ; 2

4 cos? a=2 (1+cos.5)

cos. £ a= Jl‘—l—cos.&
Z

que son las expresiones (36) y (37).

782.—DADAS LAS TANGENTES DE DOS ARCOS ¢ Y § DETERMINAR LA

TANGENTE DE SU 8UMA.

E En la figunra 363 tenemos 0 A=1, AB=a
BC=b, BD =tang.a, BE=tang.b, y AF =
tang. (a+Db).

Tirando E G paralela 4 A F, tendremos, com-
parando los tridngulos semejantes FAOyEG O
FA:A0: :EG:GO
&b luogo F A—tang (a+b) =BG [
(Fig. %3) GO
Tendremos pues que deferminar EG yG O en funcionde BD y

B E. Los triingnlos DB O y D G E son semejantes por ser rectangu-

los y tener comun el dngulo en D. Comparando sus lades homélogos

se tiene:

e

_ tang.adtang b
DO

EG:DE:BO:DO luego " EG

Para determinar el valor de G O, considerarémos el triingulo ED O
y conforme al teorema del ntim. 534, tendrémos:
DE=E0’+D 02D 0OxG O
Despejando 4 G O se tiene:
v 0P 0°+D O°*—D E* _E 0°+D 0°—(D B+B E)
G 0= e — _
2D 0 2D O

0= E0*+D O —D B—2D BxB E—B E?

& 2D 0




