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T el s mismas tangentes, 4 compro-
S_e te teorema cuando ol trigngulo es equidngulo 4 i s
Dl represenfamos por A, B - q :
P 8 dr 4
A » By C los dngulos de un trifngnlo, se sa-
A+B+0=180° 0
+ C=180 luego A:ISm...(B.;. )

7 como la fang 7 i
y o la tangente de un angulo es ignal 4 1

gamo | a de su suplement
i i 1 0 . :
da con signo contrario, tendremos: 1 &

tang. (B+C)=—tang.A

¥ como (frmula 20) tang. (B_i_c):t:mg_B + tang.C
_ I—tang. B Lzm@

resulta que _fang.B + tang.C .
1—tang. B tang.C ™ S

quitando el denominador:
fang

B +tang. C——¢; i
ng.C—=—tang. A + tang. A tang.B tang.C

tragladando:

i
tang. A +tang. B + tang. C—=tang. A tang.B tang.C

que es lo que se queria demostrar.

En el caso de ser triangulo equifingulo, cada uno de sus fingulos val-
drd 60° y su tangente serd igaal & 4/3° Sustituyendo este valor en la
iltima ecuacion se tiene:

A3 +4/3 +4/3 =43 XVB X3
3y/3 =VF =343

cuya identidad de resnltados comprueba la verdad del teorema.

Calenlo de las tablas trigonométricas.

786, —En las formulas que anteceden han quedado cifradas las prin-
cipales relaciones que existen entre las diversag lineas trigonométricas
y algunas funciones sencillas de éstas, como las del arco duplo, las del
arco de la mitad, etc., que pueden considerarse como otras tantas li-
neas trigonométricas nuevas; pero por numerosas y variadas qué sean
estas relaciones, no pneden aplicarse inmediatamente 4 nuestro objeto
definitivo, que es determinar el valor numérico de los elementos des-
conocidos de un tridngulo, sino sirviéndonos, como magnitudes auxi-
liares entre los lados y los dngulos de un tridngulo, de los valores nu-
méricos de las lineas trigonométricas. Katas, como se habri notado y
se comprenderd mejor mas adelante, llenan lus condiciones esenciales
de tods magnitnd auxiliar; pues por medio de ellas simplificarémos
nuestros cileulos, y existiendo una relacion constante entre la magni-
tud de un arco y la de sus Hneas trigonométricas, siempre se puede de-
ducir del valor del arco el delalinea trigonométrica, y reciprocamente;
pero para que con su emp'eo podamos obtener la sencillez y facilidad
que buscamos en nuestros célculos, es indispensable caleular prévia-
mente y construir tablas en las que consten los valores de las lineas
trigonométricas 6 sus logaritmos al Iado de los arcos 4 que cada una
pertenece.

En este capitulo vamos 4 dar una idea de la manera con que se han




poniendo por el ssno su valor sacado de la expresion tang. a—2et: a,, se

C08.4
tiene:

a>tang.a cos.a

dividiendo por tang.a la primera y la @ltima designaldad, resultas

a
__> c08.a
tang.a tang.a

cuyas designaldades hacen ver que lu relacion—"—, stempre mayor
tang.a

que cos.a, estq comprendida entre 1 y cos.a, Yy tiene por co;zez_/meizte la
unidad por Wmite.

189.—La diferencia. entre la longitud a del arco y la de su seno, es
siempre menor que un cuerto del cubo de a.
De la designaldad a<tang.a resnlta:

sen.t a
ia< s
cos. % a
quitando ¢l denominador: @ cos.3 a<sen.la
segun la férmula (26) 2 sen.% a cos.} a=—=sen.a

multiplicando esta ecmcxou por la &cmgumdad anterior y suprimlendo
el factor comun sen.} a, se tiene:

@ cos’; a<sen a @ (1—sen’t a) <sen.a

s
i) a—a sen*; a<sen.a
trasladando a—sen.a<e sen’s a
por otra parte como gen.3 a<{_§’

P

2
elevando al cuadrado sen’} a<
_ FRLTIEEE :

maltiplicando ordenadamente lag designaldades (3) y (4) resulta:

sen’} a (g—sen.a) <‘sen 1a
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suprimiendo el factor sen?4a, tendremos:

a L
a—sen.a<z..,.. ............... P ta)

que es lo que se debia demostrar.

790.—Hstos principios van 4 servir para hacernos ver el grado de
aproximacion que podemos obtener al tomar la longitud de un arco
pequefio como magnitud de su seno, Consideraremos el arco de 107 que
esla base de las tablas trigonométricas de Callet. ILa desigualdad (1)
da

feNn.a<@.,ess .

y la (5) da sen.a>a— ;

Calcularemos 1a longitud del arco rectificado de 10°. Cuando el ra-
dio del circulo es la unidad, a circunferencia—=2 7 r sérd 2 m'y el arco
de 180° sers ignal 4 7=3141 592 653 589 793...... Porotra parte

180°=180 X 60" 60"=648000"
Por consiguiente 643000 .: 10" :: 3141 592 653. . .:a longitud arco 10"
de.donde a=—0000 048 481 368 110
sustituyendo este valor en las desigualdades (A) y (B), resulta:

gen. 107 <0°000 048 481 368 110
3
gen.10 > 0000 048 481 368 110~%

si por ¢ tomamos el valor aproximado 0°000 05, tendremos que

if:o‘ooo 000 000 000 032

Sustitayendo y e]ecutaudo la resta indicada en la fltima designal-
dad, se tiene:

sen.10”>_0‘000 048 481 368 078
y que sen. 107 <0000 048 481 368 110

Se ve, pues, que el seno de 10” no comienza 4 diferir del arco de 10”
sino en la 13* decimal, no llegando la diferencia ni 4un al valor de una
11




unidad de este 6rden. En consecunencia, conformandonos con la aproxi-
macion de 12 cifras decimales, vemos que

sen.10"=0000 048 481 368
y si determinamos el logaritmo de este niimero, encontramos que
log. sen.10"=5685 5749

que es el mismo que consta en la tabla de los logaritmos de las lineas
trigonométricas.

?1 en la expresion cos.a=+/1—sen®a sustituimos por & el arco de
10" tendremos:

c0s.10"=4/1—0°000 048 481%=0999 999 998 §24 8

y una vez cono_mdos los valores numéricos del seno y coseno de 107,
. pueden ’determmarse los de todos los demas arcos hasta 45° por medio
de lag formulas.

8en.2 a=R? sen.a cos.a
co8.2 a=co0s®a—sen?a
sen.(a+b)=sen.a cos.b+sen.b cos.a
Cos.(a+bj=cos.a cos.b—sen.a sen.b

Conocidos los valores del seno ¥ coseno de todos los arcos de 10 en

(4 L2 =0 2
10 lzaata, 45°, se obtendrian lag tangentes y cotangentes por medio de
las f6rmulas:

tang.a:_sgni y cot.a= c0s.a

Cos.a 5€n.a

. Ililos vagores ‘de las 1Imeas trigonométricas de 45 4 90°, se determinan
acilmente por ser el valor de cualquiera de ellas, igual al de la indi-
recta de su complemento.

En 1;. préctica, algo se simplifican los procedimientos que acabamos
de explicar; .perohlnm entraremos en los pormenores correspondientes,
porque nuestro objeto esfda'r una idea del modo con que pueden calcu-
larse .]as tablas t‘rlgonometneas Y no poner 4 los alumnos en estado de
Ifapetlr un trabajo que estd ya hecho con la aproximacion que se nece-
sita en la préctica.

: Como ageffctuar ea]cn_los tan largos y penosos, por una parte es £4-
0}1 que 33 ebfce una equivocacion, y por otra los errores de aproxima-
cion pueden 1rse acamulando; conviene calenlar directamente el valor
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de un gran numero de lineas trigonométricas, para tener ntumeros que
sirvan para rectificar los caleulos hechos. A este fin, se emplean diver-
sos métodos, pero nos limitaremos & citar dos. Pueden calcularse di-
rectamente Jas cuerdas de los arcos correspondientes 4 poligonos regu-
lares de enalquier nfimero de lados y la mitad del valor de una cuerda
serd el del seno del arco respectivo; y tambien pueden caleularse lag
lineas trigonométricas de un gran namero de arcos por expresiones
anilogas & aquellas de que nos hemos servido para fijar el valor de las
de 30°, 45°y 60°. Asi e calenlan los valores de las lineas trigonomé-
tricas de 9en 9 6 de 3 en 3°, y se comprueban 6 rectifican los ya obte-
nidos. En cuanto al grade de aproximacion, diremos, que partiendo
como se ha dicho del valor del seno de 10" con 13 cifras decimales en
el limite de los cileulos, para el arco de 45°, el seno y el coseno difie-
ren del valor exacto menos de  de una unidad decimal, del octavo 6r-
den. Si se necesitase mayor aproximacion, seria preciso repetir los cal-
culos, tomando por base de ellos, el arco de 5” 6 el de 1%

Harémos notar, que no todas las lineas trigonométricas dan la mis-
ma aproximacion para cualquier valor de los arcos. En efecto, para
arcos pequefios, las variaciones del seno son mucho mas ripidas que lag
del coseno, y por tanto, en la préctica, cuando los angulos tienen va-
lores que se acercan & 0°, convigne emplear férmnulas en que enfren log
senos para tener los resultados con mayor aproximacion, lo cual es cau-
sa de la necesidad de trasformar las expresiones obtenidas en funcion
del coseno. Lo contrario sncede cuando los 4ngulos tienen valores cer-
canos & 90"

Por filtimo, diremos que unas veces se construyen lag tablas de las
Yineas trizonométricas refiriendo su longitud al radio tomade por uni-
dad, y enténces se ticnen Jas expresiones Ilamadas naturales de dichas
lineas, y otras se construyen las tablas tomando los legaritmes de los
valores natarales.

En las tablas de logaritmos de Callet, para evitar el nso de caracte-
risticas negativas, se ha tomado el complemento aritmético de ellas,
por lo cual al introducireste sistema en los edloulos, segun lo deciamos
en la segunda observacion al célculo de los logaritmos (337), debe te-
nerse preseate que se ha omitido la resta de 10 en cada logaritmo que
contiene un complemento aritmético, por lo cual es necesario algunas
veces expresar esta operacion sobrentendida, otras es preciso suprimir
lag decenas de la earacteristica, y otras, por altimo, es forzoso agregar-
le las decenas necesarias para que el resultado exprese el complemento
aritmético de la caracteristica; procediéndose con los logaritmos de las
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trigonométricas lo mismo que lo hemos heého con los de los nti-

(Prob. TV, VIII, IX, XTII y XVIL, § 338).

Puede tambien suponerse el radio dividido en 10,000.000,000 de par-
es, y’cn esta nipotesis los logaritmos de las tablas de Callet son los de
03 nlimeros de estas partes del radio que contiene cada una de las 11-
eas trigonométricas; pero por haber sacado todas nuestras f6rmulas
..“:‘mem!o el radio igual 4 la unidad, preferimos adoptar la base de con-
:‘.E'.e;‘ﬂl‘)}DS logaritmos de las lineas trigonométricas como pertenecientes
i l_os nUMeros que expresan sa magnitud en partes del radio siendo és-
el, Imbzéndose tomada para los logaritmos del senc y coseno los com-

plementos aritméticos de sus earacteristicas., ;

Disposicion y uso de las tablas de las lineas trigonométricas.

[

791.—DISPOSICION DE LAS TABLAS DE (JALLET.— Vamos 4 describir
‘::!;‘@ de las lineas trigonométricas de Callet. Las correspondien-
a division sexagesimal se encuentran de la pigina (289) 41a (659)
divididas en dos partes: en la primera se encuentran los logaritmos del
seno y tangente de los cinco primeros grados, y losdel ce.s:no v cotan-
te de 85 & 90° de segundo en segundo; y en la segunda ‘{)&]‘EE‘. de la
ina 390 en adelante, constan los logaritmos de los $eN0s, cosenos
angentes y cotangentes de 0 4 90° de 10 en 107, -

i Las tabm:s en una y otra parte tienen doble entrada, una correspox-

diente :11 namero de grados inscrito en la cabeza de la pigina, y otra
que pertenece 4 los grados anotados al pié de la pigina. i

En la primera parte de las tablas se observard que se ha sefialado el

s arriba y & la izquierda de cada pégina, 6 abajoy

erecha; los minutos lo estin en una linea horizontal, v los se!;jun-

0 4 60 estfn en una columna vertical. Una de laz llanas co?res-

le al seno de los arcos de 0°4 5° v al cosenn de 85 4 90 y la otra &
= e G Ulat o

ge tomardn los segundos marcados en lacolumna de Ja derech:
: ‘tw no, desde la péigina (350) 4 la (389) sobre las indicaciones de
los minutos hay unos ntimeros (401, 398, 396, etc.), los cuales expre-
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san las diferenciasque gencralmente hay entre doslogaritmos inmedia-
tos de los que estin en la columua arviba de cada diferencia.

En la segnnda parte de las tablas, considerando Ja entrada superior,
los grados estdn arriba de cada pégina desde 0° hasta 44°, los minutos
estin anotados en la primera columna vertical, y los segundos de 10 en
10 en la siguiente. En seguida’estin los logaritmos del seno, coseno,
tangente y cotangente debajo de su respectiva anotacion sinus, 0-51#,
fang. y cutang., habiéndose omitido para abreviar la indicacion delog.
Ademas, en las colomnas de diferencias constan las que se obtienen
restando los logaritmos entre los'que se encuentran inscritas. Es de no-
tarse que las diferencias de los logaritmos de las tangentes son comunes
4 las cotangentes, de lo cual es fdcil darse la razon. En efecto:

1

tang, (a+hj=——
gee ) cot, (a+h)

tang.a=—= ———
cob.a

Dividiendo una ecuacion por otra, resulfa:

tang.a (a+h)_ cota
tang.a cot. (a+h)

y tomando los logaritmos

log.tang. (a+h)—log.tang.a=log. cob.a—log.cob. (a+1

Inego cualquiera que sea el valor del arcoa y el de la diferencia h, un
segando 6 107, la diferencia entre los logaritmos de las tangentes serd
la misma que entre los de las cotangentes de los arcos a y (a+h).

Cuando se consideran dngulos de 45 & 90° estdn marcados los grados
al pié de cada pégina, los minutos lo estén en la primera columna de
la derecha, y los segundos de 10 en 10” yendo la numeracion de abajo
para arriba. :

Conforme & esta disposicion, consultando las graduaciones superior
& inferior, asi como los titulos de las lineas trigonométricas, se-vé que
las tablas de Callet contienen los logaritmos del seno, coseno, tangente
y cotangente de todos los arcosde 10 en 10” de C 4 90°.

99, TS0 DE LAS TABLAS TRIGONOMETRICAS.—Los problemas que
hay que resolver son dos, semejantes 4 Jos que hemos explicado al tra-
tar de los logaritmos de los numeros: dado un arco, determinar el lo-




formado estas tablas, cuyo trabajo, & semejunza del de las logaritmos,
se hace una vez para siempre, y contribuye poderosamente 4 expeditar
las operaciones necesarias para resolver los trifingulos.

Las magnitudes auxiliares tienen por objeto fucilitar las investiga-
ciones, yson de dos clases: unas que se conservan hasta el Gltimo resul-
tado, y otras que no constando como datos en ¢l problema, desaparecen
en el valor de la incognita. Por ejemplo: al tratar de los voliimenes de
los cuerpos hemos empleado como auxiliar el radio de la esfera para
reemplazar § la relacion de los voltimenes 1a de una expresion de ess
linea que se conserva en'la exprosion final del voléimen de la esfera. Lo
contrario pasa con los logatitmos que son auxiliares intermedios que no
constan en los datos del problema, ¥ que sirviendo solo para simplificar
los céilenlos, desuparecen por completo en el fltimo resultado, Las li-
neas trigonométricas corresponden & 'esta @ltima clase de magnitndes
auxiliares.

Ahora bien, si por una parte se inseriben todos los arcos de un cua-
drante de 10 en 10”, y al lado de cada arco se anotan las partes del ra-
dio del circulo de que ee compone su seno, su coseno, ete., se tendri

uha idea de una tabla de las lingag trigonométricas naturales. General-

mente al lado del arco se pone el logaritmo del ntimero de las partes del
radio que tiene la linea trigonométrica, y entonces. tendremos tablas
de los logaritmos de las lineas trigonométricas,

Como hemos visto que por grande que sea un arco, siempre hay
otro <90° que tiene las mismas lineas trigonométricas con ignal 6 di-
ferente signo, es claro que bastar§ calcular los valores de las que co-
rresponden § un cuadrante. Ademas hemos visto, (731—1I) que conoci-
do el sono de un arco por medio do las formulas fundamentales (729)
pueden determinarse todas las demas lineas trigonométricas; y por -
timo (758), como el seno de un arco es igual al coseno de su comple-
mento, resulta que bastard explicar el modo de obtener el valor de log
senos, de los arcos 0° § 45° para comprender como pueden en seguida
formarse tablas de todas las lneas de 0° § 90° aplicables 4 dngulos de
cnalquiera magnitud,

Esto supuesto vamos 4 dar una idea del procedimiento que puede
emplearse para construir una tabla de los senos ¥ cosenos de todos los
arcos de 0° 4 45°, demostrando préviamente algunos principios funda-
mentales.

BT —A medide que decrece un dngulo menor que 90°, Ig relacion
que hay entre el arco rectificado que le sirve de medida y su seno dikm;-
nuye, aproximdndose mds y mds ¢ g unided, que es sy valor limite.
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En la fg. 866 sea el radio O A=1, la longitud del
arco A B rectificado, la representaremos por a,
B P=sen.a, O P—cos.a y A T=tang.a.

Si prolongamos B P hasta B’ tendremos que

arco BAB'>B B

y tomando la mitad
g (1)
) AT NON A e b Vi R s v
Por otra parte, la superficie del sector A O B es menor que la super-

ficie del trifngulo A T O, esto es:
1 AO0OxXa<iAOXAT

luego a<tang.a

6 R R ()
O Cos8.8

dividiendo las desigualdades (1) y (2) por sen.a, se tiene:

1k
i o | y _a;,<g,___.*

Sen. & gen.a CO8.a&

1 { st comprendida
lo cnal hace ver, que la relacion del arco 4 su seno, e p

entre 1 3'_1___, cantidad que es mayor que la unidad, porque cos.a
CO8. 4

es menor que el radio, excepto cnando a=— F e,

el dngulo a disminuye, el coseno crece y se aproxima 4 ser 1g

0; pero como & medida que

4 4 = H e
décrece y se accrca mas y mis & la unidad, de la que pued
a 1

i ier TR menor que =
diferir tan poco come se quiera, y como - es me ques TS

se infiere que diferird dun ménos y que puede considerarse que tiene la
unidad por limite.

- 1
dio, —
CO8.8

"88.— La telacion —>tiene igualmente, cuando el arco decrece, la
2 tang.a

wnidad por limite. :
Las designaldades anteriores dan:

a<tang.a y a>sen.a




