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Una vez conocidos los segmentos resolviendo los tridngulos rectdn-
gulos ABDy CBD por medio de Ja férmula (B) se determinarén
los dngulos

cos. A= cosBC D.:{ BCA=180°—B 0D y B=B 0 D—A

Se debe tener presente, que bajando la perpendicular desde el vértice
opuesto al-lado mayor caerd siempre dentro del tridngulo, y que el seq-
mento mayor x es el adyacente ql mayor lado, por ser su proyeccion.

El primer procedimiento es preferible al segundo, porque los dngulos
estin dados por una tangente, J porque se tiene la comprobacion de los
calculos viendo si A +B + 0=180°,

816.—RECTIFICACTON DE LoS DATOS Y DE 10S RESULTADOS.—Lo
mismo que indicamos al tratar de los trifingulos rectingulos (806), es
conveniente en los oblicudngulos examinar si los datos no envuelven
algun absurdo, y comprobar loz resultados de los céleulos. Para el pri-
mer objeto, hemos dicho que debe tenerse presente que un lado cual-
quiera gea menor que la suma de los ofros dos, ¥ mayor que su diferen-
eia; que al lado mayor esté opuesto el mayor 4ngulo ¥ reciprocamente;
¥ que la suma de los tres sea de 180°, Para comprobar los cdlenlos he-
mos indicado que los del tercer caso, cuando se emplea el segnndo pro-
cedimiento, y los del cuarto se rectifican ficilmente viendo si la suma
de los tres dngulos encontrados da 180°, Respecto al primer caso, al
segundo y al tercero, cuando se usa el primer procedimiento, lo mejor
€8 suponer como datos las incégnitas y caleular los otros elementos del
tridngulo que deben resultar iguales 4 las cantidades conocidas. Gene-
ralmente la rectificacion se limita 4 buscar el valor de uno solo de log
elementos empleando un método diferente,

Por ejemplo, en el primer caso conociendo A, B, y ¢, se ha encon-
trado el valor de C, ¥ ¢; pues bien: como rectificacion bastard buscar
¢l valor de C en funcion de 2, b y ¢ por medio de la formula (P).

817.—F4RMULA FUNDAMBNTAL.—Podemos considerar la f6rmulg
(G) en que queds cifrado el segundo principio (308) como fundamen—
tal para la resolucion de los tridngulos oblicudngulos. Fn efecto, he-
mos visto que partiendo de la f6rmuls i

a’=b’+c"—2 b e cos. A

hemos resuelto el tercer caso empleando el segundo procedimiento y
el cuarto caso.
Vamos ahora 4 deducir de la misma formula log principios 1°, 8° y
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sen. A sen.B
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a-+h :a—b :: tang.3 (A+B) : tang.3 {(A—B)........ (H)
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pr R {'r-
1°—Despejando 4 cos.A, de laférmula fundamental
a’=b’+c2—2 beeos A

b®LeE—a?

se tiene: C(_’S'A:W

i 25—1—cos®a, tendremos:
Sustituyendo este valor en la expresion sen*a

b2+02__32 2 4 b? 02_(1)2::‘02#_&2)2_
= 4 b* et

2be

gen’a—1— (

- i iplicAndolo por
Si elevamos al cuadrado el trinomio (b*+¢*—a?) multlph_cau.u olop

si mismo nos resulta:
2 £y 2 n2
(b +c—a?)i=at +bi+ ¢ —2 o’ b2—R a’ C +2b'c
= i, et —
i isrios para ejecu-
sustitnyendo en la expresion de sen’a y cambum:do_ sdlgin m}éntesé ¥
: 2
tar 1a resta de las cantidades que quedan dentro del p )
tiene:

2
4btei—at bt —ct4-Ratb’+2 a2 o®—2 blc
genA— e

érmi 2 ¢*—2 b? ¢ y dividiendo
Haciendo la reduccion de los términes 1“), e—2bc y
1 2 0y *
los dos miembros de la ecuacion por % resulta:

7 b

sen®A  —at—hi—ct+2a’ by a’ LR b e BT AR D
e 4 2% p* g

a2
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at+h __ t1
——p —Cot (A+B) cot.2 (A—B) cott G I(B)

Como A+ B+ 0=1800: 1 (, 2
+C=180°; 1 (A +B)—90 —3 C, y por tanto:

cot.y C=tang.1 (A+B)

sustitnyendo este v i
uyenio este valor en la ecuacion (8)

bnye 7 los de las 5
fancion de las tangentes: : e Comngen‘teﬁ -

atb  tang®f (A+B)
a—b tang.} (A+B)tang. § (A—B)

. 1 n ¥ .
¥y simplificando resulta por Gltimo:

b_ tang.3 (A +B)
a—b tang.} (A—B)

o

qie esla expresion de} 3o
4°—Vamos 4 sacar
proporcion

. Iprmmpm que nos propusimos dedueir
inalment ° principi i .
e el 4° principio (808) cifrado en Ia

. ¢:atb:ira-b:x v

de la.ecuacion a*=b’1e> 2 h ¢, eos 53

Trasladando b? a*—b=="—2 b c' coh.:&
—2 b e. cos,

reemplazando la diferencia de los cuadrados, v
ey

comnn: Y sacando ¢ como factor

(a+b) (a—h)=c (c—b cos.A—b cos. AV, (1)

En el tridngulo rectinc y
tiene: (B) S T e 0D A (65 BTy

X=Cc—b cos. A

Sustituyendo los valores de c—b cos.A v de b, cos A N 1 i
(I) st y » CO8. A €11 la ecuacion

i s s ey g el
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(a+b) (a—b)=¢ (x—y)

formando tuna proporcion con estos cuatro factores, se obtiene:
¢ :atbh ::a—b:x—y
que es lo que se queria demostrar.

818.__DEDUCCION DE LAS FORMULAS DE LOS TRIANGULOS RECTAN—
¢UL0s.—Siendo, como son, los tridngulos rectingulos un caso patticu-
lar de los tridngulos oblicuéngulos, naturalmente es muy sencillo de-
ducir de las f6rmulas que nos han servido para resolver los tridngulos
oblicnéngulos las que establecimos para los rectangulos: pero, por ejer-
cicio las sacaremos directamente de la férmula (@) introduciendo en
olla 1as condiciones de los trifingulos rectingulos. HEsto es,

A=90°, B=90—C, cos.A=0, etc.
Sien la formula (@) a’=b'+¢—2 be. cos.A
gustituimos cos. A=0 il
resulta: al=h?+c? comprobacion de la...ereneieiansnas .(E)
Decimos que comprobamos esta f6rmula, yno que la deducimos, por-
que en geometria nos fundamos en ella para establecer el teorema que
sirve de base 4 la f6rmula (G).
Para deducir la expresion b=a. sen.B de los tridngulos rectangulos,
de la f6rmula:
¢=a’+b*—2 ab.cos.C
eliminaremos a® y cos.C sustituyendo sus valores:
a?=h? + c?
cos. O=cos.(30°—B)=sen. B

con lo que se tendra:

¢?=9 hb? +¢?—2 ab. sen.B
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suprimiendo ¢? y dividiendo por 2 &, resulta finalmente:

bi=aceen: Biv formulas itn s, e (

Para deduncir la expresion ¢= 14 i .
xpresion c=a. cos.B de los fridngulos rectangulos,

en la formula
b'=a’+¢*—2 a ¢. cos.B
eliminaremos 4 a* sustitnyendo su valor
a’=b'+¢’
lo que da b =b*+2 ¢"—2 a c. cos.B
suprimiendo 4° y dividiendo por Z¢, resulta:

c=a. c0s.B ....formula

Deduciremos la expresion: b=c. tang.B, dividi
. Pl ey .B. divid : :
por la (B), lo cual da: g.B, dividiendo la ecuacion (A)

b sen.B

¢ cos. B

b=c tang.B, que es la f6rmula.... (C)

819. —FoRMUL! S

i 9 S Fol‘am LAS PARA LA RESOLUCION DE L.OS TRIANGULOS ISOSCE
o 7 : .’ - 2 : . 2

gua mente ¢s fdcil deducir delas formulas generales de los trij
gulos oblicudngulos las cor i - o
e go s correspondientes al caso en que el tridngulo sea
u;i'::j;es,Bcuya C;)rcunstanma estard indicada por la doble condicion de
gemm;- y a=b; pero vamos & indicar otro procedimiento mucho mas
que puede seguirse para resolver los tridingulos isésceles, y el

cual consis évi
ste en descomponerlos préviamente en dos tridngulos rectén-

gulos iguales, y resolver estos en seguida.
1** Cuso.—D i .
ados A, B y g, determinar los demas elementos.

Por ser el triingulo isésceles, siendo A=DB, se tiene a=h
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Bn 1a fig. 376, el fngalo D C A=} C=00°—AY
AD=3}c=bsen.}C

99 (so.—Dados a, b y A, determinarlos demas ele-

mentos.

I Por ser igdsceles el tri
(Fig. 376)

angulo, se tendrd b=

1 0=90°—A

y como 4ntes 3 c=b sen.3 C

* ger (so.—Dados e, b y G, determinar los demas elementos (g.3176)

A=—B=90°—3 C
1oc=hgen;C
4° Cuso.—Dados @, b y ¢, determinar los tres Angulos.
Considerando el tridngulo rectingu
la (A), resulta:
e
sen. = G:T

TUna vez conocido C, se fiene: A=B=90°—% C

los problemas numéricos relativos &

890.— Antes de ocuparnos de elat
pondremos la giguiente

resolucion de los tridngulos oblicudngulos,

Tabla de las firmulas para la resolucion de los tridngnlos.
TRIANGULOS RECTANGULOS!
h—a sen.B c—1a se_u.O ........ :
b=a ¢0s.C

b—c tang.B
B=90"—0C

............... (

TRIANGULOS OBLICUANGULOS:
ﬂ b e S A s e R T S el L
S—e—n.—“&i:ém_—sm ....... .‘..-. ........
a?—1?+ -2 be.cos. A, b*=a’ +¢'-2 ac.cos. B, e=a’+Db*-2 ab 208.C..
ath :a—b :: tang.d (A+B): tang.§ (A—B).... .-.c.
0 b:cta et A DD L e e

-~
{
~
{

g.
Z.

' AR LE=18020 Do S

1 bietase—atAD+DC....oieiiiiinee

lo A D C (Ag. 376) dela formu-

la

A)

(¢)

... (H)

(K)
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Para el tercer caso tang.p=21D tane 1
ab o2

e:(akb) cos.i O
cos.p

T4 v e ss usenssean

Para el cuarto easo s
p:?z a|b+ Al COS.%A:JM T
[a+b+c] z Do fttttereresereesas (M)

sen. 1 A:\I(Jlﬂ% (p—=¢)
¢

tang.2 A— _(p;b)_(}JﬁC)
| : D [p—al  crrereereeeees. (P)
Para los tridngulos isésceles, siendo:

A=B ya=b, se tendri: 2 (=00°—A y 2 c=bsen.i G

5}2 I_.—I LOBI.EM.&S.—I.—JEG&’JEL&? j? 12 H!‘G 5! T l-fl.') en ﬁz
Un 147 5" 00Mcy
: an
(!’HB Se conocen (ZOS [J:l{j?tZOS y un lad@, cu )r{)b t&lOleS son gt‘

a—0849°73
B—49°—_18—19” 34
C—030—14°— 47 *15

Comenzaremos por determinar A, cuyo valor es: A-—=180° (B-+C
) P A= el ')

e
Circuro pE A. CiLouro nE b

CALguro nE e,

B— 49°-18-19” 34 p—asen. B a sen. ¢
=% gen. A C=—T—"'—“
C= 95°-14-49 75 S
144 -33- 9 '05 log.a — i
9 log. = 3993 4244 loo.a — 3¢ A
Eae g 958 g.a = 3993 424
80~ 0~ 0 ‘00 log.sen.B— 9879 7812 log.sen.C— 9-998 r?g;

= 35°-26°=50" ¢ :
A= 35°-26’-50" 91 13,873 2056 13991 6006
(73 b 3]

log.sen.A= 9763 3953 log.sen.A— 9763 3953

logb = 4109 8103 log
e, G = 4¢99 =
) g 44928 2053
b— 12875869 —16312401
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Como comprobacion calcularemos el lado @ conociendo A, B y b.

A—35°—96"—507” 01
B—49 —18—19 “34

b—12876869

El valor de @ se tendrd por la formula: a:w—'é—

sen. B
CALcUro DE a.

log.b 44109 8103
log.sen. A = 9763 3953
13873 2056
log.sen.B  9-879 7812
TR m

log.a — 3903 4244 de donde a=—09849'73 que es el valor que
teniamos 4ntes como dato.

11— Resolver un tridngulo oblicudngulo en el que se conocen dos la-
dos y el dngulo opuesto ¢ wno de ellos. Sesn i

a— 678924
b=—1007944
B—87°—24'—11” ‘8

Determinaremos A por la formulas

sen.B.a
Sen.A——T‘

log.sen.B= 9999 5338
log.a — 3831 8212
13-831 3750
logb = 4003 4364
log.sen. A= 9827 U586 lo que da A—42°—17—23" 4

Tstando dado A por un seno, podriamos tomar para el valor de este
angulo el encontrado en las tablag 42°—17—23” 4, 6 su suplemento;
pero siendo el lado opuesto a< b, tambien A deberd ser menor que 157
por cuya razon no podremos tomar para A el valor del angulo obtuso.

Una vez conocido A, calcularemos C por Ia formula

0—180°—(A + B)—180°—(129°—41’—35” ?)—50°—18'—24" 8

Bl lado ¢ se deberminard por la formula:
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Ahora bien, si tomamos {3 ecuacion
b’=a*+¢®>—2 a ¢ cos. B

De“pejmd 4
§pejando 4 cos,B i 5
ST y sm_tstxtu;endo en la ecuacion: sen’B=1—cos*B,

SEHBB‘_—_]__._ ﬂz"' Ge—Wb? 2_:1. a” 0‘2_{a!+c2__b2}3
2 a0 : 4 a? o

eleva
ndo al cuadrado (a*+ c'—?) sustituyendo, se obtiene:

? a2
senB=2 8 (' +bitet 120l P2 a2 9 b )
4 a? U’J

0|ECHL€LIld0 lau lestﬂ. ind; :; ] [)“ (0} 0
] lndlcada l‘edl i i i
I]ll'em bros res ] 9 “31'3{1(10 dl 'IdieDdO r b I 3 d 8

1
' —hi _—pt 212, a
—‘P_.__c +2 a?b* -2 a®e? £ 2 be?
4 a’ b? ¢?

y como los seonndos m3
: 568 8 miembros de - :
se infiere que las ecuaciones (1) y (2) son ignales,

SEHQ:& SenﬂB

a® b2

6 que sen.A _ sen.B

—

- b

que es lo que se queria demostrar,

3°—Deduciremos ioqs
IeMos 1gualmente por medio ¢ 3 3
(G) el 3 principio cifrado en lalexpre:io?- del cilculo, de la formula

a+b:a—b : tang.3 (A+B) : tang.2 (A—B)... (ﬁ)

ge tiene; a’=b? 4629 pe, Cos. A, , (1)
b*=al+c2_3 s¢. cosiBi T(2)
C'=a"+b"—2 ab, c0s.0....... (3)
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Sumando las ecuaciones (2) y (3)
b+ =2 a®+ b’ +¢*—2 a ¢. cos. B—2 a b. ces.C
suprimiendo en los dos miembros b?+¢%, dividiendo los términos res-
tantes por 2 ¢ y despejando & g, se tiene:

a=—c. cos. B+b. cos. C

Sumando las ecuaciones (I) y (3)
2t =2 b +a’tc™—2 be. cos. A—2ab. cos C

suprimiendo en los dos miembros a?+¢?, dividiendo los términos res-
tantes por 2 4 y despejando & 4, se obtiene:

h—c. cos, A--a. cos. ©

Sumando las ecuaciones (4) y (5)

a + b—c¢ {coé.A‘Tcos.B) +c0s.C (a+h)

»

trasladando y despejando;

_C. feost At cossll) > e (6)

a-+b
1—cos.C

Restando de la ecuncioln #) 1a (2)
a—b=—c¢ (cos. B—cos. A)—cos. O (a—b)
a.—h=£§3_ﬁi§:5?f- S ey
14co8 U
Dividiendo la ecuacion (6) por la (7)

a:+b_ cos. A4cos. B 11cos. o

a—b cos. B—cos. A~ 1—cos. C

sustituyendo los valores de los dos factores
forme 4 las formulas (72) y (44)

del segundo miembro con-



