de Ia que

B nd (b
el

que son los valores que junto con B entran en |

Una vez conocidos a, B y C, se pueden 4
mentos del trig

ngulo eonforme al procedimiento explicado para e
mer caso (310)

X.— Resolver un triangulo en el gue
Y los tres dngulos.

En el ntum. 814 hemos dejado demostradas las formulas (N):

p ( Ingh_)_
e JEE

cos. 3 C:J e

multiplicando estas ccuaciones se tiene:

) ('1‘1:[': =)
cos. ¢ B. cos. 4 O= %J‘——)(I )

be
Por otra parte, en el mismo parrafo la formula (0) da:

1—h) (p—
sen. 4 A— e TR

be

multiplicando Jos dos miembros de esta ecuzcion por P se infiere que:
a

cos. § B. cos. 1 0= gen. LA
: bl
despejando §
lo mismo que hemos determinado a

alguno de los procedimientos expl
solucion de los tridngulos oblicu4

pueden obtenerse 4 y ¢, 6 emplear
icados para los cuatro casos de la re-
ngulos una vez conocido el lado 4.

a segunda expresion.
eferminar los demas ele-
1 pri-

s conoce su perimetro (a+b+c)

Superficie do los tridngulos.

1TF - T T o -t\ 1 _".‘t :‘ '})
{ {8 M ] = 1 cometria 11911}03 VISLO (d‘}
_—~FORMULA F ZBD_\_[E.\TAL- Et o " : 0[3 oto l:" en
' > O i L) pOi v al‘)l ll 1 1ta-d }0! pi U ¥
ne i-] a1l de un LI‘MLbi 10 tlBI‘l : s A (
't a‘: -5 3 &l i £l eil ] T’lt.j.m()s I‘ ;g 4 Dase - i
q p{} 14 alturil, (}e {,Olhlgu,onte, 8l represe . 9] (-r' ili h ql -]
jq—,\: nulera [ie 1()5 08 tl"c [ gi.l]()s ie ld- i]G. 581, i (63} J o ¢
{ H uler d (¢ 5 ) ¢ sSu a i l;
i ]" - I a 1 -ld 12010, en genel'd.l ten( remos:
x & g ﬁ 5 tris < [ Qe
Y por 8 it supe cle de g 3

E 1 ~XT
s=1% by
&oaf Y pero considerando el tridngulo
(. rectangulo ABD conforme 4 la

£ , : :
581) et formula (A), tenemos:
(Fig.

822

— “1
y=c. sen.
3
ituy resulita
= 1o que sustituyendo, resul
L j = i (Y
g—=lbecsen.A.....ioe..n.

q I's] er G ra deflucir de ella

1d renmos como formula fundamentnl, para de 110‘1 e
e iv 3 8 cas 3 Vanos a ccupar-

-ued-i ntes expre:iones relativas & los casos de que 4 it

1as diferer g E

nos.

-~

— j E UN TRIANGULO.
(/AS0S PARA DETERMINAR LA SUPERFICIE DE UN TRIANGUL
Lt a Are: 1 tridngulo, distinguiremos los mis-
Para el cilculo de la drea de u g
—fara €l tu ;
! ara su resoluecion. : S
N i Pi* : S1 un lado, determinar Ja superficie de un tridn
: des dngulos y , determ
10 Dados des ang
5 sto & de elios.
' 7 el 4 ypuesto 4 uno
g 20. Pados dos lados y el dngulo op ef ! i‘w
%0 Dados dos lados y el dngulv que forman.
U (e
40 Dados los tres lados.

i ingulos A y C y el la-
C 8 angulos A y Oy
> Supongamos conocidos log &
™ (JAS0,—dupongan
824 —1" Ca I
do b. _
Tn la formula fondamental \
§=3 bc BN A ... ouers e sey oo (Q)

" W C [ E] ol 3 Lt 24107 p{;! me ]10 d_e ]_ﬁ,
2mos a 2r( ( (l 3 INos deteln’”na] ]

0 { | s v (

no con ~ %

3 'ns;\t}ﬂ;
e2pi b sen. C

" Tsen.B




152

I[ JJF,Z. 7 > 7 7 e o e L
——L/A08 (08 ZJ"E?S;: I 2 & : e & { C
A0S ae Ll ’, i
% l‘;‘ llft':l?,_{(?.f« U dCr. erminar su Su Der ?56!6

Sain s pestrimny sy tr g s
T D et

Las formula correspondiente, es: s=4/p (p—a} (p—b) (p—o)...(T)
4 an e 6] L

m
a= 57394

b= 49675  p=85%06 p=85606
a

= 85 —g5¢pne
c 63943 =57'394 b=49‘875 I(:—S ;

0
6504
i

2 p=171212 p_s—sg13 3
p—a=28212 p—b—35731 p—oc—2163

p= 85606 i
log. p — 19932 5042
log. (p—a) = 1'450 4339
log. (p—b) 1553 0452
log. (p—c) 1335 7186

al
Tomando } de- 6% 01
log. s 135 830 367"

8509 que da s=1367-26

I Y —-]})"’Qf 2 ; 4 t ) G CLeN S et g Z

. eS0Lver un 1"26!?5-(??»‘2 } 7 81 7

s = G COnoclend Der ol

un q_,z_lfla_z,lol s 0 4 b?{f}. LCLE 2y Un gfgf) a o

e la férmul =
De 1z ula s=1absenC
des n'ir re &

pejaremos & & que es desconocido

23
a sen. O

¥ una vez conocid
; los a, by C, el problema se tras

ol dadendes Lare forma en resolver
: dok‘“ : ades dos lados y el dngulo que forman, que lo 1 o “_“
240 ya (812) al tratar del 3°" easo famibi g
“r —-]iﬁﬂﬁ H Y7k
—Resolver un tridngulo '
COnoCLenda s superfic /
ey wdo su superficie s y dos de sus dn-

Bl 3% 4no 1 +
3°™ dngulo se calculard fici
5 leulara facilmente por ;
r medio de la expresi
a4 expresion:
C"“lSDg__. L\LF D)
La férmula (R) da: (A +B)

s—} szn.A sen, C

sen. (A4 0)

despejando & bh— l“’ 8. sen. (A +C)

sen. A sen, C
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los otros dos lados se calcularfin por formulas analogas

Sl . Lo T
12 5. sen. (B+U) 2 s sen. (A+B)
A=—n B e

~ sen. B sen.C sen. A sen. B9

839, — PoL1GONOMETRIA.— Hemos dejadoin dicado (723) que pudien-
do descomponerse un poligono cualquiera en triangulos, los problemas
de poligonometria se reducen 4 los de trigonometria, Basta, en efecto,
concebir que desde el vértice de un poligono se tiran diagonales & to-
dos los otros, para comprender gne los elementos del poligono, lados,
gngulos, diagonales y superficie, pueden sncesivamente irse determi-
nando cuando se conocen los datos necesarios para determinar los de
los tridngulos de que estd compucsto el poligono. Enla préctica gene-
salmente lo que se hace es, medir un lado de un tridngule y todos los
4ngulos de los tyiangulos que forman el poligono, y en segnida se cal-
culan los clementos descounocidos por medio de las formulas que hemos
establecido al tratar de los easos de los tridngulos oblicudngulos. Aun
cuando por este procedimiento general pueden resolverse todas las cues-
tiones de poligonometrin, terminaremos el estudio de la trigonametria
considerando algnuos casos particulares de los poligonos.

833.—POLIGONOS REGULARES, — Cuando el poligono que s¢ considera
es regular, es preciso conocer la longitud 7 de unode sus lados y el nfi-
En geometria hemos explicado (465)

mero de 4ngulos de que consta.
uno de los dngulos del poli;

c6mo puede determinarse el valor de cada
gono regnlar, por lo cual no nos ocuparemos ahora sino del caleulo de

su superficie.

Ta 4rea del poligono regular ABDE....

(fig. 382), cuyo namero de lados supondremos

\p que sea 7, ger igual 4 tantas veces el trifingu-
lo A C B como lados tiene. Tisto es,

s=n. ACB

(Fig. 382) Tlamando 7 el lado A B del poligono, ¥y Cel
gngulo A C B, en el centro del poligono tendremos:

sup. tridngulo A C B=% IXHC

En el trigngulo rectingulo ACH
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CH=A Hxtang. C A H=17 cot. 1 C
Inego, trifingnlo A CB=}Poot. L C
- s=%n {* cot. 3 ¢
pero como el dngnlo C ep o]

360° :
— s tiene finalmente:

centro de un poligono regular es ignal 4

8=1n £ cot. [,]“iio.]

834.—Cv ADRILA
o, 'ADRILATE — iderar i
ERO, COHSI(YOIME!HOS varios casos para determi-

nar la superficie de un cuadrildtero.

N 1® Dados los cuatro lados a,b,cyd y los dn-

o
P gulos M y N (fig. 383), que forman respectiva-
mento los dos primeros y los dos 6ltimos.

a ¢ T - :
Si t‘n’anms la diagonal P 0, la superficie del

. cuadrildtero serd ignal 4 la suma de las dreas de
s los tridingulos PO M y P 0 N, pero (822—Q)

sup. PO M=1absen. M
y sup. PO N=J ¢ d sen. N

luego llamando s 1a superficie del cuadrilitero

s=tahsen.M+1cdgen N
o .

2° Dadas las dos diagonales (fg. 383) P 0=D, M N=[ ld
VL i P DA A j STl e
s Lgh jo:ouz,.ma P AN=A, determinar la superficie del cuadrildtero
ek perficie del cuadrilitero es igual 41a suma de lag superficies d
98 cuatro tridngalos PAN, NAO. O A M v M o
¥ los segmentos P A v A :10 Ind Ji P e
gmentc Ay / adlzgonal P O, yzyulosdela M N
conforme 4 la f6rm : . e
al ula (Q), representanc ;

nf » representando por s la superfici

. : ] I a superficie del cua-
records 1 8 dng ) t :

e ;e);*m deldan’tlo qlaellm dngulos opuestos al vértice son ignales
un angulo P A N es joual al de : NAO,
i g 8 igual al de su suplemento N A 0,

E—2 xm, iuy
zX U sen.Atlny, gen A4, yzsenA+lzxsen A

s

gacando como factor 7 i
ACLOT comun 4 4 sen. A, asi como 4 o Yay

s=% sen. A [x (u +2)+5 (u+2)]
8=1% sen. A (u +2) (x+y)
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y sustituyendo por (u+z) y por (s+y), D' y D, resulta:
s=3 D. D’ sen.A

il4 ¢ ag di les se cortarin®en
Cuando el cnadrilitero sea rombo, las diagonales sé COX &

&ngulo recto y serd sen.A=1, por lo que tendreinos:

rsup, del rombo=% D. D

g 'se s = tendré
Qi se trata de un cuadrado, ademas de tenerse sen.A=1 se tendrs

D=D%y
sup. del cnadrado=4% D%

z e B ¥
Si el cuadrilatero fuera rectangulo D=D"y
sup. del rectingalo=3 D2 gen. A
lo superficie de un (rapecto

835.—TrAPECTO.— Vamos & determ inar

conociendo lo magnitud de sus cuatro ludos. _
En la fiz. 385 supondremos que lus bases paralelas fon los L
Tirando la recta M N paralela al lado’c, nos resultard un trianguio
amaremos s y que tiene la misma altura b que el tra-

lados @ ¥ 6.

cuya superficie Il _ :
pecio. Representaremos el perimetro del trapecio por

2 p:‘_{i.+b+f3+d

Tano N a7
y su superficie por S. Tl perimetro del tridngulo M N O lo haremos
igual 4 2 p’. Esto supuesto: :

~

sup. del trapecio S

b--a
14 s 5
sup. del tridngulo e xh

despejando

sustituyendo en la primera ecuacion, se tiene:

ciamBseunE s

b—a

(Fig. 285)
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La frea del tridngu

=L IO All T\ ; i (=
([ J : ; y O €n funeion [}C sus tres I{id(}'“ férmuIa.
3

™ §=4p (P—b T) (P ey pToay (2.
Por otra parte RAp=atbt e
= c+d

‘ A p=b—a+tectd
165@1[!0 la altima ecunacion de 1a que 1:':*cce-‘
antecede

de donde : D,‘Q s

'—p—a

:;1'.‘: 11 5 ]I! es8Lte valo ) 2 IH ecuacio ? 3] ene:
=0 § enc 1101
( ‘))

=V (p—2) (0—b) (b—3—0) (p—a—dj

Reemplazando este valor en 1

a ecuacio resulta fi
n (1), resultza finalmente:

g ath
KN=_ / e T ———
b—aV(p—4) (p—b) (p—a—c) (p—a—d) (n}
iheieesn o

giendo P=z (a+b+c+d)

836.—PARALELOGRA MO

—Dados d, '
L ik . ‘ ‘aaos dos lados a 1 - paralels
Y et angulo M que forman, determi b e

nar su superficie.

P Si tiramosla dj
amos la diagonal 0 P
N dard dividido e H ’ a0
el paralelograimo en dos trisn
2 e -~

a ]
oilos
gulos ignales, en log que, or

ulos e ser la fignr
D ) v 1 3 i
paralelogramo, el dngulo M—N -qst o ’
. los lados opuestos.  En ¢o s

. puestos. I nisecuencia s
FIgr. £ ME] ? oy ar A o ; l s .
B perficie del paralelogramo %org iey ﬂc i ?
) suma de 15 iing T otk
de 1a de los tridngulos que lo fcu‘mfu;

. n.M+%absen

u ' i
que es la expresion que buscibamosg

TRIGONOMETRIA ESFERICA.

Definiciones y propiedades de los tridngulos esféricos.
¥

837, Circuros MAxiyos.—Un plano, sca cuul
fuere su direceion, corta siempre la esfera segun
un circulo que generalmente es de magnitud va-
riable y se le llama elreilo menor; Pero cuando el
plano pasa por el centro de la esfera, hemos di-
cho (681) que st interseccion con la superficie de
clla determina un circulo, con A B D E (6g. 387)
que se llama ciroulo mdeimo, 4 causa de que no
iz 330) hay otro mayor entre todos los que pueden trazar-

se en la superficie de la esfera.

"Todos los circulos mdwumos ABDE ACDE, CBFE, ete,
tienen las propiedades: de ser jguales, porque tiencn el mismo radiojsv
centro es el de la esfera y la dividen en dos partes ignales.

Se Nama polo de un chrenlo, sea 6 no maximo, trazado sobre lo esfe-
ra, el punto de la superficie de la misma esfere equidistante detodos los
punios de su circunferencia. Cada cireulo tiene dos polos, que son las

extremidades del didmetro de la esfera perpendicular al plano del cir-

culo. Los polos del circulo ¢ BT E son los puntos A y D.

838.—TRIANGULO PSERRICO.—Di s corta una esfera por tres planos

e congurren en ¢l centro resuliard un triedro 0 A B¢ (fig. 388)cu-
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Ademas, como B=180°—(A+-C), y el seno de un 4ngulo es igual al
de =u suplemento, el valor de ¢ se trasforma en

1) b. sen. C_
gen.(A+C)

y sustituyendo en la ecuacion (Q), resulta finalmente:

fppnan e, sy
sen. (A+0)

0 ¢!
825.—2° 8A80.—Para establecer la formula correspondiente, supon-
€mos que conocemos a, b, y A.
En la formula fundamental

dr

— g L AR e L e e )

tendremos que sustitnir ¢l valor de ¢; que es desconocido, en funcion
dea, by A, 4 cuyo fin de la expresion

a*=h*+c’—2 be. cos.A

que es una ecuacion mixta de 2° grado con respecto 4 ¢; despejaremos
esta cantidad como gj gue:

¢®—2 b cos:A. c=a’—1?

€= becos. A 4/pFcos? ALtal— b}
¢ = b cos.A. + A/ b* (1—cos? A) A)
€ = b cos. A. i’\/a"’——b' sen®A.

ey | " Z
sustituyendo este valor en Ia ecnacion (Q), se tiene:

S=4 an A (1 : )
1 bsen.A (b COS.AI,‘/&, Zon A)..”.. sy

Ar la g resuelv
férmula que resuelve el problema, pero que es ‘conveniente trasformar

& fin de hacerla adaptable al uso de los logaritmos. Con este objeto,
2 o e
sacaremos & fuera del radical, p ira lo enal multiplicaremos y dividi-

remos ¢l-término b* sen?A por &%, v se tiene:

8=} b sen. A (b. cos.Ata ]1_}3”59” shiaeEt e o
N v =
a
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De la expresion () S iﬁ se infiere que

sen. A sen.

p— & sen. B , 7 sen.B= b.sen. A , luego sen’B= b”sen‘z_—'&s

sen. A a a?

sustituyendo en la ecuacion (2), en la parte que esti dentro del pa-

zenA

S s b
réntesis, por &y por gus valores, fendremos:

Ben.

s=3 b.sen. A(ﬂ SEHA]E C0s. Aia,\/ 1—sen? )

=+ b sen. A( asen.B cos.A Sl et cos.B)
sen. A .

incorporando el entero al quebrado y sacando & como factor comun,
ge tiene:

gen. A

s=% ab sen. A (

sen. B cos.Atsen. A cos. B )

reduciendo y teniendo presente, formulas (12) y (14), que

sen. B cos. Axsen. A cos.B=sen. (BA)

resulta finalmente que

siendo B= bsié, s=Labsgen. (BA)..o.oeeain(S)
a .

El doble signo que contiene la expresion de la superficie, indica, co-
mo lo hemos explicado, al ocuparnos del segundo caso de la resolucion
de los tridngulos, que cuando se dan dos lados y el dngulo opuesto &
uno de ellos, puede haber dos tridngulos que satisfagan el problema.

Porlo demas, en la préictica, cuando se sabe que debe tomarse el
signo + de sen. (AL B), este caso se reduce al siguiente; pues como se
habré notado, es preciso comenzar por determinar B, y enténces se co-
nocen a, b, A, B, y por consiguiente:

0=180°—(A +B)
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gc?mo ’el seno de un 4ngulo es igual al de su suplemento, la gegunda
e las f6rmulas (S), se trasforma en

s=2%absen.C

que es Ia fandamental.

826.—3°" CAS0.— Determinar la superficie de un {ridngulo en ¢l que
e conocen (EO‘S lados a, by el dngulo C que forman.

La resolucion de este caso, se hace por medio de la férmula funda-
mental (Q) que hemos demostrado en el pérrafo 822 |

s=habwen . s ae s

oA e ; =
827.—4° Oas0,—Determinarla superficie de un tridngulo, dados sus
tres lados a, by c.

En la formula fandamental
s=%absen.C
sustituiremos el valor de sen.C=2 sen.} C, cos.3 C

y se trasforma en - s=a b sen. C. cos.3 O

: Ahora, reemplazando por sen.3 C y porcos.z C sus valores en fun-
cion de los tres lados, formulas (0) y (N) que son:

sen.} G:JMM L C:J—p_(p-—c)

ab ab

resulta:

s=4/p (p—a) (p—Db) (p—€) s vvveeireeesen(T)

en la que, como se sabe, p=2(a+b+c)

La rectificacion de los cileulos para obtenerla superficie de un tridn-
gulo, generalmente se hace determinando la misma superficie valién
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dose de otros datos, § se resuclve el tridngnlo tomando como dato 1a
frea encontrada y dos de los elementos del triangulo. (831 IvyV)

898, SUPERFICTE DE LOS TRIANGULOS rECTANGULOS.—Siendo los
tridngulos rectingulos un caso particular de los oblicuingulos, para de-
terminar su superficie, bastaré emplear las £6rmulas anteriores, hacien-
do ea ellas las modificaciones consiguientes 4 que uno de los angulos
valga 90°; pero es mas sencillo el procedimiento, fund4ndose en quesi
se considera uno de los catetos  como base, €l ofro ¢ gerd la altura del
tridingulo; y por tanto, la superficie de un tri4ngulo rectingulo estard
expresada por

Ahora bien, como (804) b—=a sen.B—a cos.C=¢ tang. B=c cot.C

Sustituyendo por 7 sus diversos valores, se tendra:

g—=1bc=hac sen.B=}ac cos.0=1 ¢* tang.B=} ¢? cot.O..... .(0)

debiendo hacerse uso de una de estas cinco expresiones segan sean los
datos que se tengan para caleular la superficie.

899, —SUPERFICIE DE UN TRIANGULO EQUILSTERO.—Cuando se tra-
ta de un tridngulo equildtero, se tiene al mismo tiempo:

T e

Ademas, el valor de cada gngulo es de 60°.

Con estas condiciones, como en los tres primeros casos, forman par-
te do los datos un lado y algan angulo, los tres se reducen 4 uno solo
que es, dado un lado y el dngulo de un tridngulo equildtero, determi-
nar su superficie.

T formula fandamental

s=2% a b sen.C

ge trasforma en s=3a*sen.A...... N N

serd la que nos servird para resolver los tres primeros casos.
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Para cuando se nog dan los tres lados,

; : tendremos que
P=3 (&+b+c) se trasforma en :

3

P=$a, y P‘-3r=p——b=p——e:3__a’—a,-:,ﬂ

bl
Sustituyendo estos valores en la f6rmula (T)

V5 =) 6B 5=

se tiene: 2J.?ix_§a,_J_‘rﬂ_*ii
2 22 TN 18

e LT ke Seuod e (X)

A S .
que serd la férmunla correspondiente al caso en que se nos a4 uno de
los lados @ de un tridngulo equildtero,

Por lo demas, las f6rmulas (V) 5 (X). son idénticas, En efecto, sien-

" i : a2
do el tridngulo equilitero, A—40° ¥ sen, A=14/3, Sustituyendo este

valor en la expresion (V), resulta:
g=1a’ '\/3—
como en la férmula (X).

830.—Reasumiremos lag g
gulo en la siguiente

1vérsas expresiones de Ia 4rea de un tr an-

Tabla de las formulas de 1a superficie de un tridngulo.

1° Dados A, C y b s—1 peSen-A. sen.C
_ L g . (B)

» aby A sen_B:_lLS%&%_; ys=Zabsen.(ALB). ..

33 ﬂ,bFO

Para un tridngulo recténgulo:

= = = =1 ¢ B=1 ¢ cot.C....(U)
: =1 ¢ tang. [

=Lbc 1scsenB 1 a ¢ cos.C=} ¢ tang 3

Para un tridngulo equilitero:

b 1 2 AL
si se da @ s=1 a* 4/ 3 =4 a* sen.60
P saras.—L— Determinar la superficie de un tridngulo en
$31.—PRoBiEMAS.—1L.—1 ; 4 SupE e O 10
el que se conocen dos dngulos y un lado, cuyjos valores 0

A= 9°— 7—187 6 b—lqlg‘fi?
0=87°—14 —19 3 sl

e
—_—

A +0=96"—21 —32

i 4 so0, es: (R
T.a formula correspondiente & este caso, e (R)

_; 1asen.Asen.C
=2 . (A+0)

3 el 3 aNn i

Por ser A+ 0 =096°—21'—3827 ‘9, sen. (A + C)=cos. 6°—21 —327 9
or % =
log. b ——2¢207 9136
o 3997 9136
0g. e

. sen. A —0-200 037 e
izg sen. G —9-999 4954 =23°795 3503

g ;

=13 3196
log.sen.(A+C)=9-997 31 i
12%’82 ( —0301 0300 —10-298 3496

_—
b e ot

m. ed,
e i B B Syl
1 — (1)3°497 0307 que da §=3140'73
0g. 8 e
1 ingulo ", 46
11— Conocidos dos lados de un tridngulo y el dngulo que forman,
— LOF arp LU L
Lerminar Su superficie. Ll
__984w8. h—104954 y C=49°—18'—1o
Sean: a=98478, 3

La fé6rmula correspondiente & este caso, es:
| s=labsen.C..ovverinnen aaie

—9993 3392
i;%: 3 ;?5‘0:30 9990
log. sen.G =9°879 1740
(1)5:804 1128
Ménos log.2 =001 0300

m. cd.
DY A

log. 8 —5:593 0828 lo que da s=391 81668




