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La frea del tridngu

=L IO All T\ ; i (=
([ J : ; y O €n funeion [}C sus tres I{id(}'“ férmuIa.
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™ §=4p (P—b T) (P ey pToay (2.
Por otra parte RAp=atbt e
= c+d

‘ A p=b—a+tectd
165@1[!0 la altima ecunacion de 1a que 1:':*cce-‘
antecede

de donde : D,‘Q s

'—p—a

:;1'.‘: 11 5 ]I! es8Lte valo ) 2 IH ecuacio ? 3] ene:
=0 § enc 1101
( ‘))

=V (p—2) (0—b) (b—3—0) (p—a—dj

Reemplazando este valor en 1

a ecuacio resulta fi
n (1), resultza finalmente:

g ath
KN=_ / e T ———
b—aV(p—4) (p—b) (p—a—c) (p—a—d) (n}
iheieesn o

giendo P=z (a+b+c+d)

836.—PARALELOGRA MO

—Dados d, '
L ik . ‘ ‘aaos dos lados a 1 - paralels
Y et angulo M que forman, determi b e

nar su superficie.

P Si tiramosla dj
amos la diagonal 0 P
N dard dividido e H ’ a0
el paralelograimo en dos trisn
2 e -~

a ]
oilos
gulos ignales, en log que, or

ulos e ser la fignr
D ) v 1 3 i
paralelogramo, el dngulo M—N -qst o ’
. los lados opuestos.  En ¢o s

. puestos. I nisecuencia s
FIgr. £ ME] ? oy ar A o ; l s .
B perficie del paralelogramo %org iey ﬂc i ?
) suma de 15 iing T otk
de 1a de los tridngulos que lo fcu‘mfu;

. n.M+%absen

u ' i
que es la expresion que buscibamosg

TRIGONOMETRIA ESFERICA.

Definiciones y propiedades de los tridngulos esféricos.
¥

837, Circuros MAxiyos.—Un plano, sca cuul
fuere su direceion, corta siempre la esfera segun
un circulo que generalmente es de magnitud va-
riable y se le llama elreilo menor; Pero cuando el
plano pasa por el centro de la esfera, hemos di-
cho (681) que st interseccion con la superficie de
clla determina un circulo, con A B D E (6g. 387)
que se llama ciroulo mdeimo, 4 causa de que no
iz 330) hay otro mayor entre todos los que pueden trazar-

se en la superficie de la esfera.

"Todos los circulos mdwumos ABDE ACDE, CBFE, ete,
tienen las propiedades: de ser jguales, porque tiencn el mismo radiojsv
centro es el de la esfera y la dividen en dos partes ignales.

Se Nama polo de un chrenlo, sea 6 no maximo, trazado sobre lo esfe-
ra, el punto de la superficie de la misma esfere equidistante detodos los
punios de su circunferencia. Cada cireulo tiene dos polos, que son las

extremidades del didmetro de la esfera perpendicular al plano del cir-

culo. Los polos del circulo ¢ BT E son los puntos A y D.

838.—TRIANGULO PSERRICO.—Di s corta una esfera por tres planos

e congurren en ¢l centro resuliard un triedro 0 A B¢ (fig. 388)cu-




|

i L i
":I i i
. i s

160
2 _-TLas

“ma de los tres 7
. s angulos planos es menor g

L8 euatro rectos.

a+b4 <360

3°—Cladu gy

171l 7 ‘
ol gulo plano es menor que 180°,

cto, restando miembro 4 miembro las desigualdades
a+b+e<360°
b+e>a
a<360°—g
2 a<360°
¥ por altimo a<_3800
2

obtendremog
trasladando

» esto es, a<180°

49 Ta su i
suma de los dngulos diedr

: : 08 es i
T § es mayor que 2y menor que 6

A+B+C>2 rectos Y A+BL0<6 rect
0s.
5°— 7 -
QD Bl lado mayor estd opuesto al maoy
o e?lmo-s que si B> A se tendrs b>a,
7 g (<3 e - W
B>A 8(? construimos el dngulo A B D=A; 4 causa
3> A, el ar Sekor Aj & causa de serel g
AB irco B D caerd dentro del dngulo A B @, v - el_ ’mgu]o
D por ser A=A B D, se tendr4: » ¥ en el tridngulo

or dngulo i rect
. JUl0 y reciprocamente.
n efecto, si en el vértice B

BD=AD*

or otra parte BDiD
ustituyendo ADT_'D g:;(B]]GB‘

b>a

[~ PP

“| que es lo gue i
A q que se queria demostrar,

e E” oca El(‘ by 32 fer H 3 I 11 61eC-
. Ii (§] mer 81 J>cb, t >.A.. L f‘i_;
0, 1 [J edae ger 1gn p S 11 i
f } no ( : "Ll 3 ) e @ ) 23 e
| o L a 8, ]qt 8 nce f
"1Aamos ue }a i:l\ deslgﬂdlcb est irlan D{Juest{)a a d“gtlh)s g 'IIG t&[[1~
ririamos ql 1 ke b )y

(Fig. 359)

= P -
ara demostrarlo, bastari i
* Par strarlo, bastariar a mi
rew!teu'mn dos tridngulos ig(‘ua'teqeu-lglj gd e ot axodt A con e
e % por tener dos lados yun dngulo res-
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poco puede ser B<A, porque resnltaria el absurdo de que al menoe
gngulo estaria opuesto el mayor lado.

841, TRIANGULO SUPTEMENTARI0.—Henfos visto (533) que si des-
. (fig. 390) tomado en el interior de un triedro O baja-
A, 0’ By O’ O & sus tres caras y hacemos pasat
culares, resulta un segundo triedro O, cuyos

de un punto O’
mos perpendiculares O’

planos por estas perpendi
4ngulos planos son respectivamente suplementos

de los angulos diedros del triedro 0, y cuyos die-
dros son suplementos de los fngulos planos del
triedro O,

Aplicando esta construceion 4 un tridngulo es-
A térico, se comprende que siempre es posible obte-
ner ofro cuyos lados sean suplementos de los dn-
gulos del primero, y CUyos angulos sean suplementos de los lados del
pl‘inﬂero. Esto es, representando por A, By C los dngulos y por a, b ¥
¢ los lados del primer tridngulo, ¥ por A’, B’y €' los éngulos y per
o, 5y ¢ los lados del segundo, tendrémos:

(Fig, 300.)

A'=180°—a
B'=180"—Db
¢ =180°—c

a’/=180°—A
b’=180°—B
¢/=180°—C

A este segundo tridngulo A® B’ C’ suplementario del primero ABC
g0 le llama tambien fridngulo polar; porque trazando sobre la esfera
un tridngalo de cuyos lados sean sus polos Tespectivos los 4ngulos del
primer tridngulo, resultan dos tridngulos suplementarios,

Bn efecto, sea A B C (fig. 391) un tridogu-
1o estérico. Prolonguemos A B hasta D, de
modo que A D=90°; prolonguemos A C has-
ta F para tener A E=90°, y si por los puntos
Dy Ey porel centro de la esfera hacemos
pagar un plano, tendrémos el cireulo méxime
B’ ¢ del cual serd A su polo, por distar de
todos sus puntos 90° Prolongando los lados
BA yBC hasta Gy F para que se fengan
B @=B F=90°, y haciendo pasar un plane
por estos puntos y por el centro de la esfera, determinarémos el arce
A’ O’ de circulo méximo, cuyo polo es B. La misma construccion nos
conduce & determinar el arco A’ B’ enyo polo es C. Siendo por cons-
truccion los yértices A, B y C, polos de los lados del triangulo A’ B’ G,

21

{Fig- 381.)
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Ezﬁl;flilgf’:;sftrir qu.e ijcipmcamente los vértices de este son polog
S C’.é gooin]r‘mgl tridngulo .-".'B C. Estando todos los pantos del
e I;’r C,..estecpnnte distard 90° de €, y estando todos los
ok s ?” 4 90° de A, este punto distard 90° de C’ y por
. serd el polo del arco A B. De ignal manera se demuestra qu
. I;;s polc;}'de B‘C y que B’ loes de A C. i
hora bien, siend =90° =90 4
g (83§)A D=90° y A E=9C°, el arco D E serd la medi-

Tsto e, A=D E
Adem4s tenemos B’ E=90° y C" D=90°

D E=B’' E—B’ D=B’ E—(B’ o !
gustituyendo A:90°-(3’—90°):180°—;S’ e
-]ue’go a'=180—A.
Asi se demostraria que b'=180°—B y que ¢'=180°—C

Siendo A’ H=90° v A! F—ap° ;
A’ (838) ¥ A" F=90° el arco H F serd medida del dngalo

Fsto es r
HF=BF x5l

sustituyendo A’:QOU.;.;{,EEE,:B F+(HC—B ()

luego Al 180° -

¥y de la misma manera se demostraria que
] Qf
B'=180°—b y que ¢'=180°—c.

Debe notar
iy se que de los dos polos que tiens cada uno de los arcos se
i q}«‘]e q]ueda en el hemisferio que se considera
-—1In el estudi i { :
B métod:) ebtw‘I]O de la trigonometrix esférica seguirémos el mis
u L] ': - LR Bad = 3
e férmu]qsq fc f?;l a trigonometria rectilinea: trataremos primero de
rel.mi[mm' g undamentales en las que estin cifradas las principales
e t;iﬁ q f‘leXIStfn entre las lineas trigonométricas de los elementos
» los triangulos esféricos & : A J
o nos oeup i i
e e l,lle 1 paremos en segnida de la resolucion
L . : S 1
fitimo de la determi gios, luego de la de los oblicnfngulos y por
il nacion de la superficie del tridngulo esférico
‘Demos bacer notar ¢ l vl :

_ 1 jue puede resolverse un tria ori
nociendo sus tres 4ngulig .\-p erse un tridngulo esférico co-
i g'ias, sin que sea necesario, como en los tridnen-
s iy d, f“ﬂﬂtlif_’.r un lado; lo cual tiene por causa que la sum-sade

gulog de an tridngulo pl: : '
= g ano cons feme 8 1
mibttras quéen los trig I:vulr-je b ]taulc mente es igual 4 180°,
Fliangualos esférico angu
variar entre 2 y 6 anguios rectos e ey

Relacion entre los dngulos y 1os lados de un tridngulo esférico.

843.—De las quince combinaciones que pueden formarse con 6 can-
tidades combinadas de 4 en 4 segun la formula (356)

s m__:m(m—l) (m—2)....(m—n+1)
: R e
06=6><5><4><3:15
4 1X2KBXK4

cnatro son las relaciones diferentes que pueden existir entre log lados y
los 4ngulos de un tridngulo esférico y son:

1% Fntre los tres lados y un dngulo.

9s Entre dos lados y los 4ngulos opuestos.
3 Tntre dos lados, el dngulo comprendido y uno de los angulos

opuestos.

4+ Fntre un lado y los tres dngulos.

944, —RELACION ENTRE LOS TRES LADOS ¥ UN ixauro.—Sea ABC
(fig. 399) un tridngulo trazado sobre una esfera cuyo centro es O, y cu-
yo radio sapondremosigual & la unidad. Pudiendo ser el lado a de cual-
quiere magnitud, supondrémos menores que 90° log lados & y ¢. Tra-
zando los radios O A, 0B,y 0 C, las tangentes A D y A E; prolon-
gando O B,yO0Cy tirando la recta D B, tendrémos:

A D=tang. ¢ y A E=tang. b
0 D=sec.c y O BE= sec. b
éngulo B A D=A y dngulo E O D=a

Los triangulos EOD y E A D dan (808 2°)

el D E—E 0°+D0*—2EOxD 0cos EOD
D pDE—EA+DA>2BEAXDAcsEAD
(Fig. 392.)

gustituyendo: D E=sec? b +sec.? ¢—2 sec. b. sec. € CO8. &
D E?=tang® b+ tang® c—2 tang b. tang c. cos A

e la primera para eliminar &4 D E* re-

restando la segunda ecnacion d
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ya8 aristassn :
o dLISCAS Bon Lf’»dms (1(} ]
sectores de of a esfera, sus.caras
circnlos maxi : aras AQO B AO i
: fix 2 AOCyI
caras, tienen por arj f; : llmes, ¥ £us fingulos diedros fo 4 PO G eon
"186as 108 radi = 3, 10TManos por
sobge Ja sy : 8 radios. Por lt § por lag
superficie de la asfon r altimo ese triedry ;
de Clrculos e a esfera ung figura A B C. Iit i 'dro determing
Los § 4X1Mos, que<es un tridnoy] St ada por tres arcos
0s dngulos planos del tp; angulo esférico,
medida los arcos de] ael_trjedro formados por dog rads
extremi s 1€ los respectivos oiy por dos radios tienen por
Xtremidades de lag apist os cirenlos miximes enen por
5 ag aristas, y e 4X1mos, que pas: .
esto es, la medida de] "tlb, ¥ que son los lados dal Zq € pasan por las
BAD R a del dngulo plano A O C es o] 4 ljllangulo esférico;
reo A sesel arco A ¢ :
E‘ arco %, B, y ]P_ del l’ﬂ\O‘u] % \!E ';/, Iﬂ de] ﬁngu_
‘0 cuanto 4 los 4noy) : ngulo B O C es el arco BC
Planos en las aristas A tios diedros formados por la i 2
gulos del trifngul “40,BOyCO que vien : E]ter%ccm” de dos
5 ulo esféric ‘lenen 4 determinar |
g -
> B;ELO en A, en By en C, se ha vist L
diedro tiene por > 8¢ Na visto (619) que
ot ”‘z por medida el dngulo planz) (I) i
diente formac e orres-
ormado por dos perpendiculares ]Os
€ e e-

;

vantadas 4 la i
13 & la Interseccior
: = on comuy .
punt s 1ene
;-e to, contenida cada una de lag pery I. ;‘}lsmo
8 en uuno : 4s perpendicula-
et dd(? Ic?g planos del diedro. Por t; tlL
a del diedro segun A : ban to,
D AE formado o 115? A O serj el dngulo
T & ¢ an o = 4
AC (Prg. 355) el punto- A respect: gentes levantadas en
A U. Podemos ignalmente to espectivamente 4 los arcos A B
es lo mism - i mar por medida 5 = v
smo del dngulo / : da del diedr . =
; galo A del tri4 10 AQ, 6]
sulta de nr 2 triangalo esféric » 020 que
a de prolongar sférico, el ar 4
oo L ongar loslados A By A 0. e ‘ , el arco B2 (? it
; ¥ en reunir con un arco la 5 angulo A, hasta que +
por ser de 90° log ar 1 - 0 las extremidades B’y ¢, E g
er de Y07 los arcos A B’y A ¢ 7 C. Eu cfe
pendiculares 4 1a ‘i(ri--tb i OL 1§ A las rectas B’ 07C0 n efecto,
QT . alista .o del diedr J seran v
. ;Mdm del dngulo B’ O C ¢o liedro en el punto 0, y por ser Blf%,
sl o 2orrespondi : 3 o ser
aa superficie d 0 k pondiente al diedr
: : el tridngulo A B al diedro, lo serd de é
don ¢ : oA ) 2 > 10 serd d
cion de la de la esfera, B C no es plana, sino a de éste,
sIera, 3 que es una por-

DEFINTO10N. — 8¢ Hamg trig
> 7 ] A9 £ sk h:
L ervangulo esférico lo figura limi /
gura limitada por tres

G?'CGS ({9 65?7’ '
& CUL0S Mdrim € ;?(‘ ¥
O 5 AR uéa.crquS 70 Zfﬂ 825?}3?4 7 23 Ze
S UI 3 } i]t 2] . e IE{}gfz es’f’g}'
| o v O .
: 'jL. cmencos dﬁ un tr ld.ﬂglf.]io 80N !OS "UJ ) I y
.\ ¢ Dﬂ OS, IOS Iﬂ(]C‘S y If:} super
NO Cn'nsidera 'e i & i : |
remos idng 08 08 Sean
ek qu i S]BO‘ IOh tl‘!&n_u]os eqfél‘ie(}s cu
-Fr\ @ ]8“0 ara g '[-' > ‘ f
b ‘adl e léb egsier
enore L] S ) era

(s - 1 sz Foe 1% '{ 1 3 ] s 1
vaca ango L = d 1 Hid A <
o ae 1 o
g2 10 \,fd CoO ¢ en 0 U
¢ a
{ i 0 ] Itaney esier ne p I d { & de nguio

o

iearo g 18 Iorm i iE Ll s ] ¢
tiad i ';O "mai 3 nla a fal
ail ]OD EERITOR] q_ 1e Cﬂlltleuen IQ'S arco d ]
b g de ‘Ulgu (0]

Tos lados del triingul
te so estiman en gradesy fr
tambien, en partes del radio,
carlos, conociendo su valor en grados y I

6 bien

letras mayfsculas A, By

angulos

{rin esférico tiene por objeto:
los clementos de un tridngulo esfe
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o son arcos de cirenlo miximo que generalmen-

acciones de grado; pero pueden medirse:

y calcularse su Jongitud, esto es, reetifi-

a magnitud del radio de lg es-
¥

fera que se considera.
Si representamos por 7 ol radio de la esfera expresado en mebros, por
@ el lado de tridngulo esférico estimado en grados y fr

do, y
darh & conocer el valor de !

acciones de gra-

por [ lalongitud delarco aen metros, la siguiente proporcion nos

o gimyp sl

360° ¢ 5

1= Zra
180

Siempre designaremos los &ngulos de los tridngulos esféricos por las
O, y los lados respectivamente opuestos 4 los

por las minasculas a, b y ¢.

oNOMETRIA ESFERICA.—La trigonome-

839,— DEFINICION DE TRIG
1° conocer las relaciones que eawisten enire

rico, y 2° dodos tres de estas clemen-
tos, determinar por medio del cdleulo los 0tros tres, 6 la superficie del
tridngulo.

A menudo lo que se estudia y llega & conocerse No &3 la relacion en-
{re los elementos mismos de un triangulo esférico, gino la que existe
entre lus lincas grigonométricas de esos elementos.

1,03 TRIANGULOS ESFERICOS.— Como si reu-
fig. 388) de un tridngulo esférico con
triedro, es claro que las propiedades
que hemos demostrado en geome-

840.—ROPIEDADES DE
nintos los tres vértices A, B ¥ C(
ol centro O de la esfera resulta un
sos de igualdad de los triedros,
s 4 los tridngulos esféricos.
ulos formado por dos aristas es menor queé
sw diferencia. (629) Tstus propie-

quedaran cifradas en las siguien-

y ca
tria, serfin aplicable

10— Cuda uno de los dng
Ta swma de los otros dos y mayor que
dades aplicadas al tridngulo esférico
tes desigualdades:

a<bh+ec
a>h—=¢




