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Ezﬁl;flilgf’:;sftrir qu.e ijcipmcamente los vértices de este son polog
S C’.é gooin]r‘mgl tridngulo .-".'B C. Estando todos los pantos del
e I;’r C,..estecpnnte distard 90° de €, y estando todos los
ok s ?” 4 90° de A, este punto distard 90° de C’ y por
. serd el polo del arco A B. De ignal manera se demuestra qu
. I;;s polc;}'de B‘C y que B’ loes de A C. i
hora bien, siend =90° =90 4
g (83§)A D=90° y A E=9C°, el arco D E serd la medi-

Tsto e, A=D E
Adem4s tenemos B’ E=90° y C" D=90°

D E=B’' E—B’ D=B’ E—(B’ o !
gustituyendo A:90°-(3’—90°):180°—;S’ e
-]ue’go a'=180—A.
Asi se demostraria que b'=180°—B y que ¢'=180°—C

Siendo A’ H=90° v A! F—ap° ;
A’ (838) ¥ A" F=90° el arco H F serd medida del dngalo

Fsto es r
HF=BF x5l

sustituyendo A’:QOU.;.;{,EEE,:B F+(HC—B ()

luego Al 180° -

¥y de la misma manera se demostraria que
] Qf
B'=180°—b y que ¢'=180°—c.

Debe notar
iy se que de los dos polos que tiens cada uno de los arcos se
i q}«‘]e q]ueda en el hemisferio que se considera
-—1In el estudi i { :
B métod:) ebtw‘I]O de la trigonometrix esférica seguirémos el mis
u L] ': - LR Bad = 3
e férmu]qsq fc f?;l a trigonometria rectilinea: trataremos primero de
rel.mi[mm' g undamentales en las que estin cifradas las principales
e t;iﬁ q f‘leXIStfn entre las lineas trigonométricas de los elementos
» los triangulos esféricos & : A J
o nos oeup i i
e e l,lle 1 paremos en segnida de la resolucion
L . : S 1
fitimo de la determi gios, luego de la de los oblicnfngulos y por
il nacion de la superficie del tridngulo esférico
‘Demos bacer notar ¢ l vl :

_ 1 jue puede resolverse un tria ori
nociendo sus tres 4ngulig .\-p erse un tridngulo esférico co-
i g'ias, sin que sea necesario, como en los tridnen-
s iy d, f“ﬂﬂtlif_’.r un lado; lo cual tiene por causa que la sum-sade

gulog de an tridngulo pl: : '
= g ano cons feme 8 1
mibttras quéen los trig I:vulr-je b ]taulc mente es igual 4 180°,
Fliangualos esférico angu
variar entre 2 y 6 anguios rectos e ey

Relacion entre los dngulos y 1os lados de un tridngulo esférico.

843.—De las quince combinaciones que pueden formarse con 6 can-
tidades combinadas de 4 en 4 segun la formula (356)

s m__:m(m—l) (m—2)....(m—n+1)
: R e
06=6><5><4><3:15
4 1X2KBXK4

cnatro son las relaciones diferentes que pueden existir entre log lados y
los 4ngulos de un tridngulo esférico y son:

1% Fntre los tres lados y un dngulo.

9s Entre dos lados y los 4ngulos opuestos.
3 Tntre dos lados, el dngulo comprendido y uno de los angulos

opuestos.

4+ Fntre un lado y los tres dngulos.

944, —RELACION ENTRE LOS TRES LADOS ¥ UN ixauro.—Sea ABC
(fig. 399) un tridngulo trazado sobre una esfera cuyo centro es O, y cu-
yo radio sapondremosigual & la unidad. Pudiendo ser el lado a de cual-
quiere magnitud, supondrémos menores que 90° log lados & y ¢. Tra-
zando los radios O A, 0B,y 0 C, las tangentes A D y A E; prolon-
gando O B,yO0Cy tirando la recta D B, tendrémos:

A D=tang. ¢ y A E=tang. b
0 D=sec.c y O BE= sec. b
éngulo B A D=A y dngulo E O D=a

Los triangulos EOD y E A D dan (808 2°)

el D E—E 0°+D0*—2EOxD 0cos EOD
D pDE—EA+DA>2BEAXDAcsEAD
(Fig. 392.)

gustituyendo: D E=sec? b +sec.? ¢—2 sec. b. sec. € CO8. &
D E?=tang® b+ tang® c—2 tang b. tang c. cos A

e la primera para eliminar &4 D E* re-

restando la segunda ecnacion d
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nar 4 C y ¢ en las ecnaciones (1) lo enal puede lograr

se de diversas ma-
neras, pero vamos & indicar el siguiente procedimiento.
De la férmula (1)

CO8. a=cos. b cos. c+sen. b sen. ¢ cos A
despejando 4

0s. a—Cos, :
cos, A-.COs. a—cos, b cos. ¢
sen, b sen. ¢

sustituyendo este valor en la expresion

gen.* A—1—¢cos.2 A

se tiene

— 2
gen.? A—j__[c08.a—cos.beos. ¢ i
sen. b sen, ¢
sustituyendo Ia diferencia de los cuadrados por el pr

oducto deda sa-
ma por la diferencia de las cantidades, resulta:

sen. b sen. ¢

gen.? A (1 4008, a—cos. b cos. c) (

1605, a—cos. b cos. ¢
sen. b sen. ¢

incorporando los enteros 4 los

quebrados y multiplicando los denomi-
nadores, esta expresion se trasforma en las signientes;

L]

gen. A—

(sen. b sen. c+cos. a—cos. b cos. ¢) (sen. b sen c—cos,
sen.? b sen.? ¢

a+cos. beose).
)

sen * A—[C08. a—co3(b +0)] [co0s.(b—c)—cos, a]
sen.®* b sen.? ¢

sustituyendo la diferencia de los Cosenos por sus valores (776 £. 62)
sen,® A—

4sen. 3(a+b+c)sen. §(b+c—a)sen. (a+b—c)sen. 3 (a+c—b)
sen.” b sen.%

..(e}
haciendo ‘el mismo cileulo con la férmula
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: B
¢0s. b==Ccos. & Cos. ¢+sen. a sen. € COS.

ge encuentra:
sen.? B=

) genl, & (h—‘r-c——-a) ])
. L (n3c—Nb) sen & (a+h— c)senJg+0—4) A
1(a+b+e)sen. 3 (rio—b) ~
4 sen. 2 (a ) R

2e ¢ t a
lg}d 1){10 4 ecuaclio 1 {¢) D ]‘1 d) e encuer
d ie l cu I ( i ) e ( e 1entr

2
gen.? A sen.” a
sen.’ B sen® b

i t B | l {l t ﬁ ‘ i te-
5 3 ’?; y ras:adan 0 i‘Esul a ana men .
extl‘a enio ral & :

.

gen. a sen. b

e e T R

“en A =0, B

A Ar 14
847 —El mismo célculo aplicado & la formuia

cos. G=—¢08. 4 €o8. b-sen. a Een. b cos. C
condueirfa al resultado

. C
SR DT
gen. B sen. O

y por tanto se tiene finalmente:

sen. a4  sen. hﬂsen. e

sen. A sen. B sen. C

205 de los lados son proporcionales
La formula (2) expresa que los senos 4e
i s10S.
b de'los a]?-zgef;'g ii::li i?lftenerse directamente d(f la ﬁ\f_ju(xj‘.a. r;u;-l
- fm..m“- thl 1 [u ato C (fig. 395) una perpendicular Do
e e Bﬂlem;s iée Dptiremos en el mismo plano, D P perper\u. ien-
G ey }} '0:1;!i01\!z1r 4 O B. Siendo el plano C D, %pi‘P
. ﬁlo &(‘)r I\i S lt)ieglzi;ﬁes C P estarecta serd perpendicular a O 2.
dicular 4 O A 41 tir
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Igualmente siend
’ oel pla ;
ser perpendicular 4 O }3 no C D Q perpendicul

Considerando el tridngulo C D
Jo C D Q recténgulo en ¢ D Q se

ar 4 O B la recta cQ

P'recténgulo en CD P y el tridngu-
tiene: :

CD=CPsen.CPD
CD=CQsen. CQD

igualando se tiene:

C Psen.C P D=C Q sen. G Q Discifb)

considerando que C P—sen. b, que C P D
=A_, que C Q=sen.a y que ¢ Q D—B
sustituyendo en la ecuacion (b) 1'esulta-1 4

(Fig. 395)

sen. b sen A=sen. a sen. B

trasladando sen. b gen. a
sen. B sen, A

que es la férmula (2)

849.—RELAcION

: LACION EN S TAT

i - ON ENTRE DOS LADOS, EL ANGULO QUE ¥ 7
NGULO OPUESTO A UNO DE ELLOS. —S RO

< A :

#, b, C y A tendremos que elimit h]; buscamos una relacion entre
: 14T ¢ tre 1 e

En la ecuacion y B entre las ecuaciones (1) y (2).

o8, 8=C0s. b cos. e+sen. b sen. ¢ cos A

sustituiremos ;
a cos. b+gsen, a sen. h cos.

CO8. c==Co8s.

sen. e—sen, 056D A

sen. A

Io que da:

cos. a==cos. b (co 1
(cos. & cos. bt-son. & sen. b cos. €) +

sen. b sen. asen. G coz. A
sen. A

€08, a=C08. . . . .U Ben, b . [~ . .
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¢08. a (1—cos.? b)=sen. a sen. b (cos. b cos. C+sen. C cot. A)

cos. asen.?
_9_3_45,,__3-_403. b cos. O+sen. C cot. A
sen. a sen. b

y por altimo
cot. a sen. b=—=cos. b cos. C+sen. O cot. A

Por cileulos idénticos, 6 por simple permutacion de letras se pueden
obtener otras cinco formulas semejantes y se tienen seis ecuaciones co-
rrespondientes 4 ella, que son:

cot. a sen. b—cot. A sen. (=—cos. b cos.

cot. b sen. a—cot. B sen. C—cos. a cos.

cot. b sen. c—cot. B sen, A==Co0s. ¢ COS.

cob. ¢ sen. h—cot. C sen. A=Cos. b cos. !

cot. ¢ sen. a—cot. C sen. B=cos. a c0s.

cot. a sen. c—cot. A sen. B=cos. ¢ cos. B J

850.—RELACION ENTRE UN LADO Y LOS TRES ixcuLos,—Para de-
terminar una relacion entre a, A, B, € aplicando al tridngulo suple-
mentario (841 fig. 391) A’ B’ O’ la f6rmula fundamental, tendremos:

cos #'—cos b’ cos ¢’ +3en b’ sen ¢cos A’

Como &'=180°—A4; b’—180°—B; c=180°—C y A’—180-—a; susti-
tayendo resulta:

—cos A—cos B cos O—sen Been O cosa

cambiando signos

cos A=——cos B eos C+sen B gen C'cos a

aplicando el mismo procedimiento & las ofras formulas (1) 0 per sim-
ple cambio de letras resultan las tres relaciones.

cos. A———cos. B cos. C-+sen. B sen. C cos. a)
: |

cos. B—=—cos. A cos. C+sen. A sen. Ceosibb........(4)
l

cos. 0—=—cos. A cos. B+sen. A sen. B cos.c)
22
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cordando que sec.? q—1 4 4 5,
q ec. a—-l+tang2 a,. ¥ Fustltﬂy(‘l}df) por sec. h— 1

et

cosh

por sec c:.-.L, I

cosc

: gen b
por tang h— ¥ por tang ¢ :sen G

ot = resulta:

sc¢C

0=1+1— 2€03a _ 2genb.senc cos A
cos b eosc cos b, cos ¢

redoeiendo, dividiendo por 2

¥ quitando los denominadores, resulta:

—paah Ans :

0=c08 b cos c—cos.a+sen b. sen ¢. cos A

WY O e— a ;
Cos.a=cos b cos c+sen b, sen ¢, cos A . .. (1)

formula fund: ia tri

z iamental de la tr bri

Sl i al de 1a trigonometria esférica en la que estdn ci-
-as [as relaclones que exizten entre los tres lidos v un dngulo d
tridngulo esférico, A e

T 2 : .

Sia.f’ Gm}-zmunm DB LA FORMULA PRECEDENTE.— Para estable

cer a tormula (1) hemos consider ens on :
) § considerado qune pueda tener i

24 ! ) Mo ¢ a4 tener @ enalquier ya-
» ¥ hemos supuesto que tanto. & como ¢ eran menores q¢ 90°

mos a demostrar que dicha formnla subsiste igual tb s 8

& SUbsiste igualmente cuando unoe

de e t-O:: el 3 f i <
o L 2 0 0 cuan 3 v oI i
= iilﬂ f: [l AT d() aﬂlbo- 2€an ma ores O Igllﬂles d 90 -

a y o ~ &
L1? Supongamos como éntes a=>06< que 90°, y hao:
¢ 5 3 ; 3 5.4 d -
I,:)ms(a ahora ¢>90°y b<90° §; prolongamos (fig 353)
i s B A Dl st e e it
sarcos B Ay B C de cirenlog maximos hasta que se
encuentren en B’, concibiendo los dog planos que contfeb
n . T T 1 s
en dichos arcos v que pasan por el mismo didmetro B I3’
se ve que B A B'=—B € B’=180° y que el fingulo B=p’,
#a = ] L angulo B=p2,
Considerando el tridngulo B’ A O, tendrémos i
o g 4y tendrémoes que B’=B
<90 por el supuesto, y ¢’<90 por
€>90.  En consecuencia la férmula (
triangulo B’ A C y tendrémos:

86l su suplemento
L) serd aplicable al

(Fig. 293,)

3 e g h o
€08.8°=c08 b cos ¢'+sen b sen ¢ cos B A (O

: e ey P g :

siendo a’=180 ==l G'_].S{]—C; B A CZISOC—-M'L' recordando ue el
1 : A3 records

coseno de un #ngulo es ignal al de su suplemento con sion L

y sustituyendo, resnlta: T S 8

€03.2=¢08 b. cos ¢c+sen b sen ¢ cos A

1 2 f
ue es la formula (1 icable al tridnenls
q (1) aplicable al trifingulo B'A € en ol que ¢>90°
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20 Sean ahora (fig. 394) 5>>90° y ¢2>90° pudiendo te-
ner ¢ cualquier valor. Prolonguemos A By A G hasta
que ge encnentren en A’. En el tridngulo A’ B C, en el
que tanto b’ como ¢’ son menores que un cuadrante, ten-

Jdremos:
cos. a—cos. b’ cos. ¢’ +scu. b’ sen. ¢ cos. A’

b'=180°—b; ¢’=180°—c¢; A’=A; recordando que el co-

(Fig. 396 seno de un Angulo es igual al do su suplemento con sig-

no contrario, y que el seno de un éngulo es igual al de su suplemento,
sustituyendo resnita:

c0s. a=cos. b cos. c+sen. b sen. ¢ cos. A

que es la formula (1) aplicable al tridngulo B A C en el que los lados
b y ¢ son mayores que 90°. ‘ o

Como si en la (fig. 392) suponemos que uno de los lad’os b bcoque
ambos sean ignales & 90° desarrollando el cileulo del pmrfﬁo 844: ob-
tendrémos la formula (1), resulta que esta es general y aplicable & un
tridngulo esférico cnalquiera que sea la magmtuq de sus Iad'os.

De la $6rmula que se acaba de establecer se obtienen por smjple cam-
bio de letras otras dos formulas semejantes; resultando asi las tres

aeuaciones:

' cos. a=cos. b cos. c4-sen. b sen. ¢ cos. A
c0s. b=cos. a cos, c+sen.asen, ccos. Bh........(1)

cos. c=gos. a ¢os. b+sen. a sen. b cos. ]

que se deben considerar como fundamentales de la trigozmmet‘ria: esfé-
rica. Entre los elementosde un tridngulo esférico no puede'emsnr una
relacion distinta dela preoedehte, porque si esto fuera promble, despe-
jaudo los éngulos A, B, y C de esa relacion diversa, asicomo de Ia.s
formulas (1) se obtendrian para los &ngulos A, B, y C dos valores di-
ferentes, lo cual es nn absurdo. De las formulas (1) se puer]’en dedu-
cir otras muchas que es indispensable conocer, y que vamos a obtener
gucesivamente.

846.—RELACION ENTRE DOS LADOS Y LOS ANGULOS OPUESTOS.—_Pa_-.
ra obtener una relacion, por ejemplo entre b, A y B debemos elimi-




