Férmul ivas 4 :
as relativas 4 los fridngulos rectangulos

851.— éri
Pt ulfos triangulos esféricos pueden tener los
gulos rectos, dos, 6 solamente 0no; pero es

infitil 1 :
considerar los casos en que el tridngnlo tie-
B e

o
]Ifs (Z::s 6]:5?'93 rectos. En efecto, si suponemes que
plaﬁoég;ag é‘.\ y B (fig. 396) sean rectos, los dos
iy dy ’A 0 B, serdn perpendiculares en-
% (5 igy duce eré iq mismo con los planos 0 0 B
i ; de c?llslguxent-e, C O es perpendicular g
& B, y s:rzm rectos los dngulos rectilineos.C O A
5 esto es, a—b—90° asi : :
3 ‘ , 881, como A y B,
q b6 est;‘;&épmte,_ por ser C O perpendicular :iy() A 1;0;
s ‘ medido por el &ngulo rectilineo A O B y se
Si los tres 4n ‘
] gulos son rectos, los radi
pe%{hcnlares o e a_xid_u;s L‘.xggi, B 0y C 0, serin per-
I uno AR dur
Y otro easo no hay problema que resolver.

(Fiz, 395.)

862.—ForRMULAS
ASDE L0S TRIANGU. :
que A=—90°. La hinot ANGULOS RECTANGULOS.—Supondrem

. o : 08
bye. Potenusa serd a, y los lados del dngulo recto seran

Recordando
que seno 90°—1 o

cot Gu°—p e » que cos 96°=0, que ta i

y sustituyendo en lag f6rmnlag respéc?ivas (T;)g(z(;?;)e} ?413;

Oth‘]“]rémOS 1

- al 2 s

S § correspondientes 4 los tridnoulos :

a formula (1) gulos rectangulos.

€08 a=—
€os b cos ¢+ sen b sen ¢ cos A
cuando A—90° i
90° se convierte en 1a férmula Gnica:
€08 28=—cos b cog ¢
La férmula (2)

8én a __sen b_ sen ¢
sen A sen B sen G

cuando A=90° da:

L |
gen b=—sen a sen B

sen c—sen a sen C )

La formula 1* de Jas (3)

cob a sen b—cot A sen C=cos b eos C

cuando A=90° da:

gen 1
$en D _cosbeosC
tang a

tang b=tang a cos C.. g

La 6* formula de las (3)

cob a sen c—cot A sen B—cos ccos B

cuando A=90° da:

cob a sen ¢—CO0S C COB B

6 bien tang c—=tang & cos Bl2s( 1

La 3* de las formulas (3)

cot b sen c—cot B sen A—cos ¢ cos A

da, si A=00° cot b sen e=cot B

6 bien tang b==sen ¢ tang B... .(8)

De la 42 de las formulas (3)

cot ¢ sen b—cob C sen A—cos b cos A

Cuando A=20° se tiene:

cot ¢ sen b==cot C

.(8)

tang c=sen b tang gt
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vemos que tang. b, es el producto de dos factores, y como uno de ellos,
sen. ¢, mempre 6s positivo, 4 causa de que ¢<180°, tang. b tendré el
mismo signo que tang. B. Cuando tang. 4 y tang. B tengan signo +
serin & y B menores que 90°, y cuando tengan signo — serén & y B ma-
yores que 90°, luego wun lado del dngulo recto siempre es de la misma
especie que el dngulo opuesto.

La férmula

¢os. a=—cot. B cot. ¢

discutida lo mismo que cos. a=cus. b cos. ¢ conduce 4 la consecuencia
de que cuando los dngulos B, C son de la misma especie, la hipotenusa

es menor que 90°; pero que cuando son de distinta especie, lo hipofenu-
sa es mayor que 90°.

854.—TRASFORMACIONES DE LAS FORMULAS DE LOS TRIANGULOS
RECTANGULOS.—Las férmulas anteriores pueden trasformarse en otras,

que es conveniente conocer, porque los resultados son més aproxima-
dos sirviéndose de los logaritmos.
De lIa formula

€08. a—Cco8. b cos. ¢

despejando 4

COS. &
cos. b

Cos. c=
y sustituyendo este valor en la éxpresion

tang. % CHJi—‘JDS ¢
1+cos ¢

resulta:

|7 cos. a

[ o
tang_ o= | C_DS b cos. b—cos. a

|1+ S \cos. b+cos, a
N cosb

=4/tang.  (a—b) tang. 2 (a+b) [777 1 (52)]

por trasformaciones idénticas se obtiene tang. % b, de manera que de la
férmula cos. a=c0s. & cos. ¢ resultan las siguientes:

tang. 1 ¢= f,‘/tano- %(a—o) tang. 4 (1+ b)
tang. 3 b=+4/tang. 4 (a—c) tang, & (a+c)

se obtienc gen.a==

De la formula

sen. b=sen. a scn. B

sen.b 5T
gen.B

por otra parte

[1—c0s.[90° +a] _ [T+sen. a
tang. 4 E;90°+a)$\11 Tcos.[90° +a) Jl—sen. a

sustituyendo la expresion (a) en esta formula, se tiene:

|. 4 gen. b
SE‘“ B ge1l. B+Sen b

fangeta t s a]=_t 1 __sen. b “sen., B—sen. sen. b
; sen.
|tang. %_- +b]
6bien  tang. [45°+3 a]'—_Jtan I [B—b] (r7ef[67])

De manera que de las férmulas (6) s

|tang. 3 [C+¢]
[tang.2 [B+b]ﬂ+ n% 2 -[_6‘_—?1
tang. [45°+3 a];‘\]tang I [B—b] J i

e obtienen:

1o so alteran cuando en ellas se reemplaza el

srmulas (6]
Como las 16 (6) 2 como cuando se reemplaza @ por

1ado @ por el 4ngulo B, ¥ B por a, ¢
Uy C por a, pues se tiene:
gen. b=sen. a4 sen. B—sen. B sen. a
sen. c=sen. a sen, C=zen. C sen. a

haciendo esta permutacion en las formulas (12) que s han deducido

“de las (6) se obtiene:
|tang. 3 (a+Db) |
tang. [45°+% B]=_‘t_\lltang. 3 (a—b)
g 140 |
tang. [45°+2 0]=thang. 4 (a-—O}J
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lmulas ta]] :
gb tang.a c
g 08, C, tanb.c tfmn.a cos. B

e obtiene:

T
)
ang %O—‘FJ sen. (a+h) r

fanm P dese =

sen. (a+c) l

De Ias fé]‘mu]as
tang.h—se ‘
ang.b=sen.c tang, B ;
: e tang. c=sen.b tang,C
se obtiene: ' b ang.C

] ¥ R A T
tano. T45° 11 plee ’M*
g-[46°+icl=1+ lsen. [B—b]#

o o (15)

Las férmulas (9)

cos. B=cos. b sen. ¢
cos. U=cos. ¢ sen. B

cos. B o 0

cos. b= y = e e
Gos, [90°20] H O R [90°F]

sustituyendo en la formula

1—cos. b

tang.* 3 p=_—"59. D
1+cos. b

tang.? 1 h=_C%: (90°—C)—cos. B
- cos. (90°—C)+cos. B

(90: _:'B—C') sen. (B+C_900)
(90°+B—C) cos. § (B+C—90°)

Noa ==t ; P A e e e
: (13 < "?g) tang, (B1C g0
‘ 2 ...(154)

un calealo j >
lo semejante con el valor de cos. ¢ condnce al resnltado

il
2
4
.
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| > B—C B+0_ 4o
tang.%c:-i-Jtang‘ (45 Saous ) tang.( 5 —45 )“”"(15%)

Ahora, sustitnyendo el valor de sen.C:cgz' ]?) dela ecnacion (9) en
cos.

1a formula:

tang.(45° 4+

ge tiene:
|cos. b-rcos. B__ 12 cos. 3 (B+b) cos. & (B—b)
P S, $(O=h)

tang. (45°+2 C)=Jcos. b—cos. B_J?é sen. L (B+D) sen. 3 (B—D)

tang. (45°+3 O)=1F Jcot. I (B+b)cot. 3 (B—h).... (16)

; : cos. C o
un caleulo semejante con ol valor sen.B=—————conduce dla formula:
3 CO8. C

tang. {45°+%B)=+Jcot. 1(G+c)cot. 3 CEET i h oy

cos. a—cot.'B cob. C se trasforma en:

La formula

sustituyendo este valor en la expresion:

li—cos. a

e

tang. 2 t'=\l1+cas. a

|son B sen. O—cos. B cos. O |—cos. (B+0)
tane. 1 a= e = I on (B—0)
ang. 3 8= |gen, B sen. C+cos. B cos. © cos. (B—C)

y por ultimo
[cos. (180°—B—C)

tang. 3 a= -'.-J cos. (B—C)

oLos RECTILATEROS.—Se dice que
de uno de sus lados es de 90°.
ta especie A B C en el que el

28

855, —FORMULAS DE LOS TRIANG
un tridngulo esférico es rectildtero cuan
Si nos imaginamos un trifngulo de es
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lado a=90°, el tridngul i
_ gulo suplementario A’ B’ ( serd rects
Aplicando 4 este tridngulo las férmulas (5) 4 (mfem e

no8. a’=—cos. b’ cos. ¢’
gen, b’=sen. a’sen, B’

cos. a’=oot. B’ cot.

y sustifuyendo en estas f6rmulas los valores:

a’'=180—A; b’=180—B; ¢’=180°—('-
A’=180°—a; B’=180°—D, y 0’:180°—Jc

se obtendran las signientes formulas
rectildtero que son: ;

cos. A=—cos. Beos. U......... (17)

sen, B=sen. A sen. h)

sen. C=sen. A sen. ¢ )

tang. B=—tang. A cos. ¢

tang, C=—tang. A cos. b

tang. B= sen. C tane.
tang. C= sen. B tang.

. b=cos. B sen. ¢

cos. ¢=cos. C sen. b ‘ R

cos. A=——cot. b cot. ¢

A cuyas for s
s 115\"3 : Ulmiflﬂs felca puede hacer sufriv trasformaciones an
o regté, nIe pdﬁ'l‘aIO 834 hicimos experimentar 4 Ia( ; leb anilogas
i ngnlos, Las f5r AR 4 1a8 de lo =
tas (1) 2g 8. Las leﬂ]..LI]aa 17 4 22 pueden deducirse ; ? trza,lngu
» (), (8) y (4) haciendo en ellas g=—9¢° se igualmente de

correspondientes 4 un trisngulo

Uso de los 4ngulos anxiliares en la Trigonometria esférica.

856.—Las formulas generales (1) 4 (4) no son adaptables al uso de
Tos logaritmos; pero pueden trasformarse, sirviéndose de un arco auxi-
liar, en otras que sean adecuadas para el empleo de estas magnitudes.
En efecto, esas frmulas son de la forma

P—M cos, o+ N sen. @... ... (A)

seis elementos del trifngulo, y M, N, P represen-
lineas trigonométricas de tres ele-
angulo auxiliar, tal que

siendo & uno de los
tando funciones monomias de las
mentos diversos de @. Si se designa por @ un

N
tang, o=——..

ta linea puede tener toda clase de

escogiéndose la tangente porque es
r M tang. @ en la férmula (A), ¥

valoreg, y se sustituye N por su valo
por tang. @,M, ge convertird en
CO8. @
P cos. @=DM cos. (&—@).vrerees (C)
o el arco auxiliar @, la £6r-

De lo expuesto resulta que introduciend
formulas (B) y

mula (A) puede ser reemplazada por el sistema de las
(©) calculables ambas por logaritmos.
Por ejemplo, la formula fundamental

cos. a—cos. b cog. c+sen. bsen, ceos. A....... (1)
puede hacerse calenlable por logaritmos por medio de un arco auxiliar,
Sacando cos. b como factor comun
coz.a—cos.b {cos.c+sen.c tang.b cos.A)
introduciendo el arco auxiliar @, haciendo

cot. g=tang. b cos. A.

sustituyendo resulta:

sen. @ sen. @

COS. @ )}_nm b(sen. @ C08.C-+8en.C cos.‘go)

cos.ascos.b(cos.c--r gen.c

y por dltimo

AR )

gen. @

_cos. b sen.(@-+C)ve s aaee (B)




Dg Ia 2° de las formulas (4)

0s B=—cos A gos ¢ +sen A sen € cos b
cuando A=90° se tiene:

€08 B=cos b sen C... .(9)
De 1a 3* de las férmulas (4)

cos C=—cos A cog B+sen A sen B cos ¢
cuando A=90° s¢ obtiene:
cos C=cos csen B. . . A{9)
De Ia 1* de las formulas 1)

€08 A==—cos B cos C+sen B sen C eos a
Cuando A=90° se tiene:

cos B cos O—sen B sen ( Cos &

6 bien la formula Gnica:

cos a=cot B cot C ...(10)

En las seis formulas diferentes que acabam

os de obtener, estin cifra-
dos los siguientes principios:

Cos a=—cos b cos ¢....(5)
expresa que ¢/ coseno dz la hipotenusa es tgual al producto de 1os cose-
nos de los catelos.

sen b==sen a sen B)

( S (D)
gen c=sen a sen ()

expresan que el seno de un lado es tqual al seno de
tiplicado por el seno del dngulo opuesto al ladp que

la hipotenusa mul-
se considera.
tang. b=tang. a cos. ¢

o (=]

tang. c=tang. a cos. B
expresan que la tangente de un lado es g

wal al producto de la tangen-
te de la hipotenusa por el coseno del dngulo adyecente.
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tang. b=sen. ¢ tang. B

..(8)

tang. c=sen. b tang. C )

p ! 1 b : z E A ; L 8eno f{ez
expresan ¢ ue ;C.;’ f{‘“lg'elivﬂ []B U Z&'do es '«‘g?s’»t’i al ZJJ G{; UCLo (zc
. 4 4 z e z 1mero.
70 2 r i e fent L 'H,ZH opuY Ecii) 144 pl
0!}‘ Z(l’( 0 por & tang }H’ﬂ d?z J

A
cos. B=cos. b sen..C}

-
cos. C=cos. ¢ sen. B)

¢ oual al producto del coseno det
expresan que el coseno de un dngulo es tgual al product _
lado apuesto por.el seno del 6t10 dnguto.

cos, a=—cot. B eot. C....

- noducto de las.co-
2 i) CLO. (b8 s
resa que el coseno de la hipotenusa es igual al producio ge !
expresa.q - L
tangentes de los dngulos oblicuos.

0 ‘L,AS DE LOS TRIANGULOS REC-
853.—DISOUSION DE ALGUNAS FORMULAS DE LOS TRIAN
53.— TSION DE ALG
rixeuros.—En la férmula

¢0S. a=—C08. b CO8. €

se las siguientes hipotesis:
pueden hacerse las siguientes hip

- o . b tiene siono+ |
Lo Sy b o E-cos. a
(6<QOC e} I o )

gb>9f
{e>90°
Sb>9T
{\c{ﬁou
(5<90°

1.’5

—ya>90°
o Ck
c>90° cos.c 5 :
- ndo los lados del dngu-
De lo cnal se deduce la siguiente regla, Cuando los ,ad;s . %glf ;
Gy ; note s menor que 90%;
lo recto son de la misma especie, la hipotenusa es i s fwvor qute
L : e " ¥ ; LS y ALY i
. 7o esos lados son de distinta especie, la hipolenus E
CUamn S0s
90°.
En la formula

tang. b=sen. ¢'tang. B




