Férmulas generales calculables por logaritmos.

837.—FORMULAS PARA DETERMINAR LOS ANGULOS EN FUNCION DE
L0S LADOS,—Vamos 4 trasformar las férmulas (1) para hacerlas adap-
tables al uso de los logaritmos, y por tanto propias para la resolucion de
log problemas de la trigonometria esférica.

De Ia primera de las férmulas (1)

=y
€0s. a=co8, b cos. c-+sen, b sen. ¢ gen, A
se obtiene:

cos. A— S08.a—cos.b cos.c
sen.b sen.c

sustituyendo este valor en la formula [770]
ontL A= 1—cos. A
2
se tiene:

cos. a—cos. b cos. ¢
2 A sen. bsen.c  sen.b sen.c+cos.b cos.c—cos.a
sen’s 5 )

2 sen. b sen, ¢

s

et A 00 [b—c]—cos.a_ sen.3 [b—c+a] sen. [a+c—h]

2 sen. b sen. ¢ sen. b sen. ¢

haciendo, como en los triingulos rectilineos,
a+tb+e=2p

restando de los dos miembros de esta ecuacion sucesivamente 2¢y 2b
se obtiene:

fi

a+b—c=2 p—2 ¢, a—b+c=2p—2Dh

sustituyendo estos valores en el do sen’} A y extrayendo raiz, resulta

e =

sen. b sen, ¢

Sustituyendo ahora el valor

cos, a—cos. b cos, ¢
sen. b sen. ¢

cog. A=
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gsrmula [770]
e _14cos A

2

el mismo pmcedimiento de célculo se obtiene:

y pOl‘

el
Jsen. p seu. [p—a]
cos.% AﬁJ sen. b sen. ¢

Dividiendo [23] por [24] resulta:

AR e
JEle el
tang.3 A= sen. P Sen. [p—al

Dividiendo la (24) por Ja (23) resulta:

sl e il
J_ﬁ{lﬁeﬁiﬁfﬂ o dese (26)
cot. 3 A= ~sen, [p—b] sen. [p—¢] °

tomarse con el sig-

¢l radical debe
dtricas

e stas formulas,
N. B.—En todas es y de que las lineas trigonome

en razon de que A< 180°

‘no mis, il
1 A, son pOSIGIVAS

de los 4ngulos agudos,

FUNCIOM DE LOS

‘ v
AR 1.0S LADOS EN T

853.—FORMULAS PARA DETERMIN
ixcvros.—De la immuh %)

cos. A=——COs. B cos. C+sen. B sen. C cos. &

se obtiene:
cos. A+ cos. B cos. C
s
ek cen, B sen. C

sustituyendo este valor en las expresiones:

2 1-+cos. a
oo ha—e—gr

&nticas & las que hemos ejecutado en el

r. se obtiene, haciendo:

y por medio de operaciones idé

parrafo anterior,

—1 [A+B+C]
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e=A+B+0—180° ejecutando la multiplicacion:
y como A+B+C=2P g PR

=2 P —180° A+B)_sen (p—b) lsen. psen-(p—)
de donde e P — 90° sen ( ) ) sen. ¢ J sen.a sen.b

P=2X + 90°
2

sen. (p—a) lsen p sen. (p—¢)

Sonl C \l sen. a sen. b
sustituyendo por P su valor en las ecnaciones (27), (28), (29) y (30),

oozt g i (900 i _;_) 355 Sen'% 2 comosegun la formula correspondiente 4 1a (24)

s |Sen. p s¢ p sen (P'—‘J)
¥ que €08, ( 90° + sz—A )=— sen. (_‘ ‘ J

sep. &4 sen. S DL

e obtiene:

sustituyendo se tiene:

sen.z € sen.(A—31 | b e .
= ’ o G b 2 NPT Ty B
sonlf o= "'J ~ sen.B gen.C : S (A;’B) S%E_l cos. 2 C+ — 3

: sen. (B—2 €) sen. (C—1% o)
S ﬂaJ sen. B sen. C : gen. (A"I'B) 0% 5 {;C(—}(S@'ﬂ- (p—b) +sen. (p"'a))

2 gen
sen.s € sen. (A—{ &) | : . 5
lang. Ja— JM——% €) sen.(C—3 ¢) paEis De acuerdo con la formula: [776 £ (39)]

i —9 sen. 1 (a+b) cos. & (a—D)

sen. (B—3 ¢) sen. (0—3 @) i e o R

» %a:\l i 2 sen, (p—Db) +sen. (p—a)==r sen. 1 (2 p—b—a) cos. 3 (p—b—p+a)

=32 sen. 3 (a4~b+c-—b-—a) cos. 3 (a—b)
—2 sen. % ¢ eos. 3 (a—D)

860.—FORMULAS DE DELAMBRE.—Si en la férmula

“v

A+B v B : -
= ( T e 2 Gps _J—; S é ' sustituyendo en la ecuacion (a) este vaior y el de
‘v 1 Ry

sen. =2 sen. % ¢ €0s. 3 C [770 £ (34)}
sustituimos por sen. & A, cos. 3 A, sus valores de las f6rmulas (23) y o

(R4), y sus correspondientes por sen.3 B y por cos.4 B, encontraremos: L

A+B) lson.(p—b) s0.(p—¢)  [Sen.psen.(p—b)

e Raen. | : B cos. 3 C  sen. 4 ¢ cos. 4 (a—b
5 :J sen. b sen.c . \] gen.a sen.c o (A-’r == 2 sen. & ¢ cos.  (a—h)

Rt
9 9 sen. 2ccos. e

lsen. (p—2) sen. (p—e) [sen.p sen.(p—a)

. i LR L) | c0S. U :
-.-J SeN. & 8Sen, ¢ J sen. been. ¢ e (A;—B) - Tl . 1 (a—b)
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Dividiendo la [36] por la {35] y despejando 4 tang. 2 [a—b], re-

de donde por dltimo:
gulta:

setcd (A Bl s [42]

sen. 3 (A+B)_ cos. § (a—h)
ng Sl hISiE o0 e

cos. 3 C

Operaciones anilogas hechas con 1 bl
o061 (ALCF) g.1 g n las ex%nes:o-nes.de sen. 3 (A—B), ; ! ‘ ‘
2 y ¢os. 3 (A—B) conducen 4 las signientes formnlas: Las ecuaciones (39), (40), (41) y (42), son conocidas bajo el nombre
: de f6rmulas 6 analogias de Neper, cada una de las cuales contiene cin-
co de los elementos de un tridngulo esférico.

sen. + {A—B)__sen, 1 (a—b)
cos. 3 0 sen, 2 ¢

cos. %(A—}-B):COB. 3 (a+b)

sen. 1+ C cos. 2 ¢

Expresiones del exceso esférico.

cos. 3 (A—B)_ sen. £ (a+b)
sen. 2 2

869.—Vamos & dar & conocer algunas férmulas en las que figura el
Estas formulas notabl : exceso esférico, elemento importante en las aplicaciones de 1a trigono-
S notables, que encierran los seis elementos del tri4 ia esféri i i i4 6
gulo esférico, fueron descubiertas en 1807 T nentos del tridn- metria esférica para medir la superficie de un triangulo, y enyas £or-
861.—ANAT0GiAS DE NEPER, —Si d't : l_pm Deéamb;-e, mulas servirin para calcularlo en los diferentes casos que haya necesi-
S e .—oldividimos ordenadamente las £ i

mulas [35] y [37] obtendremos: as 4oz
863.—EXCESO ESFERICO EN FUNCION DE DOS LADOS Y DEL ANGULO

QUE FoRMAN, —Hemos encontrado (859, form. 34) que

dad de considerar.

(a—b)

. (a-l—bh)

s | s

CisL .Jsen. (B—2 €) sen. (0—3 ¢)
col. z 8=N4""gen. e sen. (A— 7 ¢

de conde

tang. 3 (A+B)=got. 20222 \30) . rag) | Ll
< 2ia : sen. [A—3 ¢] sen. [C—3 ¢]
cot. 3 D=N""gen, 3 esen. [B—% ¢]

dividiendo la [36] porla [38] y despejando 4 tang. [A—B], resulta: - ‘
. ' Multiplicandolas y simplificando. queda:

t'ﬂng.-) I.'s,‘_Bl——COt- o (J———-—————b R R R 4.@* t Ie] t 1 ==
Ben —l; lé]-l—b—l COot 1 a Cco 2 b O

ividi a1 . i gen. % €
sul?ﬁldlendo la [38] por 1a [37] y despejando 4 tang. } [a+b], re-
poniendo por seno [C—4 &] su desarrollo
cos, 4 [A— :
od Jae B sen. O cos.} e—sen.3 €¢08. O_.on (3 cot. 4 e—cos, C

tang. 3 [a+b]=tang. go=—Ri_tE s 411 :
cos. ; [A+B] ' - o




de donde

cot, & e= 0t 3 & cot. § b+f-cos. C
sen, O

865.—ForMU f
LOGARII“O:MUEI;A ‘Ii)EL EXCESO ESFERICO APROPIADA AL USO DE LOS
uede obtenerse otra formula para el exceso esférico en

funcion de tres lad
s 08 a, b, ¢ y un 4ngulo C, que sea calculable por lo-

Sabemos que $ e=% [A+B4-0]—90°
luego sen. 3 £=—cos8. 2 [A+B-C|
6 bien
sen. sen. 3 [A—B] sen.  C—cos. £ [A-}B] cos. 4 C

sustituyendo por sen. 2 [A+B] 3
yer .3 [ ¥y por cos. 3 |A-+B] los v
dan las férmulas [35] y [87] de Delambre, rzsnglt::_ s st

. 4 [a—b] sen.} C— n. 3 Ccos. 3 [atb] g
cos. 3 ¢ &

sen. % C cos. 3.0 [eos. § (a—b)—cos. £ (a-+b)]

=
L
cos. 3 ¢

r tltimo

. sen. C :
; §=-—— 8en. 7 a sen.
cos.Z ¢ <

866.—EX(ES0 ESFERIC) -EN FUNCION DE LOS TRES LADOS.—-La for
mula de Delambre (35) e

sen. + [A4+B] _cos. 3 [a—b]
cos. 2 C cos. 1 ¢

puede ponerse bajo la-forma:

cos. & (a—Db) :sen- & (A+B)::co0s. § ¢ :COS 1C

de 1a cual resulta: (225)

cos. 3 (a—b)—cos. 3 C_ Sen- : 1 (A+B)—cos. 10
cos. ¥ (a—b)+eos. 3 € sen. L(A+B)tcos. 3G
A+B+(0—180°=¢
1 (A+B)=90°+3 (e-—O)
sen. 3 (A+B)=cos. 2 L (e—C)

Como

¥

snstituyendo este valor en (a) se tendrd:

cos. 1 (a—b)—cos. 3 c_cos 3 (e—C)—cos. 3 C
____"Z_..———-_______———ﬂ—-
cos. 2 (a—b)+cos. Iec cos. 3 (e—C)+cos. 3 O

poniendo por 1a diferencia y por lasuma de los cosenog sus valores (776)

resnlta:
sen. (O—— ) sen. £ €
sen. } {a-ro—b) wen. 1 (01320 Yo i

cos. + (a+c—b) cos. 1 1 (c+b—3) oo, (0~ )cos je

1 (a+ob)tg } c+d—a)=lg .(0—)

De la formula de Delambre (37)
cos. 1 (A+B)_co i(ath)
cos. 3 C

sen, 3 C
por operaciones anhlogas, so deduce la siguiente:

tg. 1 (a+b+c) tg. 1 (a+b—c)=cob. & (C—te)tg 2 8- S ato)

Multiplicando (b) por (c) y poniendo por a+b+c=2p, resulta:

tg? }s=tg. 1p. tg- 2 (p—2) 18 2 1 (p—b) tg. 3 (p—0)

y por altimo:

tg, 4 e=ATg B p. t8 2 (0—2) tg 2 (p—D) B8 3 (=0
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formula notable que es debida 4 Simon 'Huillier
Si el tridngulo es equildtero, como p=3_a y

“ 2 4
p—a= P“‘*’:P"c—‘“g la f6rmula se convierte en:
tang. 4 e= I £
Ang. 3 ¢ tg-jffg-aia

—SEx ; ) 5
867. },:).0 D]?L EXCESO ESFERICO EN FUNCION DE LOS TRES LADOS
—Hemos determinado la f6rmula : :

sen 0
= sen. 3

et Loe—= iy
cos. d ¢ al

Sustitnirémos en la férmnla

sen. C=2sen, £ Ccos. L O

los valores de sen. 2 C v de cos 3] SR :
e s Uy . + U de las férmnlas (23) 7 (24) y ob-

9
mﬁd»en. D sen. (p—a) sen. (p—b)sen. (p—c)

sustituyendo los valores de sen.a=2 sen. La cos, 1 a
2 v 2 C e B
sen b=2 ser. 2 b cos, 1 D, resulta: oo

-
sen, 0=V 8en. p sen. (p—a) sen. (p—b) sen. {p—e)
2 sen. % a cos, % a sen. X b cos. 2

2

sustituyendo en la (44) y suprimi
14) § rimiendo el factor 1 Lgse
finalmente 1zsulta: E e E

Sen'i_’s:*./sen;n sen..(p—ﬁa) sen. (p—b) sen. (p—c)
2 cos. §acos. 3 bcos. 2o

e (49)

.! - - A
Resolucion de los tridngulos rectingnlos.

S ST el U ¢

868.—(:;.»_3: Y FORMULAS PARA RESOLVER LOS TRIANGULOS
GULOS.—Ya hemos indicado q Gegatlaes g

¢ jue en los tridingnlos esféri g

1o T : = gulos esiericos rectangu-

1s~no L? JF_Ealdad de ocuparse de su resolucion cuando estén i’;r;a

flos por dos & por tres ingulos rectos (851). Cuando tienen un solo 4n

i h 010 an-

RECTAN-
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* gulo recto, siendo siempre conocido el elemento A=90°, para poder

resolverlos, basta tener una relacion adecuada enfre fres de las cinco
cantidades a, b, ¢, B, C, de las cuales dos considerarémos como datos
y una como incognita. Ahora bien: el nimero de combinaciones que
pueden hacerse con 5 cantidades tomadas de 2 en 2, son 10, conforme
4 la formula: (356).

m (m—1) (m—2)....(m—n +1)
I e

Cu=

Sustituyendo C Z:E}éz 10 combinaciones.

De estas 10 combinaciones resultan solamente seis casos diferentes:

1e cazo: se conocen b ¢
2° caso: . a b
3¢ caso: 35 50
4° caso: 5 b B
5° caso: g aB
6° caso: o BC

Para la resolucion de estos casos no hay,més que aplicar la férmula
que contenga los elementos conocidos y aquel que se busca de las que
dejamos demostradas (852 y 854) y son las siguientes: :

Entre 1a hipotenusa y dos lados

cos. a=cos. b cos. c........(8)

tang. 2 c=-++/tang. 3 (a b) tang. 3 (a+b)

tang. 3 b= +4/tang. 3 (a—c) tang. § (a+c) )
Entre la hipotenusa, un lado y el 4ngulo opuesto
sen. b=sen. a sen, B
if
(‘ .
sen, c=sen. a sen, C |

[tang. 3 (B+b)  Itang $(C

y 3
tang. (45°+3 )=+ 7o 3 = - 1
ang. (45°+z ) T [tang. 3 (B—h) _ZJ fang, 1 (C—c) " (12)
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—cos. P cos. [P—A]
sen. B sen. C

SeN. 3 A=

cos. [P—B] cos. [P—C]
sen. B sen. €

COS. 3 A=

Aang. la— —cos. P cos. (P—A) .
SN e (P—B) cos. (P—0) ** "~

cos. (P—B) cos. (P—0)
—cos., P cos. (P—A)

COt.é- &——‘\

t g.los va]?res de las expresjones anteriores, en las que cos.P estd afec-
ado de-l signo — dentro del radical, no son imaginarios, como 4 pri
mera vista pudiera creerse, pues sabiendo que ’ ;

A+B+0>2x90°
A+B+0<6x90°
%{A+B+C}:P> gp°
P<3.90°

y como el coseno en los arcos de 90 & 270° es negativo, resulta que

2550 ’ e 2 ;
cos. P es una cantidad positive, y por tanto serfn reales los valores

dados por las férmulas precedentes,

1 Pfo’r medio del tridngulo suplementario pueden deducirse estas cua-

ro formulas de las (23), (24), (25) y (26). Por via de ejercicio del

f6rmula irigin

tang, 1 A—
& sen.p sen. (p—a) 'ttt °cC - (25)

vamos 4 deducir las (29) y (30).
En el tridngulo suplementario, tenemos:

A—180°—a’ a=—180°"—A’

- fono p—a—=90"—(P’—A’
Bflsoo-—h’ b=180°—B’ p—b‘:.EJO“—iP’—-B’%
C=180°—¢ . e=180°—(’ p—c=90°—(P’—(’
P=270°—p’ p=210°"—P’ )
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sustituyendo estos valores en la formula (25), se tiene:

S Jsen. [90°—(P’—PB’)| sen. [90°—(P’—C7)]
tang. (90°—% &)= N""gen, (270°—P) sen. [90°—(P'—4)]

T T, S e LR
: cos. (P—B’) cos. (P—C")
cob. 2 8 =N _cos. P’ cos. (P—A))

|~ —gos. P cos. (PP—4A’) .
tang. & a’:qﬁjﬂ:\) e (O (,29)‘

Nos hemos limitado & establecer las tormulas que dan un dngulo A
en funcion de los lados, y las que dan un lado @ en fancion de los &n-
gnlos; pero asi como hemos determinado el dngulo A y su lado opues-
to, bien sea procediendo sobre la respectiva formula fundamental, 6 por
simple permutacion de letras, pueden obtenerse cuatro formulas idén-
ticas en el fondo 4 las (23) 4 (26) para determinar el 4ngulo B6 C, y
cunatro f6rmulas como las (27) 4 (30) paa determinar los lados 4 y ¢.
Por ejemplo: :

20

. ] gen. (p—a) sen. (p—¢)
tang. 2 B sen. p sen. (p—b)

es f6rmula correspondiente & la (23) para el 4ngulo B, y

J —_cos. P cos. (P—U)

tang. 3 e= cos. (P—A) cos. (P—B)

(=

es la correspondiente 4 la (29) para el lado ¢.

859, FORMULAS PARA DETERMINAR LOS LADOS, EN FUNCION DE
10S ANGULOS Y DEL EXCES0 ESFERICO.—Hemos visto que la suma de
los tres dngulos ‘A1 B+C de un trifngulo esférico, es mayor que 2 an-
ora bien: se llama exceso esférico la di-

gulos rectos y menor que 6. Ah
de Tos tres dngulos de un tridngulo y

ferencia que hay entre la suma
180°,
Si representamos por ¢ este eXceso, tendremos:




