Entre la hipotenusa, un lado y el dngulo que forman
tang. b=tang. a cos. C
tang. e=tang. a cos. B

[ tab) |

tang. %_O=+Jm !

o lsen. (a—c)
tang. 4 B=+4 Jm

Entre dos lados y un éngulo

tang. b=sen. ¢ tang. B) :
Fve o8

tang. c=sen. b tang. C

———— } R ..,,(15)
Ging. (e e (OO ’

B

Entre dos dngulos y un lado.

cos. B=cos. b sen. €)

cos, O=cos. ¢ sen. B |

tang. (_45”4—:5— C)=F4/cot. £ (B+Db) cot. 3 (B—b)}

tang. (45°+% B)=+4/cot. § (C+c) cot. 2 (C—¢)

Entre dos dngulos y la hipotenusa

cos. a=cof. B cot, ¢

lcos. (180°—B—0 1
tang, + a= )
g z a + COS. (B—C) J "o .(16%}
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0ssERVACION.—Cuando se apliquen estas formulas para determinar
ano de los elementos de un tridngulo esférico, es preciso recordar que
Jas hemos establecido suponiendo ol radio de la esfera igual 4 la uni-
dad, y para hacerlas homogéneas debe restituirse 7, cuyo logaritmo
en las tablas es 10. Si por ejemplo vamos & determinar el valor de la

hipotenusa por medio de la formula (5)

cos a—cos b cos €

cos b cosc
debemos poner CoB=——

Si vamos & determinar un lado por la f6rmula (6)

sen h—sen a sen B

gen asen B
debemos poner \  genb=""— —

y asf en todas las demés formulas.
Nos ocuparemos en particular de la resolucion de cada easo.

869, Priver ¢Aso.—Conociendo los dos lados 3, ¢, determinar la
hipotennsa a y los ngulos B, C.

La formula (5) da cos a=cos b cos ¢

tang b

]) t i
(5) ang gen €

Repetimos que en las aplicaciones es preciso hacer homogéneas estas -
6rmulas introduciendo el factor r; y como las incognitas @, By O es-
tfin dadas por el coseno y la tangente, 10 tienen més que un solo valor.

Cuando el valor de @, expresado por los cosencs de b y de cno se
obtenga con suficiente aprozimacion se calenlarhn primero By Cy se
empleard 1a formula (10)

oos a=cet B cot C.

8%0.—SEGUNDO cAso.—Dada la hipotenusa & y el lado 0, se deter-

minarn ¢, B y C por las formulac:
$ 25




Ahora bi : ;
lo serd al I;f:rzj ﬁnd()o 1'%0 perpendicular 41a vez 4 las rectas A O yC O
50 B 0 Qlque pass pgzr tﬁgeolas cpontiene, y por lo mismo 0113](1\11'95}}13

serd per : ; -

Supongamos pues § difrente &e] B peadicun s JOC; g it

2° Sea b<90° 3

COIIlO IOS (Fnl 0 £ B¢ s ]}
gul ] d b (4 08 opues-
en 1 de l& misma ESPEC!G qne 10 ]ad 8

tOS e tenel a qu l o y 8
e e! ! 1 110 £ 08 e . 9 o adema

< p € € p[e:l(}]l BEN a—=c e o L:,a.hsfechas
h ” ara qus sea sen CI<1 e
sen

estas condici : =
e ciones, y siendo positivo cos g, la ecuacion cos @ B
'3 que @ y ¢ tienen qu oo Rannse
g ger 4 la vez inferi » z
oMo sdema (85 = 1nferiores O superiores a 90°
que las tres in(cé séiii ingulo G debe ser dela misma especie que resulti
gnitas @, ¢ y C tendran que ser juntamente obtusas 6 &

la vez agudas. En restimen tend
remos las dos resoluciones signientes:

Primera b<(90°, B<90°, a>90°, ¢>90°, C>90°

Se ’, a'=180°—a, ¢’=180°—¢, ('—180°—
gunda b<90°, B<90°, a'=180°—a, ¢’=180°—c, ('—180°—C I
2

en la primera resolucion | i
as tres incdenitas 3
en la segunda todas ellas serdn meno?es e L
30 Sea b>90° /
Lias condiciones de ibili
posibilidad del probl
S e ey - problema son: B>90° vb
P q ndese de arcos comprendidos entre 90° T
s re 90° v 180° resulte
oo —gen g<1I. :
gen
Una vez satisfechas e ici
: stas condiciones si
e iendo cos & negativo, 1 =
oo :a L ief:n(“:lf;s c muest,ra que @y ¢ son uno su per?or y.ejl jtf: ‘;‘E_
. i 48 como el dngulo C tiene que ser de la misma especi
cuanéo a>900(1u6 ’cuando @ <90° tanto ¢ como C seran obtus o
: seran ¢ y C agudos. Bn resf : g0
L i g . En restumen tendremos las dos reso-
Primera b>90°, B o -
3 J>90 s a-<900 L
s c>40° G &
Segunda b>90°, B>90°, a’:lSOé-—a c’—’ls ?90 Y
/ , ¢=180°—¢ (C’=180°—C,

c
g Es fdcil ver que exceptuando el caso de que 4=DB el

P i : : ;
]I;:,Z}};f?asﬁ?m dos resoluciones cuando el tridngulo es
: ngamos en efecto que el trid
oo que el tridngulo A B
(fig. 898)-rectangulo en A satisfeca la cuesti:}gn 1 .
gandoloslados ABy B o ot Bhe
oo i dy O hasta su interseccion en B’ se
' segundo trig AB istaerd
S A iangulo A B’ C que satisfaera
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o0.—Conociendo la hipotenusa a ¥ ¢! 4ngulo obli-

873.—QUINTO CAS
O por las formulas

cuo B, se calenlarin o, ¢y

tang. c=tang. a cos. B, fang. g Ok B
cos. &

gen. h=sen. ¢ sen. B,
rminado porsu seno, se caleularin pri-

si el lado b quedase mal defe
seguida § por una de las formulas

mero ¢ 0 C yse obtendria en

—sen. ¢ tang. B,

tang, I— tang. b=tang. a C08. C

El problema siempre s posible y no admite mis que una resolucion,
porque la inchgnita b y € sngulo dado B son 4 1a vez inferioras 0 su-

14
periores & 90°.
ctando dados los dos édngulos oblicuos By C

874, —SEXTO 450.—E
by ¢ por las formulas

se calculardn los tres lados a,

cos. B
cos. a—cot. B cot. C, eos. Gt =)
gen. O

6 mejor, para tener mas aproximacion, por las signientes:
OB
! lcos. (130°—B—C)
tang:z A ‘ cos. (B—0)
~

s G A
tang. 3 b= +jtallg- (B—;- Y 45") tang. (}}

tang. 3 ¢— J‘Eang, (I}-Q—U_‘h’)") tang. (E)”TEEJFﬁO) j‘

a sea posible es necesario y basta:- 1° que B+C
90° y 270°; 2° que la diferencia B—C esté
Cuando estas condiciones estin sa-
problema no admite mas que una

Para que el problem
esté comprendido entre
comprendida entre —90° y +90°.
tiefechas, los valores son reales y el

gola resolucion.

do alguno de los datos ésté compren-
las tangentes y las cotan-
tar el empleo de logarit-

375.——OBSERTACIOXES.-——CHFL‘H
dido entre 90° y 180° se sabe que los cosenos,
gentes de estos arcos son negativas, y para €vi
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mos de cantid i
o z;]des negatnfas, que son expresiones imaginarias, se bus
o ;espg‘;ctiv Ifemus explicado en 4lgebra (337 IV), los logarlftmos d
as lineas trigonométri i ;
atricas como i f iti j
iy Tige ueran positivas, se eje-
: Peraciones indicadas, y despues de afectar el resulta,ﬁo coJ:

forme 4 las reglas del &
I el dlgebra, del sign
mina el cuadrante del arco 4 (;ue per{inzc(iﬁe e et

S g j
11ponca@os, por ejemplo, que se conozean b ¥ ¢, siendo
b>90° y e<90°%;
los d if )
s demas elementos del trign gulo se ealcelardn por las formulas:

COs. a=cos. b cos. ¢, tang.B —fang. b tane, O— tANg. C
PG L LR

POP sern ba as ]EIS ]ll]eds . ¥ f 1], Ire i < X ega I¥a8 ¢6s. o
e eg tli 1 - cos b ang Z)
¥ Y ST ba AN 3
5 faﬂg. B, de ]0 '-]“e se dedllCB qlle debe Ser

a>90°, B> 900, y 0<900

cuyos resultados estin de acuer ici
‘(3853?; ('esto es, que debe ser > 90:'1(()31:(::1&;3; yczm?émr:::nef] e
e‘dmtmta especie, asi como que el 1ado del é;gulo in to h
mlgga especie que el ngulo C opuesto, i
servarem a1t
s poro:]%(;r E:;}itl;lruogue cuando una de lag incognitas estd de
e cormspondiegme 1mo ' 5u seno E’) de su coseno, y que se ob;;ier:f;
e c‘)'g:amtmo Un numero mayor que 10, est
cio. que el tridngulo esimposible ol
tradiccion en los datos, lo cual puede muy bi,ei gige?ixmbe e
er.

876.—ProBLEMAS. I.—Sean a=115°—_1%"_9¢»

B— 080_..992 an»
se buscan &, ¢, C. 28'—30

Las férmulas para determinarlos son:

gen, b=sgen,
a sen, B, tang.c:tang,a cos.B, cot.Q— _C08- 3
cot. B

pero como ¢ y B>90° en las a
y B>907 en las tablas no encontraremos sino los suple-

mentos de sus valores.

8’=180°—a—64°—49"_4(»
; — supl
B’:180°—B:81°—-31’—-30” + e.mento g: ]C;

19

1¢ log. sen.a’= 9956 2479

. sen.B'=— 9995 2315

sen.b’=—  9:951 4794
b= 63°—25'— 373

como B>90% —115°—34--56™b

T =)

22

33

30 logcosa’ = 9930 6135
Comp log cot B'= 10°826 7993
cot C = 10°457 4128
C = 19°-13’-45” 2

22
siendo posit.

Clomo o> 90° debe tenerse 62> 9

II. Sean b—56°—37’—407
B=84°—29’——EU”

Se busean s, ¢, C.

g

20 log. tang.a’== 10925 6344

cos. B'= 9186 4322
Ie =—10

,, tang.c= 9494 0666

siendopositiva c=17"—19—2 876

3

22

El V ERIFICACION.
l cos @’=cos b’ cos ¢
log cos b’= 9650 7772
cose = 9979 8364
9:630 6136
A= 64°—42—40”
| siendo neg. a =115°—17—20"

2

0° y ¢<90°; ademas B>90° y <900

. Taar SON:
Las formulas que hay que emp:eal son:

gen,a— e
gen. B

10 log sen b =9921 1461
Comp log sen B=0002 0061
log sen a =9°923 7522

=- 57°— 1’—58”

6 a—122°—58— 27

3o log cos B=

" logsen C= 9

T Sen. l_)’ sem. C=

«<981 7915
— Q@59 5714
1] 3689
O= 10°—92°—22”

ng. b r cos. B
EOEE Y Taen. 0 = 4

tang. E cos. b

9¢  log tang b= 10181 3235
Comp log tang B-—= 8983 7979

~ log senc= 9165 1210
c—= '8°-24-86”

H 6 bien © —=171°-35"-24”

VERIFICACION.

COS @==C08 b COS ¢

cos c= 9995 3046

»?

Comp log cos b= LI n _
hl log cos b== 9740 4226
l

o bien

0=169"-57 —38"

cosg— 9135 Y212
a— b7°— 1’-58”
a—122°-58"- 2"

22
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El problema admite dos resoluciones:

[a— 87°— 1’587 A= 90°

I {Fb: 56°—37—40" B— 84°—29°—50”
!{c:- 8°—24 36”7 10°— 2227
[a=122°—58'— 27 90°
4' b= 56 —37'—40 — 84 29 — 30
ch:m —35—24 (=169 —57 —383

Resolucien de los tridngulos rectildteros.

877.——CAs08 Y FORMULAS PARA RESOLVER LOS TRIANGULOS RECTL-
LATEROS.—Aun cuando la resolucion de un triangulo rectilitero pue-
de reducirse siempre 4 la de otro rectdngulo haciendo uso del tridngulo
suplementario, pondremos en seguida las formulas que hemos demos-
trado (835) y que conviene aplicar en cada uno de los seis casos que
pueden presentarse, limitdndonos 4 esta indicacion en razon de que
las observaciones y discusion 4 que dan lugar son las mismas que he.
mos hecho con motivo de los tridngulos rectingulos.

El lado de 90° lo representaremos por g y el angulo opuesto por A.

PrIMER cAs0.—Conociendo A y B, se caleularfn C, 4y ¢ por las
férmulas:

sen. an:
, sen.b= B dos o =B

cos. B sen, A’ tang. A

cos. 0= 08 A

SEGUNDO 0Ase.—Conociendo By C, se calcularin A, 5y ¢ por las
férmulas:
tang.C

cos.A=—cos.B c0s.C, tang.b=
gen. B

tang. B
, tang.c=
gen.C LS

TERCER cAS0.—Conociendo A, y &, sec calculardn ¢, By C por las
férmulas:

sen.B—sen. A sen.b, tang.C——tang.A cos.b, tang.C—— cot.b
: cos. A

-
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CuarTo 0450.—Conocierndo 4 y B, se calculardn ¢, Ay C por las
férmulas:
sen. B _ tang.B cos. b

gen, A= sen, C gén., c=
sen. b’ tang.b’ cos. B

QuiNTo cAs0.—Conociendo B y ¢, se calculardn 5, A y C por las
formnlas: ;

__tang.B
cos. €

cos.b=cos.B sen.c, tang.A= tang.c=sen.B tang.c

SExro cAso.—Conociendo b y ¢, se calcularin A, B y C por las for-
mulas:

cos, b cos. ¢
cos, A——cot.b cot.c, cos.B= , cosC=
sen. ¢ sen. b

Resolucion de los tridngulos oblicudngulos.

§78.—El problema general que tiene por objeto, dados fres de los
seis elementos g, b, ¢, A, B, C de un tridngulo esférico, determinar los
otros tres, exige que se tenga una relacion entre cuatro de estos elemen-
tos, lo cual da origen 4 seis casos esencialmente distintos; pero como
por la consideracion del tridingulo suplementario tres de ellos pueden
reducirse 4 los otros tres, en rigor bastaria considerar tres casos. Sin
embargo, por claridad y para mayor ejercicio trataremos los seis casos

signientes:

1° Dados tres lados, determinar los Angulos.

90 Dadog tres Angulos, determinar los lados.

5° Dados dos lados y el 4ngulo que forman, determinar los demas
elementos.

4° Dados dos dngulos y el lado adyacente, determinar los demas ele-
mentos.

5° Dados dos lados y el dngulo opuesto 4 uno de ellos, determinar
los demas elementos.

6° Dados dos dngulos y el lado opuesto & uno de ellos, determinar
los demas elementos.
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gen B:SEH 9 cos U:tang b
gen a tung a

Pueden calcularse las incooni n g
as 1nco ﬂlt&s co 4 1 i
<] mMas apr O1

tang 3 e—+4/tang & (a—b) tang 3 (a - b)

gl i1~ |GEEECED

lson (i)

tang 4+ C= N
gz C ‘i‘Jsell (a+b)

OBSERVACION.—Su sen b
N.—Bupuesto que'sen B=""_"_ 1.
4 - son g’ PATa que el problema

8 1 o
eal.po,mble, es necesario y basta que se tenga sen b<sen a, porque
reé: izandose esta condicion el valor de sen B serf menor que ’lp ql

! . : : (3
va £.}leS de cos ¢ y de cos C estarin comprendidos Enfre—ﬁ ,1}' I
desigualdad de que se trata, 7 £ y+ 1l la

sen b<sen a

como es facil convencerse co 4
n el exdimen ¢ G ot
tenga: amen de una hgl]l-a_., exige que se

i o A

Cuando o <80 b<a, 6 bien 5>180°—¢
Cuando a>90° b>a, 6 bien b<180°—g
Cuando ¢=90°, necesariamente sen < sen q.

y o = . . sy
Satisfecha la condicion de posibilidad, el problems no admite més
que una sola resolucion ann cuando el 4ngulo B esté dad
por que B debe ser de la mi : et an et
; . - ser de la misma especie que el lado % conocido (853)
La misma consideracion permite fijar el signoe o
4 _ . S1gnocon que :debe tomarse el
radical en la expresion de tang (45°+1 B).
A 871.—TBRCER €AS0.—Conociendo un lado ¢ y el dngulo adyacente
; . : : A1 t ace
, se determinarin C, & y @ por las siguientes f6rmulas:

tang ¢

co8 U=cos c sen B fang b=sen ¢t
—sgen ctang B —
g ang tang a=—""2 ~
cos B
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Si es necesario tener mayor aproximacion que la que proporciona el

logaritmo del coseno, se calculard el 4ngulo © por una de las f6rmulas:

_tange

tang C
HisicRen b

El problema siempre es posible y no admite més que una sola reso-

lacion.
872.—CUARTO CA
e determinarén C, ¢ y ¢ por me

50.—Conociendo un lado & y el &ngulo opuesto B
dio de las siguientes formulas:

sen ::?_en‘ b 8 C:E@g_!)-
sen B tang B

Si ge quieren obtener las incognitas por medio de las tangentes usa-

remos las expresiones:

tang (45°+4 C)=++/cot 3 (B +b) cot TTBb). - st s 210)

tang (45°+3 a):iqtttﬂg 3 (.B T b)

: 2 lsen (B + b)
tang (45°+% c):;\lm":b—)

dos sistemas precedentes de formulas puede dar

dos valores suplementarios, y por tanto es necesa-
lativos y deben tomarse jun-

Cualquiera de los
para cada incognita
rio saber cudles de estos valores son corre

tamente:

1° Si se tiene b=B

resulta gen C=sen a=:sen ¢=1

y por esto (—a—c—90°

yel tri:iugulolseré. birectdngulo, como pede obser-
~ varse en la figara 397. En efecto para que 56a B=b

cs necesario que A O B=c=90°
yqueC O B=—a—90°

S




