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El problema admite dos resoluciones:

[a— 87°— 1’587 A= 90°

I {Fb: 56°—37—40" B— 84°—29°—50”
!{c:- 8°—24 36”7 10°— 2227
[a=122°—58'— 27 90°
4' b= 56 —37'—40 — 84 29 — 30
ch:m —35—24 (=169 —57 —383

Resolucien de los tridngulos rectildteros.

877.——CAs08 Y FORMULAS PARA RESOLVER LOS TRIANGULOS RECTL-
LATEROS.—Aun cuando la resolucion de un triangulo rectilitero pue-
de reducirse siempre 4 la de otro rectdngulo haciendo uso del tridngulo
suplementario, pondremos en seguida las formulas que hemos demos-
trado (835) y que conviene aplicar en cada uno de los seis casos que
pueden presentarse, limitdndonos 4 esta indicacion en razon de que
las observaciones y discusion 4 que dan lugar son las mismas que he.
mos hecho con motivo de los tridngulos rectingulos.

El lado de 90° lo representaremos por g y el angulo opuesto por A.

PrIMER cAs0.—Conociendo A y B, se caleularfn C, 4y ¢ por las
férmulas:

sen. an:
, sen.b= B dos o =B

cos. B sen, A’ tang. A

cos. 0= 08 A

SEGUNDO 0Ase.—Conociendo By C, se calcularin A, 5y ¢ por las
férmulas:
tang.C

cos.A=—cos.B c0s.C, tang.b=
gen. B

tang. B
, tang.c=
gen.C LS

TERCER cAS0.—Conociendo A, y &, sec calculardn ¢, By C por las
férmulas:

sen.B—sen. A sen.b, tang.C——tang.A cos.b, tang.C—— cot.b
: cos. A

-
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CuarTo 0450.—Conocierndo 4 y B, se calculardn ¢, Ay C por las
férmulas:
sen. B _ tang.B cos. b

gen, A= sen, C gén., c=
sen. b’ tang.b’ cos. B

QuiNTo cAs0.—Conociendo B y ¢, se calculardn 5, A y C por las
formnlas: ;

__tang.B
cos. €

cos.b=cos.B sen.c, tang.A= tang.c=sen.B tang.c

SExro cAso.—Conociendo b y ¢, se calcularin A, B y C por las for-
mulas:

cos, b cos. ¢
cos, A——cot.b cot.c, cos.B= , cosC=
sen. ¢ sen. b

Resolucion de los tridngulos oblicudngulos.

§78.—El problema general que tiene por objeto, dados fres de los
seis elementos g, b, ¢, A, B, C de un tridngulo esférico, determinar los
otros tres, exige que se tenga una relacion entre cuatro de estos elemen-
tos, lo cual da origen 4 seis casos esencialmente distintos; pero como
por la consideracion del tridingulo suplementario tres de ellos pueden
reducirse 4 los otros tres, en rigor bastaria considerar tres casos. Sin
embargo, por claridad y para mayor ejercicio trataremos los seis casos

signientes:

1° Dados tres lados, determinar los Angulos.

90 Dadog tres Angulos, determinar los lados.

5° Dados dos lados y el 4ngulo que forman, determinar los demas
elementos.

4° Dados dos dngulos y el lado adyacente, determinar los demas ele-
mentos.

5° Dados dos lados y el dngulo opuesto 4 uno de ellos, determinar
los demas elementos.

6° Dados dos dngulos y el lado opuesto & uno de ellos, determinar
los demas elementos.
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cia. Una vez -
: congcidos
. aybse e a
tes formulas: y calculard C por alguna de las gignien-

gen, (!= Sen. C sen. A
sen. a

gen. c sen, B
sen. b

eaEens 0=

tang. § (A +B)=cot. 4 0.205:3 (3—D)
' cos.%M""""(gg)
tang. 3 (A—B)=cot. 3 ¢ S £ (a—D)

® "~ sen. i(ath) ceeenaa (40)

Es posible este :
: roblems: -
didoentre 0°y 18pD°_ ma cuando cada uno de los datos estd compren-

883.—QuixNTo ¢
L ULR 480.—Dados dos 1 ;
uno de ellos, determinar B, C y c ados ¢, b y el dngulo ‘A opuesto &

La formula sen. a__sen. b

sen.A gen. B’

E sen, B—= Msm. A
b e el

stando d «
ermina B i) g l)
0] n s ﬁi ()d

E I:‘-l I ‘.e; 1 H ll ) p rn 9][!!, [0} H;-‘g']a ener
acept( I doﬁ ELIOI‘(S } despues {ae conocer };, de[m minaremos O S[].btltu—
ien{lo el valor de ese a s ] Le

\ ( ]lgulo IOS de IOS d?{t()q én un d I&B fO[IlllﬂﬂS

) 0 ( - 2 ‘1‘ A

de £ B]lBI OJ 40) ? aespeja ldO d COt. C’, e tle“e

tang. 1 ;
cot.} =108z (A+B) cos.f (a+b)_tang.d (A—B)sen.] (a+b)
‘2

cos, 1 (a—b) e sen. 3 (a—b) i

Para deferminar §
& " 4 ¢ nos valdremos de la formul: 6 7
de Neper y despejando 4 tang. % ¢, se tien:-fm s R e

tang. L (3
tang.} c="218 zc(:-f-lb}ins.% (A+B)_tang.] (a—b) cen.i (A+B)
5.3 (A—B) sen, 3 (A_dB) - (f)

Para que i4
el tridngulo s i
g ca pogible es n i
i : 1ecesario que con los ds
el £ .\nga. 11“ sen. B ignal 6 menor que 1, sn ubetq‘tos £
debe ter;er Bqulplwhe tener el seno de un arco esel ¢ d? eh2°0 e
ke b : adio; 2°sib>
ebe tenerse B : X
L e se B<A, supuesto qu
i tague%esti.r opuesto al mayor dngulo; y1‘3° los 13‘]308] m;-
: . b I
g3 ¢ tienen que ser positives en razon de que dele)si’e ;
n-
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do ser O y c menores que 180°, tanto & € como 3 ¢ geran menores que

90°, y de que las cotangentes y las tangentes en el primer cuadrante,
gon positivas. '
Asi, pues, cnando con los datos del problema resulte sen. B>1 el
tridngulo es imposible. Cuando sen.B=1, serd B=90° y el trifingulo
serd rectingulo en B. Cuando resulte sen. B<1, como el mismo seno
corresponde & dos fngulos sul plementarios, podremos tomar para Bel
valor que se encuentre en las tablas 6 sn suplemento, y para saber sl
podemos aceptar uno solo de estos dos valores de B, los dos, 6 ninguno
de ellos, bastard examinar gl solo uno de esos valores, si los dos, 6 min-
guno de ellos satisfacen & la condicion de que si b<a, resulte BLA3Y
que i b>a, resulta B>A. Asi pues, la comparacion de los valores de
B con los de los datos a, by A nos hard conocer si es posible el pro-
blema, y en caso de sorlo si admite ana sola 6 dos resoluciones.
884,—SEXTO CASO. _Dados dos angulos A, By el lado @, epuesio &
ano de ellos, determinar C,eyb
De la formula (2) se deduce:

sen. B sen, &
NG RE R et e e

gen. b=
sen. A

Fstando determinado b porun geno, por regla general podremos

aceptar dos valores, y und vez conocido el lado b se determinarh ¢y C

por las formulas:
tang.3 (8+b) cos.: (A+B)_tang. 1 (a—b) sen.3 (A+B) @

s QIS
tang.z C=—— o {‘;—AB) 36N, 3 {AFB)
EM_—_}—-B) cos.3 (2 }—h):tang.% (A—B) sen.3 (i‘:j‘_‘?_)(e}

b) sen. (a—b)

cot. 3 U= -
2 cos. 5 (a—b)

Para que el tyiangunlo sea posible s¢ necesita que sen.b<1 6 =1, que
si B>A resulte b>38, 6 reciprocamente que i B< A resulte b<a y que
tanto tang. 3 ¢, COMO cot. 2 C sean positivas. 1. comparacion de los
valores de los rosnltados con estas condieiones har@ conncer, lo mismo
que en el quinto caso, si es posible el problema ¥ ¢i admite una o dos
soluciones.

885.— DISOUSION DEL QUINTO 0A80.—De lo que procede resulta que
- 1

1os dos filtimos casos 801 los finicos que pueden tener dos resoluciones;
admiten, y aun cuando las formulas que sere-
dar 4 conocer los elementos des-

cion de los valores de los re-

pero que no giempre 1as
fieren A esbos casos son bastantes para
conocidos del trigngulo, ¥ por la compara




sultados con los de los datos siempre puede determinarse las soluciones
que admite el problema, nos parece conveniente ocuparnos de su dig-
cusion; limitdndola al quinto caso, porque siendo muy semejante al
sexFo, todo lo que digamos del uno puede aplicarse al otro con modifi-
caciones que ficilmente haré el lector, con una poca de reflexion.

En el quinto caso hemos visto (883) que conocidos los elementos ¢,

&y A se determinan B, C y ¢ por las formulas (d), (¢) y (f)
Si b=a la frmula

.

sen. b gen.
son, B Sen- b sen. A
se., a

e tandy

da B=A

y sustituyendo estos valores en las formulas (e) y (f) se trasforman en

cot. 3 C=tang. A cos. a tang. 3 e=tang.a cos. A

Se ve pues, que cuando b=a no hay mas que un solo tridngulo, que
resuelve la cuestion; mas para que sea posible es necesario que tanto
cot. £ C, como tang. 1 ¢ sean positivas, 4 causa de quez Oy 4 ¢ son me-
nores que 90 lo cual 4 su vez exige que tang. A ¥ que cos. 2, asi co-
mo fang. a y cos. A tengan el mismo signo, esto s, que g y el 4ngulo
opuesto A scan 4 la vez mayores 6 menores que 90°, "

Pasemos & ocuparnos del caso general:

Ya hemos dicho que para que la cuestion sea posible

sen. B— Sen. b sen. A
gen.a

debe ser igual 6 menor que 1;y que si b<a deba tener
81 b>a debe tenerse B> A.

Ai‘wra bien, como el 4ngulo B est4 dado por su seno y sabemos que
el mismo seno corresponde 4 dos 4ngulos suplementarios, por regla ge-
neral habrd dos valores de B que satisfacen la ecuacion

se B<A, yque

sen, B-= 8e0- b gen. A
sen. a

uno, dat}o por las tablas, menor que 9¢° que llamaremos #, y otro
N=180°—n mayor que 90°; pero teniendo presente que en todo tridn-
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gulo al mayor lado estd opuesto el mayor 4ngnlo, esto es, sabiendo qtteei
cuando b>a los valores de B han de ser forzosamente maycares quem .
sngulo conocido A, yque cuando b<a los v?iores de B h:;n :ais:rs >
nores que A: comparando los valores 7 y N con los de‘ o.s a go, .
podra decidir facilmente si pueden gceptmse los dos va m;s, ;Ohmio'
lo, 6 ninguno de ellos, y por tanto €1 el problema admite dos

nes, una sola 6 ninguna.

i entos conocl :
Suponiendo que los elem g -
con eg objeto de ordenar puestra discusion consideraremos que Cada

I ! 90°
uno de estos datos sea sucesivamente menor, tgual y mayor qlue_ y
inacion si pt iones
determinarémos en cada combinacion si pueden tenerse dos solnc ;

una 6 ninguna.

dos del triangulo sean A, 6 Y @,

1° Sea A<90 y 5<90°

i - ue b.
y supongamos sucesivamente que ¢ sea MENOT, jgual y mayor q
2 -
Si a<Db debe tenerse prqmsamente B>A.

gen. b

sen. b sen. A por ser el factor a>1

T B=
L formula  sen i :

da & conocer B, 6 su valor de las tablas

n>A y con mayor razon serd el Angulo obtuso
N> A, por consiguiente habra dos soluctones.
=3

i a=Dh debe tenerse B=A.

S."k,ﬂlnaeste caso debiendo ser los dos valc’)res de B meno?:fs 90°, :s;s;n{t]zt?i;(i
que A es agudo, no podré aceptarse tfl’angnlo obtuso N, y por
problema no tendr mas de una solucton.

Qi a>b deba tenerse B<A.

Podra suceder que

a+5<180°, que a+0=180° 6 que a-+b>180°,
Tn ol 1 caso, 5<180°—a Yy recordando que b es agudo, serd
sen.b<sen. g, y la formula

B gen. b gen. A por e sen. b<1

gen. a gen. a

| i n la condicion B<A.
dark n<A valor aceptable, por ser compatible co
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En cnanto 4 i i
o ?) N siendo o:btuso 8eria mayor que A y por tanto inadmisi-
};J lpro lema solo tiene una resolucion.
n o A
el 2° caso cuando b=180°—a ser4 sen. b=sen. a y la férmula
sen, B— Sen. b sen, A
8€n. a

por ser Sen-b_4

gen. a

darf n=A, cu .
=4, cuyo valor es inadmisible
tenerse B< A, - ¢, supuesto que al ser a>b, debe

n ma I TAZOn sera 1 i

E [:h S o »
nel 3 ‘fzjaso cuando §>>180°—a, serd sen. 5> sen. ¢ ¥y la férmula

. 8en, B

d.ars:in}:& valor inadmisible 4 causa de 1a condicion de que B<Ay
siendo A i isi
>?z‘con mas razon serd inadmisible N, por lo cual el proble-
ma no admitird nenguna resolucion.

En restimen:

A<900, b<90° (a+b<180°

a>b~§ a+b=180°
L la+b>180°

2° Biendo siempre A< 90° sea p=90°

¥ supongamos sucesivamente que ¢ sea menor, ;
Si a<b debe tenerse B> A, T L e,

Por ser sen.b=1 y sen.a menor que 1, tendremos 5625 1
sen. a

. i sen. b seu. A
y la f6rmula gen B=220 200 B 4 2 Ve
. daré para B por el valor de las tablas

209

n>A, resultado compatible con la condicion B> A, y con mis razon lo
serd el de N. El problema admite pues, dos soluciones.

8i @=0, debe tenerse B=A.

Como A <90°, debia ser B agudo lo cual es inadmisible en razon de
que siendo los lados @ y & de 207 los planos’ que los contienen seréin
perpendiculares al tercer lado ¢ y por tanto los Angulos A y B tendrian
que ser rectos. Kl problema no admite ninguna resolucion.

Si g>b, debe tenerse B<A

> sen hsen A
Ta f6rmula sen B—————

gen &

por serrsix__b—#i—l—-— >1 daria

sen a X

n>A v con més razon N> A, resnltados que son incompatibles ¢on la
condicion que B<A; por lo cual el problema no admite nvnguna reso-
lucion,

3" Sea A<90°y _b>90°

y supongamos sucesivamente gne ¢ sea menor, ignal y mayor que b.
Si @< b, debe tenerse B> A,
Podra suceder que

a+b<180°% que a+b=180°, 6 que a+b>180°

En el 1 caso; siendo 5 obtuso tendré que ser ¢ agudo y como
b<180°—a serd sen b>sen a. Entdnces la formula

sen bsen A por zer el factor ge_a}_l)_>1 da

gen a gen a

sen B=

n>A y con més razon N> A, resultadosambos compatibles con la con-

dicion de que B> A; por lo cual el problema admite dos soluciones.
En ¢l 2° caso, siendo a-+b=180°, sc tiene que b=180"—a, &

gen b—sen a.

_sen b sen A A
sen a

Ta formula sen B=

n==A resultado inadmisible, porque debe obtenerse B>A. N>A sera
admisible, y-el prohlema admilir wna solucion.
27




879, —
gul;?’f OrPRIg{IERdCASO.—:—Dados los tres lados, se determinardn los in-
gulos por medio de las formulas (25) que hemos demostrado (857) y son

tang. 2 A= son. (p—h) sen. (p—c)
# sen, p.gen. (p—a) Tt ,(25)

tang. } B= !ﬂ(p—-a) sen. (p—c)
J gen. p sen. (p—b)

tang. 1 C= [sen, (p—a) sen. (p:{jj
2 sen. p sen. (p—c)

en las que

p=: (a+b-+c)

Para que el problema sea posible debe tenerse:

at+bte<360°; a<b-c, a>b—c

880.—SEGUNDO CAS0.—Dados 1 !
. os tres dngnlos, se determinardn
lados por las formulas (33) que hemos demostrado (859) y son: o

I

tang, % a= sen. 7 f sen. (Af% &)
sen. (B—3 &) sen. (C—%¢) *°* 5.5 183)

fung, 1 b |_%on FEven (B-1%)
\Isen. (A—3 #) sen. {C—} ¢)

| sen. e sen. (01

et
\Jsen. (A—3 s) sen. (B—1 ¢)

=

tang,

En las que 3 e=} (A+B+C)—90°

Para que el problema sea posible debe tenerse:

£<860°, A>1e O>1¢
2
881.—TERCER CA30.—Conoci
480, — ciendo dos lados @, & y el 4ngul
forman, se determinarin A, B y ¢, de la manera 111ieyﬂigue'g bt
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Las f6rmulas 6 analogias de Neper, (861) dan:

tang. 1 (A+B)—= p gl 2@ 39
ang 3( + ) COt. 2 COS.%(&*‘l‘b} ( )

L (b >
o S el e
ang. 3 ( ) A I (atb) [40]

TUna vez conocida la mifad de la suma 1 (A+4B) por la formula (39)
y 2 (A—B) por la formula (40) el 4ngulo mayor, que ser4 el que esté
opuesto al lado mayor, seré ignal & la mitad de la suma mas la mitad
de la diferencia, y el édngulo menor serd ignal 4 la mitad de la suma
menos la mitad de la diferencia. Conocidos los 4ngnlos A y B, el lado
¢ se calcula por la férmula que se considere mas adecuada delas cuatro
signientes:

gen. C sen. a sen. C sen. b

gen. 6— ———— > sen. e—

gsen. A sen. B
L ]

tang. 1 (a-Fb)=tang. 3 ¢ it f e s RO T

tang. % (a—b)=tang. 3 c o0 2 Ao b (42)

Este problema siempre es posible con tal que cada uno de los datos
esté comprendido entre 0° y 180°.

889, CuARTO CAs0.—Dados dos angulos A, By el lado adyacente
¢, determinar a, b y C.

Las f6rmulas de Neper (861) dan:

tang. % (a-+b)=tang. : ke 8 e e T

o 1
tang, 4 (a—b)=tang. 3 cﬁn'J_(A_B).. et (4D
.'3.4( ) 8 2 SEB%(A+B} ( )

Determinadas las tangentes por las frmulas (41) y (42) se conoce-
vén los arcos, ¥ conciendo la mitad de la suma y de la diferencia de los
lados, €l mayor, que es el opuesto al 4ngulo mayor, serd igual 4 la su-
ma de los valores dados por estas férmulas, y el menor 4 su diferen-




