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Aplicaciones de la trigonometria esférica.

893.—REDUCIR UN ANGULO AL HORIZONTE.—Conociendo el dngnlo
P 0 Q (fig. 402) de dos rectas O P ¥ 0 Q, que no estén en un plano
horizontal, y el 4ngulo que cada nna de ellas forma con la vertical O Z,
se trata de encontrar el dngulo P’ O Q’ formado por las respectivas pro-
yecciones de esas rectas sobre el plano horizontal,

Lss rectas O P, 0Q ¥y O Z forman
un dngulo triedro cuyas tres caras
POQ,POZyQO7seconocen. El
dngulo P’ O Q est4 formado por las
rectas O P’ y O Q" perpendiculares
ambas & la recta O Z en razon de que
esta es perpendicular al plano horizon-
tal P O Q’. En consecuencia el 4ngu-
lo que se busca es la medida del 4n-
gulo diedro opuesto 4 la cara P O Q.
Si suponemos una esfera cuyo centro
. ¢8 O y cuyo radio sea la unidad, esta esfera cortada por el triedro en O

determinard el tridngulo esférico A B C cuyos lados B C, A C y A B,
son respectivamente la medida de los dngulos conocidos PO Q, PO Z
¥y QOZ y el 4dngulo A, que tiene por medida P’0 Q’, es el que se busea.

El problema est4 reducido pues & determinar el valor de un éngulo
de un fridngulo esférico en el que se conocen los tres lados, lo cual se
obtiene aplicando Ia f6rmula (25)

(Fig. 402)

lsen. (p—b) sen. (p—oc)
sen. p sen. (p—a)

fang, 1 A—
W

o%n ane p—3 (a+btc)

894.— Conocidas lus coordenadas geogrdficas de dos puntos, determi-
nar la distancia que los separa.

Sea (fig. 403) PP’ el eje del mundo que pasa por sus polos, E E’ el
ecuador, G el origen de lag longitudes, A y B los puntos cuyas coorde-
nadas se conocen, y son:

B D=latitud de B=1
G D=longitud de B=I,
A C=latitud de A—p
G C=longitud de A=1I7
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En el tridngulo esférico P B A se conocen
PB=90°—1, PA=90°—) yelingulo BP A
cuya medida es el arco C D=L—.L’. Asi pues
el problema se reduce 4 determinar el lado
A B conociendo dos lados y el dngulo que for- -
man. (881) Una vez obtenido el lado AB en
grados y fracciones de grado se determmar'ﬂ
su longitud 7 en metros 6 en otra unidad li-

neal por medio de la férmula

en la que 7 esla longitnd del radio de la tierra. Como 7 # representala
. oi j L :
magnitud de la semicircunferencia de un circulo méximo y sape.maa
. 3 o ey 2
qu;todo el meridiano tiene 40.000,000 de metros, 7 #==20000 kilome

tros, y sastituyendo en la férmula anterior se tiene:

— 4

9

kaz EOO ,1\!_ B

3 e P LT 5
Sea como aplicacion determinar la distancia de México 4 Tehuante
e iy
pee, cuyas coordenadas son con pocw diferencia
3

lat.—19°—26'—00" Lo, — 16— 16"

Tehuantepec {

b long.=99°— 6'—db" Jong.—95°— 19/ 44°

Los datos del tridngulo que tenemos que resolver son:

—90°—(19°—26'—00")=70°—34'— 0"
a-—90°—(16°—20'—18")=73°—39'—44"
0=3°—47'—1" diferencia de las longitudes.

Las formulas para determinar A y B son:

oot 1 1008, 1 (a—Db)
tang. 2 (A +B)==cet.i C e

a=: 73°—39°—44”
b= 7004—34"—&’._

o ' 3 i —M90._ §'-——59*
atb=144"—13"—44 3 (a+b)="72 :
a—b= 3°— & 44" 3 (a—b)= 1°—-32—-52”

O= 3°—47— 1" 10 = 1°—53—30%




Dos lados y el 4ngulo opuesto 4 uno de ellos:

g |sen. (B+Db)

tang. (45°+4 c)=+ \Js_—_—en EB b;
I

tang. (45° +4 b)= J:E:: (S+3 )

Dos dngulos y el lado opuesto 4 uno de ellos

tang. %b:+J|tﬂ"g- (45" +H;9) tang( AT 45")

tang. 3 ;c__{_Jtang (4a° 1953) tang. (B;_(’ 45°)

tang. (45°+% C)=++/cot. 4 (B+b) cot.  (B—b)
tang. (45°+3% B)=chot. % (C-+c) cot. 2 (C—c)

La hipotenusa y los dos éngulos:

[cos. (lti{)"——B—-C)
tang. 4 a—+ | B
. (B—C
7 | cos. )

T:i&ngunlos rectilateros:

cos. A=—cos. B cos. U
sen, B=sen. A sen, b

sen, C=sen, A sen. ¢

tang. B=—tang. A cos.

tang. C'ﬁ—tiing. A cos.

tang. B= sen. C tang.

tang. C= sen. B tang. ¢
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cos. h=cos. B sen. ¢
cos. c=cos. U sen. b

cos, A=——cot. b cot. ¢

Angulos anxiliares:

Los 4ngulos en funcion de los lados:
p=% (a+hb+c)

[sen. (p—b) sen. (p—¢)
sen. b sen. ¢

sen.} A—

©08.3 A=J""§.ﬁ§en. c

lsen. (p—") sen. (p—c)
tang. 3 A:J sen. p sen. (p—a)

| sen. p sen. (p—a)
cot. 3 A= Jm sen. [p—o)

Los lados en funcion de los dngulos:
P=} (A+B+0)

—cos. P cos. (P-dA)
sen. a’-a_J aen. Boen: 0.

lcos.(P—B) cos.(P—C)
cos, # a= J' sen. B sen. C

I ——cos. P cos. (P—A)

tang.3 5=Jcos.(1’—B) ok ey e el

lcos. (P—B) cos.(P—C)
. cob. 8= J —cos. P cos. (P—A)
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1d del exceso esférico: e=A4+B+C—180°=2P—180%

3 e=P—90°
P=1 £+90°

sen-%a=qun'% &sen.(A—3 &) 31y
1 R

sen. BB sen.C

Bos, %ﬂ%sen. (B—% &) sen. (0—% o)
) seiii i (82)

tang. 1a—

cot, 2 3 A=y

sen. B sen. O

J sen.3 € sen. (A—4% @)
sen(B—} &) sen. (C—% &) "°

lsen. (B—3 &) sen. (C—3 ¢)

sen. 5 € sen. (A—3 @)

Formulas de Delambre:

gen. 2 (A+B)

cos. 3 (a—b)

1

cos. 3 C

sen. 3 (A—B)_

cus. 4 ¢

sen. (a——b)

8 50

Ccos. 2 (A-Hg):

£€ll. 3 c

cos, 3 (1-4b)

sen. 3 U

cos. 1 (A—B)__

cos. ke

sen. 3 (l-i—h)

sen. 3 C

Analogias de Neper:

sen. lc

tang. 3 (A+B)—cot, 0 2% 2 (1)

Cc0s, 2 (l_f_h}

tang. 4 [A——B]=cot, 1 ¢ 2 2 [a—b] [40}
....... 0}

sen. 4 [a-FbY

tang. § [a+b]—tang. } oL
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1 3 (A-B) |
tang. 3 (a——b)_.tang 3 e® = i(A-{—B e (42)
Euxceso esférico en sancion de dos lados y el gngulo que £
ot 5:@‘_%_1_,
o gen. G

1d en funcion de tres lados y un angulo:

gen. O
sen. 18-—__——-—800.%'480
G0S. % C

1d en fupcion de los tres lados:
tg. & 3"‘\/t3§ 3P tg 1 (p—2) L -2 L (p—b) tg.3 (
En el trisngulo equilitero:

1
tg 2

Txceso estérico en fancion de los tres lados:
e —————'—_—_.————"_-_,_4—"_'. e
a/sen. p sen. (p—#) sen. (p—") sen. (p—e)
e e

Se=——
2 cos. '3 & €os. L beos. Fe i

-~

Resolucion de los tridngulos oblicudngulos.

1. Conociendo @, by ¢
=1 (a+b+o)

ISst i—=h} &

isen. (p—b) sen- (p—=)

g R ASS It s o o g
S gen. p sed. (p—2)

2 B [sen. (p—n) sen. {prcs
ang: 2 J sem. p sen. (p—b)

O = =)
.,d'll” 3 J sen. p 8 8€11. (p——C‘)

s necesario tener: a+b+c<B60% a<b+c;

orman?

a>h—¢.
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II. Conociendo A, By C
3 ¢=% (A+B+0C)—90°

Cangd ™ sen 3 esen. (A—3 ¢)
JSBI]. (B—} €) sen. (U—% ¢)

tang. } b= | sen. 2 & sen. (B=1 &)
] :2 _"J.wn. (A—32 ¢) sen. (C—4 &)

4 i sen. 4 —
tang, 1 c= |— 1 & sen. (C—1 ¢)
2 Jsen. (A—3 ¢) sen. (B--4% &)

Es necesarig tener: £<360° A, ByC>ie

IIL Conociendo a, by C

tang. 3 (A+B)=cot. 1 ¢ 2™ z (a—b)
_ ) A (?i+—ln""""(3.9)

tang. 4 (A—B)=cot, § 05"~ 2 (3—D)
o et e [40]
Sia>b A=4§ (A +B)+} (A—B)
B=}(A+B)--} (A—B)
sen. C sen. a__sen. Csen. b
gen. A sen. B

0 bien tang. 1 c— tang. 4 (a+Db) cos. 3 (A-4-B)
cos, 3 (A—B)

8en, ¢=

Es necesario que a, by 0<180°
IV. Conociendo A, By ¢

tang. 3 (a+b)=tang. § c

gen. 4 (A—B
anp b SR (42

tang. 3 (a—b)=tang. 4 ¢
sent. 2 (A-+B) )
Si A>B a=-3 (a+h)43 (a—b)
b=% (a-+b)—-1 (a—Db)

sen, c een. A __ gen. ¢ sen. B
gen. a sen, b

sen, C=

hY

%33

ot } O t20EE (A+B) cos (2D}
cos. 4 (a—Db)

Es necesario que A, Byc<180°

V. Conociendoa, b y B

gen. b sen. A
g}

gen. B= ;
sen. &

_tang.3 (A+B) cos.} (a+h)_tang.d (A_p)’ﬁ.% (a+b)
cos. = (a—b) gen. 4 (a-&b) .

cot.z C
tang. 4 c:tang.é (a+b) cos.3 (A+ B)ztang.% (a—Db) sen. 3 (A+B)
¢ cos. (A—B) sen. 3 (A—B)

o 6 si tiene una 6 dos resoluciones,

t.4 C y tang.} ¢ han de ser

Para saber si el problema es posibl
<a ha deser B<A.

debe tenerse gen.B igual 6 menor que 1, co
positivas; cuando b>a ha deser B>Ay cuando &
VI, Conociendo A, Bya
sen. B sen. a
gen. A
tang.} Cztang.% (a+Db)cos.3 (A+B)_tang. 1(a—b) sen.§ (A+B)
; cos.3 (A—B) sen. 3 (A—B)

gen. b=

L~ tang.3 (A+B)cos. (a +b)_tang.} (A—B) sen.3 (a-+b)
cot, 3 = _ﬁ____——i-______;-————-__;_.———,l___._.——- L
cos. 3 (a—Db) sen.2 (a—b)

Para saber si el problema es posible 6 si tiene una 6 dos soluciones,
debe tenerse sen.b igual 6 menor que 1; tang.} ¢ y cot.3 C positivas;
cuando B>A ha de ser 6>a, ¥ cuando B<A ha de ser d<e.

Superficie de un tridogulo esférico:
e=A+B+C—180°
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log. cot. 2 C 1¢481 0883

95.— Conociendo 1 adas de tres puntos situados en la su-
log. cos. 2 (a=h).... 9999 8415 §95.—Conociendo las coordenaa 7

S i perficie de la esfera, calcular la superficie del tridngulo que tiene por
A - vértice esos tres puntos. S
o IO e e ‘ Conforme 4 lo explicado en el pirrafo anterior se determinara en gra-
log. tang. 3 (A+B).. T1°993 6264 I dos la magnitud de los arcos que separan un punto d? 01?1;9: ‘Y una vez
2(A+B).. 89°—25'—6" 92 conocidos los tres lados del tridngulo esférico, bastara ca cug;r Isu su-
perficie en funcion de los lados para resolver el problema. (892 I)
tang. 3 (A—B)=cot, 1 C gen, % (a—h)
sen. 3 (a+b)

log. cot. 2 C 14481 0883 Tabla de las principales formulas usadas en Trignnometris*_@férica.
log. sen. 1 (a—b).... 8431 5330 G

9912 6213 . s :
log. sen. 2 (a+b).... 9978 4873 Longitud del arco @® en unidades lineales:

log. tang. (A—B)...  9'934 1340 ' |  mral
1 (A—B)... 40°—40°—18” 35 T g

A=; (A+B)+1 (A—B)=130°"— 5'—25" -27 i fot )
B=% (A+B)—}§ (A—B)— 48°—44" 48" -57 Tringulo esiérico: :;Eﬁi
; a+b+e<360
a< 180
A1+ B+C>2 rectos
sen. o— fen- C sen. a ‘ sen, o—Sen. Csen. b A B Ot ralon
sen. A | sen. B

Para calcular el valor de ¢ haremos uso de las f6rmulas:

8819 4632 vBen. € iliia. 8819 4682 j gi a—b tendremos: A=B
9982 0993 . sen. 9:974 5253 . si a>b  tendremos: A>B

18801 5675 18793 9934 A
log. sen. A 9883 6784 || log. sen. 9876 1043 : {4 Tigople AU lomenRTs

log. sen. c......... 8917 8891 || log. 8917 8891 —180°—A A=180°—a
0=4°"—44'—52" 73 t c=4"——44'_ 52" 73 | b'—180°--B B'=180°=b

¢ —180°-—C" ’—=180°—¢

Una vez conocido el lado ¢ en grados, podemos determinar su mag-
nitud en kilometros por medio de la férmnla;

Relacion entre tres lados y un éingulo.

e 1000 e

’ | : cog, a=C08. b €OS. ¢+ Fen. b sen. @ cos. £

cos. b==cos. a cog, ¢+sen. a sen. © COs.

7. 1000471798 Ko

sustitoyendo: —597 cyns

. 9

C

cos. c==cos8. & cos. bsen. a sen. b cos.
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Relacion entre dos lados y los dngulos opuestos.

gen. a__sen. b sen. e @)
sen. C

Relacion entre dos lados, el Angulo que forma y el dngulo opuesto 4

uno de ellos.

cot.a sen.b—cot. A sen.C=cos.b co0s.C
cob.b sen.a—cob. B sen.C=cos.a co0s.C
cot.b sen.c—cot. B sen. A==cos.c cos. A
cot.c sen.b—cot. C sen. A—cos.b cos. A

cot.c sen.a—cot. C gen.B=ecos.a cos.B

cot.a sen.c—cot. A sen. B—cos.c cos.B |

Relacion entre un lado y los tres dngulos

cos. A——co8.B cos.C +sen.B sen.C cos.a )

cos. B=—cos. A cos.C +sen. A sen.C cos.b }
|

cos.C=—cos. A cos. B+sen.A sen.B cos.c |

Férmulas de los tridngulos rectdngnlos.

Hipotenusa y dos lados:
GO A==CORM @ONIC L o T (5)

Hipotenusa, un lado y el déngulo opuesto:

sen. b=sen. a sen, B )
gen. c—scn. a sen. C
Hipotenusa, un lado y el édngule que forman:

tang.-b=tang. a cos. ()
1

‘f “ ke
tang. c=tang. a cos. B}
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Dos lados y el 4ngulo opuesto 4 uno de ellos.

tang. b=sen. ¢ tang. B)

tang. c=sen. b tang. C
Dos angulos y el lado opuesto 4 uno de ellos:

co8, B—cos. b sen. C

cos. U=cos. ¢ sen. B
La hipotenusa y los dos dngulos:
cos. a=—cobt. B cot, C

I hipotenusa y los dos lados:

tang. §c=+ V’tatug. 1 (a—b) tang. 4 (a+b)
tang. 2 b=+ A/tang. 3 (a—c) tang. & (a+c)

La hipotenusa, un lado y el dngulo opuesto:

/!

0 ltang.3 (B+b) A ltang.3 (C+o)
ang. (45°+2 a +Jtm1g 5 (B b) Jr&u:lg.% (C—c)

[tang. 2 (x4 1) |
tang. (45" +4 B)= 1 [iuug 510

[tang. i(&+i‘) :
tang. (45°+3 O)= +\] T

tang. 3
¥ hipotenusa, un lado y el 4ngulo que forman:

L |sen. _(aﬁf))]
tang. z C=+ JET (a+Db) 1

tang, § B= +Jﬁa‘;‘ (d, Fe)

a1




