GNOMONIQUE ANALYTIQUE.

FORMULES

POUR TRACER: LES LIGNES HORAIRES.

T. SUR UNE SURFACE PLANE:.

- Sur les plans de I'horizon, du premier vertical, du méridien, et
ceus qui lear sont paraliéles. :

Je prends pour plans rectangulaires coordonnés les
plans du méridien, de 'horizon et du premier vertical : e
méridien est le plan des 2z, le premier vertical celui des yz,
et I'horizon est le plan des xy. Pour éviter toute confusion
dans les signes, je considérerai les coordonnées comme po-
sitives dans l'angle triédre supérieur, occidental et méri-
dional. D’aprés cela, Péquation d'un cercle horaire, ou

plutdt de son plan, est :

zsinL 4 ycotAH 4 z cosL = o-

L est la latitude, et AH est Uangle horaire, ou l'angle
que le cercle horaire fait avec le méridien. On fera tang et
cotAH positifs du coté des y négatifs, et négatifs du coté
des y positifs; ce qui revient a considérer ’angle horaire
comme positif dans la partie orientale, et comme négatif
dans la partie occidentale.

1° L'équation du plan de 'horizen étant z=o, I'in-

tersection’ du cercle horaire avec I'horizon aura pour

équation :
y = — asinLtang AH;

cest la formule pour un -cadran solaire horizontal. Cette
formule est, comme on voit, I'équation d'unc ligne droite

GNOMONIQUE ANALYTIQUE. 67
i :
passant par l'origine, et faisant avee la méridienne un
angle v, dont la tangente est sinT, tang AH. Ainsi
_ tange — sinL tang AH.
o 1s . = . . :

2- .L équation du premier vertical étant x — 0, I'inter-
section du cercle horaire ayec ce plan aura pour équation
¥ =—1zcosL taﬁ
d’on ; Sl

tange — cosL tang AH ;
c’est la formul \ i

: e pour un cadran solaire vertical sans décli-
naison. i ;

» 0 b ] ; . , - - :

3' L’équation du plan du méridien étant y = o, l'inter-
seetion des cercles horaires avec ce plan a pour équation

#8mL+ 2z cos, = o;

c’est I'équation de I'axe du monde; c’est-a-dire que toutes

les lignes horaires se réduisent sur ce plan au seul axe qui

est la section commune de tous les cercles horaires
s - 3 g
4° L'équation d'un plan paralléle au méridien étant
Py

Uintersecti i
; on des cercles horair
: - es avec ce plan aura
équation ‘ 5 i
o @ cot
T=—zcotL = — AH;
sinLL
3
. :
e’st-dI.a formule pour les cadrans verticaux paralléles an
; ; ; !
meridien : o est la distance horizontale du style au plan. Si
i : ; : : J % : gi
IIar le pied de 1a tringle perpendiculaire au plan qui porte
lf,StYkE ondtrace sur ce plan une droite paralléle au style,
equation de cette droi : i i
g Lisk > drotlesera 1= — z colL; evsi parle
¢ point on mene sur le plan une verticale, ce sera sur
: ” el ;
cette verticale qu'il faudra prendre la quantité — "_mtAH
3 " . e : sin L
par 1es points ainsi trouvés on menera les lignes horaires
parallélement a la premiére droite. '

7

5.
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Sidans la premiére formule on fait L=o, il vienty = o,
équation de I'axe des x. Toutes les lignes horaires se ré-
duisent done i cet axe, qui est alors I'axe du monde.

5° L’équation d'un plan paralléle i I'horizon étant

z,:i?i,

I'intersection des cercles horaires avec ce plan aura pour
équation
zsinL + y cotAH == § cosL = o3
et a cause de sin. = o, et de cosL =1, cette équation se
réduit a :
= = BtangAH;

c'est 1a formule pour les cadrans horizontaux a équateur.

Si dans la deuxiéme formule ci-dessus on fait L = go°,
il vient y —o, qui est ici Péquation de PPaxe des z : clest

que cet axe coincide alors avec ’axe du monde, et qu'il ne -

pent y avoir d'autre ligne horaire sur le plan du premier
vertical, pour lequel on peut prendre tout plan vertical
que]crmque passant par ‘cel axe. :

6° L’équation d'un plan paralléle au premier vertical

étant
e i"? )

I'intersection des cercles horaires avec ce plan aura pour
équation _
tysinLi 4 ycotAH +4-zcosL. =03

et a cause de sinLi=1, et cosL = oy, celte équation se
réduit 2 ;
) y==o=7tangAH;
c’est la formule pour les cadrans verticaux aux poles de la
terre.
Sur un plan vertical avec déclinaison.

° En appelant D la déclinaison d’un plan vertieal, ¢lest-
7 Pl P )
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a-dire P'angle qu’il fait avec le premier vertical, en allant

d’occident en orient et passant par le sud, I'"équation de ce

plan sera :
zcosD — ysinD —=o.

En combinant cette équation avec celle des cercles ho-

raires, on arriverait a des équations appartenant aux pro-
_jections des intersections de ces plans ; mais il faut avoir les
intersections elles-mémes sur le plan donné. Je prends donc
ce plan pour celui des y' 2’5 un vertical perpendiculaire &
celui-la sera:le plan des x'z’, et le plan de I'horizon sera
celui des y'z’. Les formules pour la transformation des -
coordonnées seront ici

z=y'sinD —&' cosD et ¥y =u'smD -5 cosD.

L’équation des cercles horaires devient, au moyen de cetie
transformation,

#’(sinD cotAH — cosD sinL)
+ ' (sinDsinL - cosD cot AH) +4- 2 cosL = o.

L’équation du plan vertical donné étant alors x’= o, Pin-
tersection cherchée a pour son équation

e 'z, cosL i
e sinD sinL -}~ cosD cotAH’

c'est la formule pour les plans verticaux déclinants, c’est

P’équation d’une droite qui fait avec I'axe des 2/, ou la mé-

ridienne verticale, un angle v dont la tangente est exprimée
pa[‘ y
: cos L, ;

smD sinL - cosD cotAH’

par conséquent,
: cosDcotAH

coto = sinD tangL - ol

Pour avoir'la déelinaison D ‘du plan, on plantera une
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verge de fer bien perpendiculairement au plan, on marquera
sur ce plan Pextrémité de son ombre, au moment ou le so-
leil est arrivé au méridien : on fera passer une verticale par
ce point, qui rencontrera quelque part P’horizontale mencée
par le picd de la verge, Mesurant ensuite exactement celte
portion /' de la ligne horizontale, et la longneur Z de la

verge métallique, on dira
[J‘
i A8 1:tangD:—l~-

Pour trouver sur la méridienne le point ot le style doit
étre planté, en appelant d la distance de ce point a I'inter-
section de la méridienne par I’horizontale, et ' la distance
de la méme intersection 2 Uextrémité antérieure de la verge,
on aura

d'idiy1itangl, dou. d=d' tangL.

Le point central trouvé, on y fixera le style, en I'appuyant,
comme on a dit, sur le bout de la tringle perpendiculaire
au plan; et ce méme point sera aussi origine de toutes les
lignes horaires.

Sur un plan incliné du nord au sud, ou réciproquemént_.

8° Considérons maintenant des plans passant par Paxe
du méridien, et inclinés & I'horizon d’une certaine quan-
tité, comptée en allant du sud au nord et passant par le
zénith; Véquation de ces plans sera

zsinl — zcosI — 0.

Cette équation, combinée avec les cercles horaires, ne
nous donnerait que les projections des intersections. On
aura ces intersections elles-mémes par une {ransformation
semblable a la précédente. Le. plan donné étant pris pour
celui des &'y, et les 2’ de méme que les 2’ éfant toujours
situés sur le plan du méridien, on a ici pour les formules
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de ‘transformation, '
z—a'cosI — 2’ sinl et z= a'sinl-z" cosl.
>z » l » ¥
L’équation des cercles horaires devient, par le moyen de ces
valeurs, ;
2! [cosEsinL ~+ sinTcosL) -+ 7' cotAH
~+ &’ (cosT'cosL — sinTsinL) —o.-

L’équation du plan incliné étant z'= o, celle de son inter-
section avec le cercle horaire devient :

- yY'=—2a'sin(L +T)tangAH;
c’est la formule pour les plans inclinés que nous considé-
rons ici.

Lorsque I est le complémentde L, sin (L+1)=1, et
notre équation est alors

y=—2 taﬁgAH;
foemule pour le cadran équatorial, le plan incliné coinci-
dant alors avec le plan de I'équateur.

Lorsque I change de signe, et devient égal & L, il vient
¥!'==0;le plan est alors dirigé vers le pole, et passe par I'axe
du monde. Dans cette position, il n’y a pas sur ce plan
d’autre ligne horaire que cet axe; mais si I'on concoit un
plan paralléle a celui-la, et dont I'équation soit z'= = J, |
P'équation de I'intersection sera

y' ==EdtangAH;

; .
cest la formule pour les cadrans polaires.

Sur un plan incliné de l'est a Pouest, ou réciproqueinent.

g° Voyons de méme ce qui a lien pour les plans passant
par 'axe du premier vertical, et appelons A I'angle qu’ils
font avec le plan du méridien, positif dans la partie occi-
dentale, négatif dans la partie orientale. Pour un angle qui
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va du positif au négatif en passant par zéro, le cosinus
demeure positif, et le sinus passe du positif an négatif.
L'équation générale de ces plans est ;

yeosA —zsinA=o.

11 faut encore ici transformer I'équation des cercles horaires.
Enprenant le plan donné pour celui des 2’ z/, et comptant
les ' et les 2’ sur le plan du premier vertical, les formules
de transformation seront

y—=y cosA+2sinA et 2= z' cosA — y' sinA.

L'équation des cercles horaires devient, au moyen de ces
valeurs, ; : s
2’ sinL—+ 7 (cos A'cotAH — sinA cosL)
47 (sinA cot AH - cosA cosL) = o,

et équation du plan étant alors y' = o, celle de Pintersec-
tion .des cercles horaires avec ce plan sera
: i sinL
= - 3
cosA eosL —+ sinA cotAH

c'est la formule pour les plans abaissés que I'on a considé-

vés ici. Cette équation est celle d'une ligne droite mence
par Vorigine ou le centre, et faisant avec I'axe des ', ou
la méridienne horizontale, un angle v dont la tangente est
sinL
cosA cosL - sinA cotAH X

par conséquent,

sinA cotAH
sinL

cote — cosA cotL -

Pour trouver inclinaison I d’un plan sur Phorizon, il
faut encore fixer une verge droite perpendiculaivement au
plan, et de son extrémité 1aisser tomber un fil 3 plomb
jusqu’a la rencontre du plan: De ce point de rencontre on
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ménera au pied de la verge une droite a, que I’on mesurera
avec soin 3 on mesurera de méme la longueur I dela verge,
et 'on fera :

a
ltazinstangl=_.

On aura de méme I’angle A, que font avec le plan du méri-
dien les plans-passant par I'axe du premier vertical ; mais, ;
dans ce cas, le dernier terme de la proportion est la cotan-
gente de I'angle d’abaissement :

St
COtA = —-
i I

Sur un plan déclinant et incliné dune maniére quelcongue.

10°' Soit enfin un plan quelconque passant toujours par
I'origine des coordonnées, et faisant avec le premier vertical
un angle D', et avec I'horizon un angle I. L'équation de ce
plan sera

xcosD' - _y\fsinzl)’ — cos?’L -+ zcosl = o.

En traitant cette équation avec celle des cercles horaires,
nous n’aurions que les projections des intersections cher-
chées. 11 faut done encore ici faire une transformation. Je
 prends le plan donné pour celui des x'z, par exemple, les
axes de ces variables pouvant étre situés comme on voudra
sur ce*plan. Pour plus de simplicité, je choisis pour axe
des «' la trace de ce plan sur le plan des xy, et jappelle ¢
I'angle que cette trace fait avec I'axe des x. I étant toujours
I'inclinaison du plan donné sur le plan de horizon, on
a pour la iransformation des coordonnées les formules
connues :
z =12 sinl 4-y cosI,

y =a'sing -+ 7 sinl cosé — 2" cosl.coso

&= a’ cosg — ' sinlsing 4z’ cosIsing.

¥
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En substituant ces valeurs dans Péquation des cercles ho-
raires, ils seront rapportés aux nouveaux axes; et en fai-
“sant y' = o, qui est I'"équation de notre plan, on aura leurs
intersections avec le plan donné. Ces intersections ont donc
pour équation

. €05y sinL, + siny cotAH i

sinl eosL - sing cosI sinL — cosI cosgcotAH

Z ==

c'est la formule pour un plan quelconque : mais ici I'axe

des 2’ n’est pas la méridienne da plan, ni méme en général

P'une des lignes horaires qu’on est dans ’usage de tracer sur

les cadrans solaires. Mais on obtiendra facilement la di=

rection de cette méridienne, en faisant dans ’équation pré-

cédente T'angle horaire égal 4 zéro : en eflet, I'équation 'se

réduit alors 2 ,
ro siny :

coslcosg

équation qui appartiént a la méridienne demandée.

La formule générale qu’on vient de trouver peut se véri-
fier facilement : en donnant aux angles I et ¢ des valeurs
convenables, on ¥ retrouve toutes les formules obtennes
précédemment. :

On peut, dans cette formule, 4 angle ¢ substituer celui
qu'on a désigné parD’. On trouve facilement le rapport de
ces angles, en cherchant la trace du plan douné'sur le plan
de 'horizon, et I'on conclut de la qug

_ ysin?D — cos?]

CoOS — —————
: sinT’

En substituant ces valeurs dans la formule, elle devient

&' (sinL y/sin? D’ — cos*I + cosD cotAH)
in’l cosL sD’
+z,[ sin*]l cosL 24— ¢cosD

SRR P
— cosT cot AL /sin* D' — cos?] |

-
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17angle D' n’est pas la méme chose que la déelinaison D
car, aprés avoir fait tourner un plan sur I'axe des z, ce qui
2 . o . < 79 . . . v
Jui donne unc certaine déclinaison, si 'on vient a H]Ch‘n(ﬂ
ce plan, Vangle D’ qu’il fait alors avec le premier vertieal
n’est plus le méme que celui qu'il faisait auparavant: mais
i1 est facile de voir que ce nouvel angle dépend de la déeli-
naison D et de I'inclinaison I. On trouve que

cosD' = cosD sinl.

En substituantdans la formule, on a

' (sinLsinD —+ cosD cotAH)
: -.f—'z’ (sinL'cosL 4 cosIsinLcosD — cosIsinD cotAH) = o

Telle est la fc;rmule pour les intersections _des cercles h({-
raires avec un plan incliné et déclinant quelconque; mais
Vaxe des x' est toujours la trace de ce plai sur le ']_:-lan
horizontal. Au resie, on peut encore rapporter les lignes
horaires & la méridienne du plan, en se rappelant que cctte
méridienne a pour équation :

sing
cosIcoso’

s

ey

et faisant usage des valeurs trouvees ci-dessus, pour 51’an
et cosg, lesquelles se réduisent 4 cosD et sinD, lorsqu'on

- - - . " ¥ - ur
 substitue D 2 D, on aainsi, en prenant la méridienne po
"
X

I'axe des -
z" (cosLsinL - cosD sinl cosL)
, [ sinIsinD (cosIcosL — sinIsinL cosD}] S
ek —cotAH (1 — sin?1sin?D)

Ceite formule donne la direction des lignes horalresrl.cflia-
O 2 ~
tivement & la méridienne ‘du plan, et Von pentla yerifier

comme les précédentes.
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II. SUR UNE SURFACE COURBE.
Sur la surface de la sphére,

11° Passons maintenant 2 la recherche des intersections
des cercles horaires avec une surface courbe donnée, et
commencons par la surface sphérique. Sile rayon est donné,
et que Vorigine soit placée au centre de la sphére, 'équa-
tion de cette surface est dans ce cas

z.2+lrz+52=r?'

En combinant cette équation avec celledes cercles horaires,
on trouve des equauons qu1 appartlennent aux pro]ecnons
de ces intersections, projections que 'on reconnait facile-
ment pour étre en général des ellipses. Quant aux intersec-
tions elles-mémes, il est facile de voir qu’elles sont des cir-
conférences de grands cercles, distribués autour de la sphére,
de la méme manicre que les cercles horaires le sont dans le
ciel. C’est 1a tout ce que 'on peut dire au sujet de la surface
sphérique située comme on a dit; nous n’examinerons au-
cune autre position de cette surface, et nous allons passer
~ de suite a la considération de la surface cylindrique.

Sur la surface du oylindre droit géométrique.

12"-‘ Le rayon de la surface cylindrique étant r, et I'axe
de cette surface passant par lorlgme, son équation est,
comme on salt

2t (b +41) +° (@* +1)
22 (a4 b*) — 2abzy — 2az0 — 2byz = r? (a*+ b*4-1),
ou
(bz—ay) +(z—az)+(y — bz} = r* (4 6 4-1):

Supposons d’abord que 1'axe du cylindre coincide avec
PP q 3
Yr ol ’
'axe des z; dans ce cas, @ =— o et b= o. et l'éqnation pré-
2 3 9 =
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cédente devient ' J
A g =t

En combinant cette équation avec celle des cercles ho-
raires, on ne trouve que les projections des intersections,
projections qui sont en général des ellipses. On peut déter-
miner ces mémes intersections dans Jeur plan, et 'on trouve
encore qu’elles sont généralement des courbes de la méme
espéce; mais il sagit de tracer ces courbes sur la surface du
cylindre, et il faut pour cela. chercher différents Po:mts de
leur cours.

Si 'on congoit qu’on ait fait passer au travers du cylindr_e
et par son axe un style dirigé vers les péles, il est facile de
voir que toutes les lignes horaires devront passér par les
deux pomts on e style pénétre dans la surface cylindrique.
De plus, si T'on fait passer par I'axe du cylindre une suite
de plans verticaux, ayant tous les degres possibles de décli-
naison, tous ces plans couperont la surface cylindrique sui-
vant des droites verticales, paralleles a I'axe des z, et dont

les équations seront

& =rsinD, y=rcosD.

La rencontre de ces droites avec les plansdes cercles horaires
se trouve en substituant ces valeurs dans les equauons de
ceux-ci, et il vient ainsi

rsinDsinL +rcosD cotAH -+zcosL = o,

d’oti V'on tire : :

sinD sinL 4+ cosD cotAH
cosL

R —

.

On a donc ainsi les trois coordonnées des points de ren-
contre de l'intersection du plan vertical avec celle du cercle
horaire; mais, comme ces points se trouvent sur une sar-
face donnée, et sur des droites dont la position est connue,
c'est la valeur seule de z qui doit ici nous intéresser. Cette




