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N. B.—Para conocer el signo que debe de tener el radical 3/z confrontado con el
binomio a=1/5, deber4 elevarse 4 la tercera potencia (y==1/z) ¥k

EJEMPLOS.

39. Sean los binomios 7+5 /3, —7=1/—2 (1) cuya raiz clbica se busca.
Para el primer binomio se tiene:
a=T Vb=51/2,
luego
a’*—b

h*

serd un cubo perfecto, tomando A=1; lo que dari:
Slaf—p
ol
La ecuacion (38) serd en nuestro caso

¥4 i=0

y admite, como es ficil verificarlo, una raiz racional igual 4 1 (2); el valor y=1 con-
duce 4 2=y’ — K =2, y la raiz ctbica de 7=+5 /2, serd:

(y£1/2) Ph=1=12
40. En cuanto al segundo binomio: — 5=/ —2, se tendré:

a=—25, Vhi=1y—=2, a*—b=2T
y suponiendo

La ecuacion (38) seré:

que admite el valor racional y=1, el cual produce:

z=y'—K=—2,
luego s : il
(yt]/z) ﬁ’ﬁ:1i1/—2

(1) Véase Capitulo XVT, ecuaciones de 8% y 4° grados, Parte II.
(%) En el Capitulo X VI, ecuaciones de 3% y 42 grados, se explica el modo de determinar sus rafces; por ahora
s6lo nos conformamos con verificar que 1 es rafz.

CAPITULO IV.

ANALISIS COMBINATORIO.

Ordenaciones, permutaciones y combinaciones.—Formula del binomio de Newton.—Elevacién & poténcias ¥ ex-
traccion de rafces de los polinomios.—Aplicaeiones.— Tridngulo aritmético de Pascal.— Numeros figurados.—
Aplicaciones,—BSuma de las Pilas de Balas, 1

41.— Para formar la potencia de un binomio, debemos antes entrar en detalles res-
pecto 4 una cuestion que tiene numerosas aplicaciones y pasamos.4 estudiar: la teoria
del andlisis combinatorio.

42. Ordenaciones. Supongamos varias letras, objetos 6 elementos: a, b, c.......
las tomamos de dos en dos, de todas las maneras posibles, de suerte que cada grupo de

. dos letras difiera de los otros, ya por las letras que lo componen, ya por el orden en que

se hallan escritas, formaremos las ordenaciones dos d dos de las letras dadas.

Esta explicacion hace comprender el significado de ordenaciones tres d tres, cuatro 6
cuatro, ete.

43. Combinaciones. Cuando entre las ordenaciones n 4 n 86lo se conservan las que
difieran entre si por una ¢ varias letras, los agrupamientos obtenidos asi se denominan
productos 6 combinaciones, por ejemplo ab y ba; abe, cba, cab, ete., no forman respec-
tivamente sino una sola combinacion.

44. Permutaciones. Después de haber colocado varias letras unas al lado de otras,
si cambian de orden de todos los modos posibles, se obtendrin sus permutaciones.

45. Definidas estas tres disposiciones, se presenta naturalmente este problema:

Dados m objetos 6 elementos: a, b, ¢ hallar el wivmero de sus ordenaciones y combina-
ciones 1 d n y el de sus permutaciones. ;

En cuanto 4 las ordenaciones se proceders asi:

Si al lado de la primera letra a, de las m dadas: a, b, ¢... ge colocan las restantes
en numero de m— 1, se obtienen (m—1) resultados:

ab, ac, ad, ae, af,

Si 4 continuacion de b colocamos las (m—1) letras restantes, se obtienen (m—1)

resultados:
ba, be, bd, be, bf,
Alg, Sup.—7
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Haciendo lo mismo con ¢, d, e, f......... tendremos (m—1) resultados, proviniendo
de cada letra, pero como son m letras, serdn m (m—1) resu}tados.
Designando por 07 el niimero de ordenaciones de m cantidades dos ¢ dos:

p=m(m—1) (39)

Si 4 continuacién de los resultados binarios se van colocando las m — 2 letras que no
entran en ellos, se tendré:
0r=m(m—1)(m—2)
Anilogamente:
0r=m(m—1)(m—2)(m—3)

[m—(n—1)]

Finalmente;
Suponiendo

ge determinan
0z, 0%, 0%, .

46. Puede resolverse este problema de otro modo, por un procedlm}ento inverso.
Supongamos ya formado el niimero de ordenaciones de m objetos n—1 4 n—1, es de-
e 025 : o

Cada una de estas ordenaciones puesta delante de cada uno de los objetos que restar
en ntimero de m—(n— 1), constituye otras tantas ordenaciones n 4 n diversas entre si,
ya por el ultimo objeto, ya por los primeros n— 1 objetos que correspoilden 4 las orde-
naciones un grado menores y que son, €n todo 6 en parte, diversos 6 dlveria.mente ¢o-

i el niimero total de ordenaciones de m objetos n a n
locados, de donde se concluird que

gera:
[m—(n—1)]05 =07

Sustituyendo por n: n—1,n—2, n—3, ...oey 2, resultard:

0" =07 ., (m—n-2)

0" _,=0r ;(m—n-43)

0r=07(m—1)=m(m—1)

que sustituidas unas en otras dan:

(m—n-+2)(m—n-+1)
que es 1a hallada por el método anterior.

Suponiendo m=m, el dltimo factor es 1, el pemiltimo 2, el antepentltimo 3, ete.,

luego:
3 0r=m(m—1)........ 8.2.1

0 bien:

Pero el niimero de ordenaciones de m objetos m 4 m, definimos que es el nlimero de
sus permutaciones; luego:

P,=123 ..cccccoe (m=1) m=|{m=m! (41)
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~ 47. Los modernos analistas llaman 4 este producto factorial y 1o representan ( franceses.
italianos ete.) asi: m/ 6 bien (ingleses, americanos, ete.) asi: |m, que se lee factorial de m,

Vandermonde llama en general factorial 4 un producto limitado de factores en pro-
gresion geométriea. OV ATAHN TN L)

48. Puede hallarse esta formula (41) como sigue: con dos letras s6lo pueden formarse
dos permutaciones; con tres, colocando después de cada letra las permutaciones de las
otras dos, se forman 2.3, etc.; con m letras: 1.2.8......... m.

49. Recordando lo que son combinaciones, deducimos que como s6lo deben tomarse
en cuenta los resultados que difieran entre si por una 6 varias letras, entre las ordena-
ciones de m letras n 4 n, es claro que cada combinacién de n letras debe estar repetida
tantas veces cuantas permutaciones posibles hay entre las n letras de este resultado. Liie-
go dividiendo el ntimero total de ordenaciones de m letras n 4 n, entre el de permuta-
ciones, el niimero de combinaciones sers llaméndolo C?:

Gz 08 _m(n=1) ... [n—(n=1)] i
Pn ].2.3..;...1’1

suponiendo n=2, 3, 4, se determinarin:

G, R o
que valen:
m(m—1)
1.2
Gp— m(m—1)(m—2)
1.2.3
_m(m—1)(m—2)(m—3)

Op—

Si

En efecto, el nimero de combinaciones de m letras una 4 una, es el de letras.

50. Noras. 1t Siendo esencialmente entero el niimero de combinaciones que pueden
hacerse con cierto nimero de letras, la divisién indicada en la formula (42) es exacta.
Luego un producto de n nimeros enteros es siempre divisible por los n primeros nimeros en-
teros.

2% Multiplicando por

los dos términos de (42), se obtiene una formula equivalente respecto al ntimero de
combinaciones de m objetos n 4 n y que es:

1.238......(m—1)m m!
Gr= =
1.23...nx123......(m—n) nl(m—n)! (39

Ista formula manifiesta que el ntimero de combinaciones de m objetos 7 4 n es igual
al nimero de combinaciones de m objetos m —n & m —mn, pues si en la misma formula
se sustituye m —n en lugar de n, da:

8 R
1.23...... (m—n)x123......n

Crn=

idéntica 4 la hallada para C2.
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3¢ El simbolo O suele designarse por los modernos asi:

- )
y se lee m sobre n.
4¢ De la nota 2* deducimos que cuando el nimero n de letras que forman cada com-
binacion pase de la mitad de m, en vez de calcular C3 hallaremos C7;_,.
Si queremos, por ejemplo, saber ;cudntas combinaciones pueden formarse con 10 canti-
dades tomadas 8 6 82 hallaremos el niimero de sus combinaciones 24 2 y obtendremos:

.

10.9 _ 45

1.2
Suponiendo en la férmula general :

m=10 n=28
resultara:
10.9.8.7.6.5.43 10.9

19345678 12

=45

igual al nlimero anterior.

51. Ordenaciones, permutaciones y combinaciones con repeticion de los objetos con-
siderados, supuestos diversos. I. Hasta ahora hemos supuesto que los objetos considerados no
podian repetirse en los agrupamientos formados.

Admitiendo esta repeticién, el niimero de agrupamientos aumentar4 evidentemente, pues tratan-
dose por ejemplo de tres letras g, b, ¢, es precigo afiadir 4 los agrupamientos:

ab, ac, ba, be, ca, cb
los siguientes:
aa, bb, ce

Para determinar el ntimero total de ordenaciones en este caso, SUPONgamos conocido el niimero
OR™_, de ordenaciones con repeticién de m cantidades, n—1amn—1. Si escribimos & continua-
cién de estas ordenaciones n — 1 4 n— 1, las m letras dadas, se tendrd el mimero de ordenaciones
n a n.

Todas las ordenaciones e oblendrén porque empiezan todas por una cierta ordenacién n—1 4
a—1. Todas serdn distintas, pues difieren por la tltima letra 6 por la ordenacion n—1 & n—1
que las ha originado.

Puede, pues, escribirse:

(OR)F=(OR)¥Xm
haciendo
Sustituyendo unas en ofras las ecuaciones obtenidas, y notando que (OR) 7 =m, resulta:
(ORYe=m" (44)
59, 11, Evidentemente se tendra para el niimero de permutaciones con repeticion:
(PR)Y*=m" (45)
§3. I1I. Si e pide el nimero de combinaciones con repeticién de m letras tomadas n & n, este
niimero sera mayor que el de combinaciones de . letras n & n.

Sean cuatro letras a, b, ¢, d. Sus combinaciones de tres en tres, sin repeticién, son cuatro:

abe, abd, acd, bed;
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Pero traténdose de combinaciones con repeticién, atiadiremos 4 las anteriores las siguientes:

aab, aae, aad,
bba, bbe, bbd,
cea, ceb, ced,
dda, ddb, dde,
aaa, bbb, ccc, ddd,

que son diez y seis, es decir, finalmente veinte combinaciones.

Siupongamos, pues, m objetos que tratan de combinarse con repeticién n 4 2.

Supongamos escritas en forma de tabla sus combinaciones con repeticion cuyo mimero designare-
mos por:

(GR)Z

de consiguiente, como hay tantas agrupaciones 6 combinaciones como expresa el nimero (CR)»y
cada grupo ¢ combinacién se compone de n letras; el nimero total de letras de la tabla sera:

n(CR)%

y siendo m el nimero de letras que entran idénticumente en la tabla, dividiendo el nimero de letras
de 1a tabla entre el ntimero m de letras que se proponen, el cociente expresaria el nimero de veces
que entra cada letra en la tabla. :

Asi pues, designando este cociente por o, se tendré:

o=-—(CR)Z : (46)

m

Para hallar otra expresién del valor de w, procederemos como sigue:

‘Suprimamos, pero una sola vez, 1a letra @, por ejemplo, en todas las combinaciones en las que en-
tra. Las combinaciones asi modificadas, serdn las combinaciones con repeticién de m lefras n—1y
n—1 y su nlimero sera:

(CR)Z
y la letra o entrara en estas combinaciones un niimero de veces expresado por

n—1
m

(CR)%

Pero 1a letra @ se ha suprimido justamente un mimero de veces igual al nimero de combinacio-
nes que resultan de suprimirla, es decir, fantas veces como expresa:

(CR)7-s
luego se fendrd:

P :
w=="=(CR)Z21+ (CR)%

Comparando (46) y (47), resulta:

2 aR)e=2"L (GR)z_, -+ (CR)z,

m m

(

(CR)z =2t (CR)z,
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Haciendo sucesivamente:
n=2,3, 4,00
resulta:

m1

9
=i Je

3
m-+ 3

4

(CR)?
(CR)Z

(GR)?

_l’iﬂj(cﬁ)m

n—1
n :

Sustituyendo unas en otras y recordando que: (CR)J =m, resulta:

(CRN:.(m-i-?l—l)(m-i-n—-Q) ceveenn (M 2) (M4 1) m (19)

54. Comparando esta férmula con la (42), se deduce: que el ndmero de combinaciones con repe-
ticion de m objetos n & n es igual al de combinaciones sin repeticién de m +n— 1 objetos tomados
n G n; luego (parrafo 50, nota 4%):

CGR)m_ Gn1+n—l — (Imtn—1
Ao A =

m—1

85. Multiplicando en la férmula (49) los dos términos por 1.2.8...... m— 1, resulta:

™o (?JI"‘E"?E_'I)!_H|?35+?'E,—1 5
(CR)F= n!(m—1)! __IL_LIE (50)

OsservAcién.—En las combinaciones ordinarias sin repeticién cuyo ntmero es G, n es menor
que m; pero si se trata de combinaciones con repeticion, n puede ser mayor que m.
Por ejemplo, las combinaciones con repeticién de tres letras: g, b, ¢, tomadas de cnatro en cuatro,
seran: :
aabe, aabd, aace, bbae, bbee, ccab,

bbba, bbbe, ceca, ceed,
000, bbbb, eeee,

aaab, acgac,

56. TrorEMA I. Como se tiene:

Gm_l_ 1R (3?1'—1) (?n-—-—l)f
i el

T 12 (m—n)x12 (n—1) e (m—n)!(n—1)!

n—1— (m—1)!
2 (m—n—1)!n!

resulta:

Criteis

o m

~ (m=n)lnt "

(m— 1)’ ( 1 _]__) ml
(m—n—1)!(n—1)!

m—n n
lnego:
Cr=Ciz + Gt (61)

IL. Entre las combinaciones de m objelos n G n, el ntimero de las que encierran p objetos da-
dos es: C=2.

R

bt A e e o o i il s S i

Amnin
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Si en efecto se hacen 4 un lado los p objetos dados, el nimero total de objetos serd
m—p, combinados n—p & n—p dan el numero C77. Ahora bien, si 4 la derecha de
estas combinaciones se colocan los p objetos suprimidos, resultard C; todas las combi-
naciones n 4 7 que contienen estos p objetos. El nimero buscado es, pues, C; 7.

IIL. Entre las combinaciones n G n de m objetos, el niimero de los que no contienen ninguno
de los p objetos designados es Cr=2, :

En efecto, el nimero de objetos que tienen que figurar en las combinaciones es por

hipé6tesis m — p, y como dichas combinaciones gon n 4 n, su nimero serd:
G-

Inferimos de lo anterior que el numero de combinaciones que contienen por lo me-
nos 4 uno de los p objetos designados, es igual 4:

Cn—Cn-?

IV. El wimero de combinaciones de m objetos n ¢ n es igual 4 la suma de los nimeros de
combinaciones n—1 dn—1 dem—1, m—2, m—3, ......, n —1 objetos.
Se tiene (teorema I):
Ca=Ca=1 G2
Ci-'=Gim 4G

(= fizeb 0o

; Gr=G"=!
Sumando ordenadamente:

Cr=Crg+Gri+.....4+0Cr]

relacién que demuestra el teorema.

ORDENACIONES, PERMUTACIONES Y COMBINACIONES DE OBJETOS QUE SE
DIVIDEN EN GRUPOS DE OBJETOS IDENTICOS.

*57. 1. Ordenaciones. Si formadas las ordenaciones de m letras » & n, se suponeh « letras igua-
les 4 a, (3 letras iguales 4 b, efc., ¢cual es el niimero de resultados diversos?

Ante todo, supongamos que solo hay a letras iguales 4 a.

1° Las ordenaciones en que o no entra, son todas diversas, su nimero es el de ordenaciones de
m — ¢ letras n 4 n, es decir:

m—a m—a "
Ow, = Pncﬂ

2% Las ordenaciones en que ¢ entra una vez, son todas diversas, y para conocer su ntimero acudi-
remos 4 las combinaciones correspondientes; quitemos ¢, tendremos las combinaciones de m — «
letrasn—14n—1,

Si en cada una de estas combinaciones permutamos las n letras que entran incluso @, tendremos :

m—ua
PG

7n—1
resultados diversos, 6 bien:

By £
el (517)




