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3° En fin, las ordenaciones en que & entre dos veces, no serdn todas diversas; si quitamos dos
veces a y consideramos las combinaciones correspondientes, seran en nimero de

Mm—-a
C?zu--z

y si permutamos las letras que alli entran, incluso dos veces a, téndremos:
Mm—_a
P n C n—2

resultados no todos diversos, pues permutando las dos-letras @ en cada combinacién no se la cam-
bia, por todo habré pues:
_-?1 m—a
P, n—2
resultados diversos, etc.
El ntmero buscado es en fin:

m—a m~—~—a m—a
C c

C o — i
PH(C:?_“%- ’;]1 4 - ?:EP,_‘E +......+__’17’3_af’__) (51.0;)

Supongamos ahora £ letras iguales 4 b, ademds de las < iguales 4 a.
El término general de la cantidad buscada seré el nimero de ordenaciones en las que « enira ¢
veces y b entra v veces; dicho término general es:

Pn___ m—a—f3
PpPy P—H—

Asi pues, el nimero de resultados buscados es:
¥ P, m—a—f3
P{qu =Y

quedando ¢ y v menores que ¢ y £.
(Laurent.)

%58 Permutaciones. Como sucede con las ordenaciones, el nimero que resulta en este caso es
menor que el que da la férmula del ndmero de permutaciones de m cantidades.
Si se tiene, por ejemplo, las tres letras: @, b, ¢, que producen seis permutaciones:

abe, ach, cab, bae, bea, cha.
Suponiendo b = a, resulta:

aat, ace, caw, aac, aca,
que se reducen 4 fres:
aoc, aco, caa.
Su nimero era:
P;=123;
Tuego:

Lo propio, como hemos dicho, pasa con las ordenaciones y combinaciones.
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Si se trata de tres letras: a, b, ¢, sus ordenaciones dos 4 dos serdn:
ab, ac, ba, be, ca, cb.
Suponiendo & idéntica 4 ¢, estas seis ordenaciones son:

ag, 0c, ad, ac, ca,
~que se reducen 4 fres:
ad, o, Ca,

Si se trata de cinco letras: a, b, ¢, d, e, sus combinaciones, tomandolas ires 4 tres, son;

abe, abd, abe, acd, ace, ade,
bed, bee, bde,
cde,

Suponiendo b=a:
aae, aad, aae, acd, ace, ade,
acd, ace, ade,
cde,

que son siete en lugar de diez.

Eniremos 4 determinar & P nimero de permutaciones distintas entre las permutaciones de m le-
tras si se suponen ¢ iguales 4 a, B4 b, 7 4 ¢, etc.

Supongamos ¢ letras iguales 4 « entre las m letras: a, b, ¢, . y representémoslas por: a,, @,
g cesisg Qg

Formando las permutaciones de las m letras, se obtendrd un nimero P,,.

Sea o el numero de permutaciones distintas obtenidas al suponer « letras iguales 4 .

Si en estas x permutaciones distintas se permutan a,, a,, ¢; , @, sin tocar & las ofras letras,
los resultados serdn idénticos, y como cada una de las letras idénticas es susceptible de Pa permuta-
ciones (que en rigor representan una sola) (*) se ‘deduce que #Pe serd el nimero total de permu-
taciones, se tiene pues:

=P

porque se reproduce asi la tabla de las P,, permutaciones primitivas; luego:

Suponiendo ahora en esas permutaciones # letras iguales 4 , el nimero = de permutaciones dis-
{intas satisfara la relacién: ;
p=z,P i
luego:
= i = L_
Pﬁ Pa Pﬂ
finalmente:
P m!

o B AT I s (517)

59. Combinaciones. Para hallar el nimero de combinaciones de m objetos » 4 n, cuando hay @
objetos distiries iguales con a, f iguales con b, efc., razonaremos asf:

El ntimero de grupos distintos en los que o figura 1 veces y b figura v veces, se oblienen combi-
nando las m — « — 8 objetos distintos, n —p—vadn—p—un

(2) Puesto que a;—=a,=0z= . =g,

Alg. Sup.—8
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Siendo dicho nimero:
C m—a——!’)‘
N—f—7

el nimero C total de combinaciones lo dard la relacién

b T et o (51%)

n—p—v

en la que se hard variar4 pde 0 & @, 4 v de 0 4 §, y se pondré: C2= 0, para valores negativos del
indice p, pues se tiene:
g+v>0=n

(Edugardo Prado, Algebra Superior, pagina 85.)

60. Férmula del binomio de Newton en el caso de un exponente entero y
positivo. El objeto de esta férmula que lleva el nombre de su ilustre inventor, consiste
en formar la potencia de un grado cualquiera de un binomio, sin pasar por las ante-
riores.

Para averiguar la ley que rige la formacién de la potencia m de un binomio y no tro-

pezar con el inconveniente de las reducciones de términos semejantes, tomaremos m
binomios:

(z+a)(z+8)(z+c) (z+h)(z+ k)

cuyo producto vamos & formar,

Si multiplicamos entre si todos los primeros términos de los binomios, resultars:
z‘m

Tomando después los primeros términos de ;. — 1 binomios ¥y el segundo término del
binomio restante, sucesivamente obtendremos:

que sumadas producen:
(a+b+c+

+ k) mnr.»nl:xm-——lj‘a

Tomando los primeros términos en /m — 2 binomios y los segundos en los dos restan-
tes, resultard:

(abtac+....+aktbet...,.. +bk+. +hk) 2" =g"=2 b
Pero siguiendo andlogamente llegaremos 4 formar el producto

(@.8.C.uver hk) 2= b BR
luego

(z+a)(z+b) + (a@d.c...... hk) (52)

formula de la que ficilmente pasaremos 4 la que da la potencia m de un binomio, su-
poniendo: 2

Con esta hipotesis el primer miembro de (52) ser4:

(x+a)er

'l|

fitdaat i
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El primer término del segundo miembro z™ no cambiara. D

El segundo término tiene un factor o que se cambiard en la letra a repetida tantas
veces como binomios 6 letras hay, es decir, en ma.

El término 2"~ Zab, contiene un factor Zab que serd igual 4 Taa=2a*, es decir,
a® tomada tantas veces como expresa el nimero de combinaciones de m cantidades dos
4 dos, es decir:

m(m—1)
2

Cr=

El factor Zabe se mudard en:

Zaaa=2a®

es decir, o’ repetida tantas veces como expresa el nimero de combinaciones de m ob+

jetos tres 4 tres 6: :

m(m—1)(m—2)
1.2.3

Ci'=

, ele.

El dltimo término serd:

luego
(z+a)"=z"™+mae™ o+ ﬂ(—?—;-}—l e e T

="+ (D" at (2" e+ (F) 2" e+ ek () (53)

que es la formula de Newton en el caso de exponente entero positivo. (*)
61. Si se propone un polinomio

(at+btet...oFh)”
se supondra:

b+c+ +hbk==z
luego se tendré la expresién:

(atz)"

_que se desarrollard por las reglas:

m(m—1)a™ 22’

1.2

(a+z)"=a™+ma™ 1z+4
luego se supondri:

de suerte que:
luego:

+E)"=(e+z)"=(a+b+tu)"=a"+ma" (b+u)+
+m(?f7;1)am-ﬂ(b+u)2+....... +(Btu)"
Supondriamos:
A+ covivveen+k=w
luego:
u=c-t+v

y prosiguiendo anélogamente resolveriamos la cuestion, (Véase el parrafo 70.)
62. En la formula (53 ) notamos las propiedades de la potencia de un binomio que

(1) Férmula que es un caso particular de otra denominada de Taylor y se explicars al hablar de las Funcios
nes Derivadas,
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nos enseiia el Algebra Elemental (véase Contreras, Algebra, pag. 121, afio 1884 ) res-
pecto & la homogeneidad de los términos del desarrollo, las literales que entran en ellos,
el gradual crecimiento 6 decrecimiento en los exponentes, el niimero de términos del
desarrollo, las analogias entre los exponentes y coeficientes de los términos equidistan-
tes de los extremos, la formacién de los coeficientes, ete., propiedades que creemos ind-
til demostrar.

63. Si observéremos que la formula general del término general del desarrollo de la
potencia de un binomio es ficil escribirla, pues suponiendo que se pide el 1™ tér-
mino, que tiene » antes que él, el eoficiente que le corresponde serd C}' y los exponentes
de los términos del binomio que entran en dicho término general serédn para el término
n+ 1% 1 —n y n complementarios entre si; llamando, pues, "' el mencionado tér-
mino general:

g+ =Cremrar=(2)a" " a" (54)

6 como lo escribe el Algebra Elemental:

i M (m—1)(m—2)

['-‘n—(ﬂ_l)]_ =T N
1230 m Sy (92

64. Si el binomio propuesto tuviese su segundo término negativo, bastaria cambiar
el signo de los términos que contuviesen las potencias impares de dicha cantidad; luego:

m(m—1) ., , :
(xia)”‘=x"‘imx”'“a+———-—( ) T o SRS S
1.2
Suponiendo z=1:

m(m—1) gt i

1+q¢)"=1%ma-]
(1xa) ma - 3

formnla de ficil aplicacién para la potencia m de un polinomio cuando @ representa la
suma algebraica de varias cantidades.
OBSERV-ACIONES.

65. L+ Suponiendo en el binomio

(z+a)"

que:

resulta:

(2)m=1+?}L_%_M1§[l_2_'ﬁ+......... (56)

luego: la suma de los coeficientes del desarrollo es igual al nimero 2 elevado G la. potencia del
binomio.
66. II. Suponiendo x=a=1 en el binomio (z—a)™, se tiene:

0=1_E+m(m—1) _m(m—1)(m—2) -

1 1.2 1.2.3 SR =t

luego: la suma de los cogficientes del rango impar es igual ¢ la de los de rango par.
67. IIL 8i en la formula (55) se toma para » un nimero entero mayor que m, habré

s

e e o w0
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habr4 un factor de la forma m —m=0 entre los del término general, lo que demuestra
que més all4 del rango m +- 1 no hay términos.

68. IV. La ley de formacion de los coeficientes queda expresada por la relacion (for-
mula 55):
Weh 2o

n—1

Tﬂ= T'ra',—l

(58)
le+1 —_ T“Mi_*-_l. E, etc'J
x

n

Los coeficientes irdn aumentando si es > 1 la relacion que expresa por qué cantidad
se ha de muitiplicar el coeficiente del términe T, ., para formar el de T, .,, es decir:

m—1 o
n-4+1 CE)
O bien:
m—1
R (60)

Hay que distinguir dos casos: :
1° m émpar. Sim es impar, m—1 es par y n puede recibir el valor *=; la formula
(60) y de consiguiente la (59) se cambian en ecuaciones, y queda:

m—=n

n—}-l_“

luego T, 1y T,.. tienen igual coeficiente.
El rango n+ 1 del término T, serd:

m—1 -1
1= 1=—
o ! 2
luego el término T, termina la primera mitad del desarrollo y T ... comienza la se-
gunda.
El exponente n de ¢ en el término T, es!

m—1
N
2
y el de z es (formula 55):

m--1
m—n=—-

En el caso de m impar, se conoce, pues, que se ha legado ¢ la mitad del desarrollo cuando
en el ultimo término formado, el exponente de X, es una unidad mayor que el de a.

29 m es par. Como m es par, m— 1 es impar, n no puede ser igual 4 =%,

Pero si n=2% —1, la desigualdad (60) se satisface y el coeficiente de T, crece.

Mas si n="2, cambia de sentido la desigualdad (60) lo mismo que la (59), y como
m=r <1, los coeficientes decrecen. Asi pues, el coeficiente miximo corresponde 4:

m
n=-—

2
en cuyo caso el rangon+1 de T, ., serd:

+1="11
0 9 -
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Se llega, pues, en este momento & la mitad justa del desarrollo y el coeficiente de
T, .. serd Ginico, no se repetird.
El exponente n de a serd:

El de z seri:

Asi pues: cuando m es par se llega G la mitad del desarrollo si en el @ltvmo término formado
X y a tienen exponentes iguales. ;

69. V. ;Cudl es el ndmero mdximo de combinaciones entre las que pueden obtenerse con m
objetos tomdndolos 1 6 1, 2 G 2, , M Gm?

No hay sino averiguar el miximo coeficiente del desarrollo de la m? potencia de un
binomio cualquiera.

12 Sim es impar, hay solo dos coeficientes maximos iguales entre si y en medio del
desarrollo:

" n
m—1 3 m+1
2 2

29 Sim es par, el 4nico coeficiente maximo y 4 la mitad del desarrollo es:

G

Si por ejemplo se tienen siete objetos, el miximo nimero de combinaciones resulta
toméndolos 843 6 44 4.

Con diez objetos se tomarin 5 4 5.
VL. Se ha demostrado (parrafo 56, teorema I) la relacién:

Cr=0Cro -0t
reemplazando m por m -+ 1, se tiene:
Crtt=C0ro 4G

luego en el desarrollo de

(a+a)™+

um, término cualquier tiene por coeficiente la suma de los coeficientes del término del mismo rango
y del rango precedente en el desarrollo de (x +a)™.
Asi, por ejemplo, como:

(z4a)*=z*44z°a+62"a’+4wa’+a*
se tendra:

(z+a)*=2"+(4+1)2'a+(6+4)a’a’+(4+6) 2% a’+(14+4) za' 4o
=z5+b2ta-l102%a’+102%a’+ 520 L of

70. Elevacion 4 potencias y extraccién de raices de los polinomios, Dado el
polinomio:

(a+b-+et
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hallaremos la formula del término general del desarrollo de su potencia m, que eviden-
temente serd de la forma:

Aa?ble”
con la condicidn:

Piq+r+.

y vamos 4 calcular 4 A conociendo: p, ¢,
Sea

Inego:
(atbtetHD)"=(a+2)"

El conjunto de términos que contienen el factor a? (siendo p positivo 4 lo sumo igual
4 m), es segtn la formula del binomio

G grars2
Hay pues que desarrollar z™~2, es decir:

(B et v+ D 2= (b y)™

siendo

El conjunto de términos que contienen el factor 4% siendo gé4losumoigual 4 m — P, es:

Cr=r bqym-zl—q
Y el conjunto de términos de (a+b+c-......-+1)™ que contienen el factor o7 bY, es:
(};ﬂ C;ﬂ-—papbqym—p—q

Prosiguiendo se obtiene la expresién:

serd:
G Cm—2 Gr—2-s

. El coeficiente vale:

m!
pl(m—p)! ql(m—p—q)!

y como
m=p4+g+r+....+s+t+u
queda:
m!
plalrl......tLul

y el termino general serd:

T m!
plglrl....tlul




