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1¢ La ccuacién de la primera linea es y =5, de consiguiente:
V=:fy2dx=: " b dz=rbia 4+ C=7b* (s — ") = bl

llamando 7 la longitud de lu linea; como vemos, el volumen engendrado es, como de-
bia esperarse, el de un cilindro recto.
29 La ecuacién de la recta en el segundo caso es y=ax -+ b, de consiguiente:

R AT IR A 2 R D PR L
V=r| y’~2=—| ¢dy=—9'+C=—("—9y")
@ a y' o ol

v

=——(y"—y ) (g + 9y )=k eh (" Y )

llamando £ la proyeccién de la-linea sobre el eje; como vemos el volumen engendrado
es, como debia esperarse, el de un trozo de cono de bases paralelas.

30 Para resolver el tercer problema basta suponer y’=0 en la formula que acaba de
obtenerse para el segundo problema, y se tendrd: V=% rhy'’?, siendo / la proyeccion
de la nueva recta sobre el eje; como se ve, el volumen es el de un cono.
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CAPITULO VIIL

TEORfA ELEMENTAL DE LAS CANTIDADES IMAGINARIAS.

946. El Algebra Elemental inicia el estudio de las cantidades imaginarias, pero es
tal la importancia que les atafie, que es de necesidad ampliar los conocimientos adqui-
ridos emprendiendo su estudio hasta donde lo permite la extensién de esta obra.

247. Origen de las cantidades imaginarias. Sea la ecuacion mixta de segundo
grado con una incognita:

axl+br+e=0 (426)

cuyas raices son, como se sabe:

—b=y/b*—4ac
2a

en cuya formula pueden suceder tres casos:

Si 62> 4 ac, las raices son reales y desiguales.

Bl62—dfoa oo i e dquales.

Sib2<4dac, ,, 55 5 tmagnarios.

Esta Gltima denominacién obedece 4 las razones signientes: puesto que 62—4 ac es
menor que 0, ser4 igual 4 una cantidad esencialmente negativa que representaremos,
para darle ese caricter, por —k2, puesto que %? siempre tiene signo positivo y ten-
dremos:

b:*—4dge=—k* (428)

con lo que la ecuacién propuesta se cambiara en:
(202+b)*+k'=0 (429)
y la suma de dos cantidades esencialmente positivas no puede ser nula; de suerte que nin-

gin valor real de &, ni positivo ni negativo puede verificar la ecuacion. Asi pues, el valor
de la incognita que la verifique no es real y se le ha llamado imaginario.




Sustituyendo en (427) resulta:

I

bR R bRy bRy =T —bEk el

2a 2 2a 2a

=JTf]i:“Ji ]

valor que se obtiene efectuando operaciones que el Algebra ha consagrado como uni-
versales en su aplicacion, y suponiendo —% = «, 75 =5, la forma obtenida es la forma
general de las cantidades 6 expresiones imaginarias 4 las que puede originar la resolu-
cion de la ecuacion general de segundo grado.

El simbolo 1/ —1 se representa comunmente por i y entonces la expresion hallada
serd: x = a= @i, teniendo siempre cuinado de recordar que el cuadrado de i 6 sea i* es
igual 4 —1.

Las cantidades « -+ 34, ea—fi que aisladamente se llaman imaginarias, consideradas
conjuntamente se denominan imaginarias conjugadas, pues solo varia el signo que liga &
la parte real  con la parte imaginaria g /' — 1.

Las cantidades « y 2 pueden ser nulas, positivas 6 negativas, y son los elementos de la
cantidad imaginaria.

La cantidad imaginaria « g3/ —1 6 sea a3, se expresa también por medio del
simbolo: (, £).

Si se trata de un polinomio imaginario que sea funcitn entera de ¢, se escribird sim-
bélicamente f (7).

248. Cuando se tienen dos cantidades imaginarias complexas:

a+by/ —1y a'+b'y—1
es preciso, para que sean iguales entre sf, que se tenga: a=a’, b=>’, relaciones que
se deducen ficilmente estableciendo la igualdad hipotética:

at+by/ —1=a'+b' /=1
que se cambia en:

(a—a’)2=(b'—b)2(1/=1)2=—(b'—b)% 6 bien (a—a’)*+(b'—0)*=0

esta suma s6lo puede ser nula si se establecen las relaciones finales antes enunciadas.
Reciprocamente no se puede establecer la ignaldad:

si de antemano no se llenan las condiciones a=a’, b=25".
De acuerdo con lo anterior, la relacién («, §)=(7, ¢) entrafia las siguientes:

8itiVo: + 1/ + 5*; de consiguiente:

Z‘{? LDos expresiones imaginarias conjugadas o+ 1/ —1, a—¢ v/ — 1 tienen el mismo moé-
dulo y su producte es igual al cuadrado del modulo.

22 Cuando el médulo es nulo la cantidad imaginaria lo es y reciprocamente.

82 Bl mbdulo de una cantidad real es ella misma tomada positivamente.
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250. Suma y resta. De las relaciones:

(u, B)=o+ B3, (7,8)=r=+0di

se deduce:
(a, B)=(7, r?):(\ai-r)—l—(ﬂ:‘ﬂ)'f (430)

Asi pues: la suma 6 la diferencia de dos cantidades tmaginarias es ung nueve imaginaria
cuyos elementos son iguales G lo, suma 6 @ la diferencia de los elementos respectivos de las canti-
dades sumadas 6 restadas.

Si las dos imaginarias son conjugadas: =y, d = —#, entonces la suma de dos imagi-
narias conjugadas es real & igual al doble 2 a de la parte real comtn y la diferencia es una
imaginario simple 2 1 cuyo cuadrado es esencialmente negativo — 4 52,

Generalizando el teorema que cifra la formula (430) resulta:

(al) ijl)_‘i"(a‘l‘) J'?'l)+"""+ (auj !IE-JJ:):(a1+a2+”'---+aﬂ: I'?1+|E‘1+H--H+ren) (431)

& simbélicamente : o
Tla ,ag,)=( e zfe,.) (432)

r—1 =1

r—1
Sige tiene: gy =ag==cere. =0, F1=PFs==100se.=f0; resultard:
n (@, 1) = (nay, ney) (433)

TgoREMA. La suma 6 lo diferencia de dos cantidades cualesquiera tiene un médulo compren~
dido entre la suma - la diferencia de los médulos de las cantidades.
Sean las cantidades: « -+ 84, «’-- B4 cuyos médulos son:

rl=o4p% r'’=a*4 B
Tlamando R el mddulg de la suma, se tiene:
Ri=(eta' )+ (A +E) =0t @t fr B2 2 (aa’+ BB ) =14 "+ 2 (aa'+pB")
Pero se tiene:
-r‘*'r-”::. ata’?t Bra’ 4 a?P’2+4 B2 = (aa’+ BB")+ (ap’'—pa’)"

luego el valor numérico de za’+- 3’ es menor 6 4 lo sumo igual 4 r7’, de consiguiente
R?2 est4 comprendido entre r2+47/2—2 ref=(r—r')2 yritr/2t+2 re'=(r+r")2 6
bien R estd comprendida entre r +7/ y r—7r’.

La demostracién en el caso de tratarse de la diferencia de dos cantidades imagina-
rias, es idéntica.

251. Producto. Se tiene, por ejemplo, para dos factores:

(\G'H "31)(0:2’ "3‘2)= ('ll'l_ 3317’) (a2+ \Bzi): ala‘z'*" (!I],'szf- agﬁl)i'i‘fg].'}-;ig
=ay0,— BByt (2,8t a;B)t=p1+ ;0

producto de la misma forma que las dos cantidades imaginarias é independiente del or-
den de los factores.

Siguiendo el procedimiento aplicable en casos andlogos al presegte para demostrar
la generalidad de un teorema, concluiremos que: el producto de varias cantidades imagi-
narias es una expresion imaginaria que no se altera al mudar el orden de los jactores.
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Si las cantidades imaginarias son conjugadas, tendremos tomando por ejemplo dos:

¥ concluiremos: que el producto de dos imaginarias conjugadas es real é igual 6 la suma de
: . B.. a2t B2
los cuadrados de ay y By, ¢+ 3.
TrorEMA. Elmédulo deun producto de dos factores imaginarios es igual al producto de los
mébdulos de los factores.
Se tiene:

(014 B18) (oy4 Bat) = (@103 —B1By) + (a1 Bot-Bray) i

el mddulo de la expresion del segundo miembro es:

R=1/(a,0,—B,8:)"+F (a:1Py+ Br0:)* =1/ («i +B1) (ai+ FD) =1/ (ai + 1) V(a1 ¥ P2)
Si se tienen varios factores imaginarios, los llamaremos para simplificar:

Yy Yo Y33 Yay » s Yn
y tendremos:

MO (¥1.Y2-Ys-Ys-weer-Yns- Yoz Yno1:Ya) =M0d ¥, M6 (¥1-Y2-Y3-0r0r- Y1)
=mdd y,, mod ¢ —1. m6d (¥1.92.9 Yp—2)
=mddy, méd §,—; MOd Yp_s...... méd ys méd y, méd y,

lo que demuestra el teorema enunciado en general y ademés entrafia las deducciones:
1%, el producto de varias sumas de cuadrados es igual d la suma de dos cuadrados; 2%, que la
n? polencia de una cantidad imaginaria tiene por médulo la n® potencia del médulo de dicha
expresion.

TrorREMA. Para que un producto de factores imaginarios sea nulo, es necesario y suficiente
que uno de los factores sea nulo. .

Cuando los factores son reales, el teorema es evidente.

Cuando son imaginarios, si el producto es nulo, su médulo lo es; para que este mé-
dulo sea nulo, como es producto de factores reales ( Teor. anterior), es preciso que uno
de sus factores sea nulo; 4 su vez al ser nulo este factor que es médulo de alguno de los
factores imaginarios, el factor imaginario que le corresponde también es nulo y la condi-
cion enunciada es necesaria. Es suficiente, porque de ser nulo un factor imaginario lo es
sumodulo, lo es de consiguiente el médulo del producto y finalmente el producto mismo.

252. Divisién, Divisor imaginario es la cantidad imaginaria y + 8% que multiplicada por
otra imaginaria @ <yt Uamada cociente, reproduce ofra imaginaria dividendo « -+ Bi.

Tendremos:

a+pi=(r+0i)(z4+yi)=(re—30y)+ (dz+ry)i (433")
de donde se deduce:

a=yx—0y, B=dx+yy ydeconsiguiente: z= aiii” ='SZI::J
7 7 Iz

por ultimo:

ﬁﬂ—_—ﬂ;.i.yi___ “r+ﬁ5+ Br—as .

?+6£ (’2+ 62 ;’E+ g%

cociente imaginario,
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Si ge tuviera: fr=ad, y=70, el cociente es entonces real, lo que puede averiguarse

directamente, pues se tiene:
B 1 B 15
Z=—=m 6bien g=om, o=ym

y de consiguiente la ecuacion (433 ) se cambiard en:
a(14mi)=y(l+mi)(z+yi) 6 bien a=yz+ryi

@

que cuando y =0 se reduce 4 &=, es decir, el cociente de dos cantidades imaginarias no

siempre es TMaginario. : =
253. Elevacién 4 potencias. Consideremos la expresion:

(at-02)"

siendo n entero positivo y desarrollémosla por la formula del binomio:

(a+Bi) =a" (1+§i)}!

= wB . n(n—1) _ﬁ_n(-n—-l._)(n—ﬁ) BES
= [HT‘— 02 i 12.3 @
4 -n(n-—l)ﬁ*_i_?1(?1-—1)(%—2)(?L—3),B*_
e [ T 124 1.2.34.a*
T8 a(n—=1)(n—2) B3
e 193.2°

y puesto que « y § son reales, el resultado serd de la forma: A 4- Bi, siendo reales A y B.
‘Para desarrollar (¢ —31)", basta cambiar 3 en — B en el anterior céleulo, lo que con-
duce 4 cambiar B en — B, puesto que « entra elevado 4 potencias pares en A ¢é impa-
res en Bj; luego:
(u—Bi)*=A—Bi
reuniendo ambas férmulas:
(a=pi)"=A=Be (434)

luego: las potencias semejantes de dos imaginarias conjugadas son imaginarias conjugadas.
Para pasar 4 las potencias negativas observaremos que:

- (axfi)

(a0i) (a—Bi) = '+ B* luego (u =)= 22

(1) Becordando que se tiene:
(i)1=+i, (i)P=—1, (i)}=—1, (i)=+1

elevando i & potencias superiores, resultaré uno de los cuatro resultados anteriores, y designando por % un nu-
mero entero positivo cualquiera, se tendra:

B R G N O R O OB DR U

Fstas formulas se emplearén segtin que la divisién del exponente entre 4 dé por resta 0,1, 2 6 3, lo que encie-

rra todos los casos. = : : : . - o
Se ve que las potencias pares de i son reales & iguales 4 =1, segtin que el exponefite sea de la forma 4

4 k-2, v las impares son imaginarias & iguales & =1, segin que el exponenteseade la forma 4 516 4 £4-8.

e e e b NN S
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De consiguiente:
K A=Bi ,
(axpi) "= -(_(:;-_j-_ﬁ??“ (435)

Las transformaciones (484), (435) son ciertas cualquiera que sea n, pero cuando es
negativo 6 fraccionario, A y B entrafian una infinidad de términos.

Ademds hemos demostrado ( Capitulo IV) la generalidad de la formula de Newton
para cualquier exponente.

254. Si se multiplican entre si las dos relaciones comprendidas en la (434), resulta:

(a?£ph)n= AL B* (436)

lo que demuestra que: una palencia cualouiera entera y positiva de una suma de cuadrados
r q s y
_})HC({E (L’l.’SCO'??l_pOHCTSE en otra SUma (IC CE{(LCE?'({({OS.
255. Como conclusién de lo que acaba de decirse, de acuerdo con los péarrafos (250),
251) y (253), si consideramos el polinomio entero en « de coeficientes reales 6 imagi-
y ) g
narios y de la forma:

F(a)=A,z"+A 2"+ +A. .z4A, (437)

¥ sustituimos por 2 el valor imaginario « - A4, el resultado de la sustitucién serd una
imaginaria de la forma P 4 Q; ¥ se tendri :

F(ae48i)=P+0Qz

D1 se sustituye « — i, se presentan dos casos:

12 Los coeficientes del polinomio son reales. En este caso el término general A 2" que
én un principio era A, (a- 8i)", con la nueva sustitucién se cambia en: A a(a—B1)";
de consiguiente el nuevo resultado es conjugado del anterior y tendrd la forma P — Qj,

2% Los coeficientes son imaginarios. En este segundo caso se tendrén por resultados ob-
tenidos en las dos sustituciones y siendo el coeficiente general A delaformaa, 45, i:

(a-z_ll_bs:i) (,a+3£)”= (a.‘t\Lburff)("""-’ql‘)?i

resultados que no son conjugados y de consiguiente tampoco lo serdn los resultados
finales.

256. Extraccion de raices, Cuando se quiere reducir la expresion radical §/a= g4
1

4 la forma A =B, se reemplaza por la potencia fraccionaria (« - 4)* que se desarrolla
como se ha explicado; el 4lgebra no presenta otre método general para esta transfor-
macion, pero cuando n es multiplo de 2, puede efectuarse sin recurrir 4 las series.

Sea la expresién: 1/a+ 33 y el problema consiste en hallar una cantidad imaginaria
-+ y1 que elevada al cuadrado reproduzea « -+ 44, tendremos de consiguiente:

o+ PBi=(z+yi)* que desarrollando produce «-+ Bi=z'42ayi—1y*
De esta ecuacién se obtiene (p4rrafo 248):
a=g'—y? B=2zy

y de consiguiente por eliminacién resulta:

Y= —B'ﬂ dapt—qoapi— Bl=0
2

gy Ao A EE o i by TH A
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Despejando = de la segunda ecuacion que es bicuadrada, se tendra:

[T

== TRy

2
y puesto que & é y sblo deben admitir valores reales, se tendré:

S e 8
e consiguiente y=——= St e
yd g I=9% cc~|—~1/a"——§-,’3‘_

i2\] 2

Y

g

Finalmente:

P (\/’iﬂéjfﬁ_ i \/—_a-l-_?!-i-—ﬁ—é )

y siguiendo un procedimiento andlogo:

fad /LG oo
e f la - s —a a4+ B
A (\1_""‘%"; =3y \/_:ﬂfz—)
Teniendo cuidado de combinar los signos de los valores de « é y de tal suerte que el
B
producto @y sea .
Si se tiene:

Va=pi, a=Bi, 1/ a=pi,etc.

el empleo repetido de las formulas halladas, es decir, la extraccién sucesiva de raices
cuadradas, resuelve el problema. :

Como se ve, las raices cuadradas de dos imaginarias conjugadas son también imagi-
narias conjugadas.

FORMA TRIGONOMETRICA DE LAS CANTIDADES IMAGINARIAS.

257. Se tiene idénticamente:

L |

Valty | Vs

etyi=1/7Fy

y como la suma de los cuadrados de

&

; Y
e =L
vV al+y’ Valty®

es igual 4 1, ge puede poner:

& &£ y

,/m-z'iq'l:'g §o=—o— =", geno=— . ‘2,
Vil Vardy:  p Va'dyt e

y tendremos:
x4yi=p(cosw-senwi)
Alg. Sup.—37




