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del producto 87,87, estarin con otros términos positivos de més, contenidos en 8, (1)
y se tendri:
- 8488, (505)

~ S n tiende al infinito, como £ tiende sl infinito con n, 8/, y 8/, tenderdn 4 su limite
comun 3’5 8 y 8/, tenderdn 4 su limite comtin 8/’ y finalmente S, que queda com-
prendida entre dos cantidades que convergen 4 la par al Jimite comin 8’8" cnando n
, crece indefinidamente satisfard la condicién:
i S — 8150

n

que es la enunciada en el teorema. % :
Sequndo caso. Las series (501) son reales y convergentes y admitamos que estin forma-
das por términos positivos y negativos, pero que permanezcan convergentes cuando se to-
man todos los términos positivamente.
Deducimos del caso anterior Ja expresidn:
S’,.S”,, —S,=u a1 Vacy T AU = Va s T Yy TR e = |

2V T Uy g ¥y 1)_}'

et (U Vi U2 ¥y F UV s+ W1 0,_1) (%) (506)

_ Cuando las series (501 ) tienen todos sus términos positivos, la diferencia S/, 8", —8
tiende 4 0 al crecer n indefinidamente (primer caso) '
* 2 y 5 rl__. L T E END N 0

Siendo pues 0 el limite del segundo miembro de (506) cuando se toman positiva-
11-1&11te los términos de las series (501), cuando se sustituya 4 los términos negativos el
signo menos que realmente les corresponde, el anterior limite seguird siendo el mismo
(péarrafo 92).

Ejomo ]fxs series (501) son glempre couvergentes, para n = oo las sumas 8’ , 87, ten-
drdn los limites determinados S’ y 8" y de consiguiente:

Hm (87,57, =S,)=0"es decir: S=5'S”

- Tercer caso. Las series (501) son imaginarias y convergentes y admitamos que las series
formadas por los modulos de sus términos sean también convergentes.
Sean
G

(507)

las series convergentes formadas porJos médulos de los términos de Jas series (601)
. 0 l g ane dichas semoc EOTY 1 4
supongamos que dichas series (507) tienen por sumas ¢/, ¢’ y representemos por:

P e | S S (508)

la serie cuyo término general tiene por expresion :

fl =m oo L a a | -
n 1o n Fioy TP a—181 T 80

(1Y 'S5 nor etemvle - = £ g
(1) 81 por ejemplo n==8, sé tendra k=3, y de consiguiente:

872 84 —=(w +u, - )y f \ [ | (
BEc: 8 (#ot 2y uy) (Vo+ v+ v,) =y (B5-- v, 2,) 2, (vot+ 23+ 2
FF P | = 4 P 7 g ;
D=y Vo= (2,1 17+ %y o) + (u(-":—fﬂj s “-'T.«)—L

(3 SR TL A e 2 i Lomi i el :

A ) Para hf.uuccmn mis rapida de la formula nétese que en el valor de S, los diversos productos constitu-
1VOR 80T Y o C) 10 :" 1000 ¥ 1 ; 5
—1"'(:’_~°-} aquellos en que los indices de » y de v tienen una suma que variade 0 A n—1 y en el valorde 87,87/,
los diversos productos constitutivos son aquel : = ! f

to o los en que los indices de # y de » tienen una suma que varia de @

i i b i ;

S g
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La serie (508) es convergente (primer caso) y tiene por suma o el producto «"4" de
Jas sumas de las series (507).

Considerando n primeros términos. en las serles (501), (502), (507) ¥y (508), apli-
cando 4 ambos grupos de series la formula (506) y empleando los simbolos adoptados
resultars:

Sf-n S”-u b Sn =Up_1Vn—1 + (u'-fa—l Vn—2 + Un—z2Un—1 ) +< treas +
F (Ug1 V1 F Uz Vst oeeere F U2 Vo F ) (510),

] " " e a 1 . 3
LR T == a—15n—1 + (f n—1%q—=2 T Ta—28n

el e (pi1)

Por ser el médulo de un producto igual al producto de los mddulos de los factores
(pérrafos 251 y 260), el segundo miembro de (511) es la suma de los médulos de los tér-
minos que figuran en el segundo miembro de (510). Ahora bien, como el médulo de una
suma es cuando més igual 4 Ja suma de Jos modulos de los sumandos ( parrafos 250 y
260 ) puesto que el segando miembro de (511) tiende 4 cero conforme n crece hacia el «,
6l médulo del segundo miembro de (510) tendera forzosamente 4.0; al suceder esto (pa-
rrafos 249), en el limite dicho segundo miembro y de consiguiente el primero serdn nu-
los y siempre resultard la expresion:

S:S}S”

989. T.a teoria de las funciones de variable imaginaria en el punto 4 que hemos lle-
gado pasa de la esfera de las preliminares 4 Jos'que nos hemos cefiido, al terreno de la
investigacion especulativa y abstracta propia del alto andlisis.

La aplicacién de los maravillosos simbolos del Célculo llega 4 su turno, y el estudio
se despoja de su cardcter elemental.

Con las consideraciones anteriores sobre las series, damos pues fin 4 los elementos
que hemos expuesto sobre la teoria de las cantidades imaginarias, temerosos de traspa-
sar el lindero 4 que debemos ajustarnos.

Como antes hemos dicho, al Céleulo toca continuar el estudio sobre la forma que
afectan las fanciones exponenciales, circulares y logaritmicas en caso de variable imagi-
naria, las relaciones mutuas que las ligan, las formas de las derivadas y las diferencia-
les, las de las formulas de Taylor, de Mac-Laurin y de Lagrange, los procedimientos y
métodos-de integracion, ete.

En algunas cuestiones de esta obra en que haya que apelar' alguna de estas teorias
omitidas, 4 titulo de lema y con la mayor claridad posible expondremos las indispen-
sables para nuestro objeto, con la concision que sea suficiente.

Para no citar sino un caso, inmediatamente (bien que empleando ecaracteres chicos)
vamos 4 ocuparnos de las “Funciones Hiperbolicas,” y hemos necesitado demostrar la
generalizacién de la funcién exponencial para establecer la primera formula.

A riesgo de insistir demasiado, hacemos un nuevo encarecimiento sobre el interés
palpitante con que debe estudiarse todo lo relativo 4 las cantidades imaginarias, aparte

. de las tantas ventajas que su revindicacion ha traido 4 Ja ciencia exacta; su caricterevi-

dentemente general es por si solo un mérito incalculable y el hecho de entrafiar todas
las cantidades posibles les da actualmente y con absoluta justicia el lugar predilecto.

e A A




NOCIONES SOBRE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS.

290. Dividiremos el estudio de estas funciones en dos partes: 12, Funciones Hiberbélicas Gene-
rales, y 2°, Funciones Hiperhélicas Reales; 4 su vez cada grupo de funciones en Directas é Inversas.

FUNCIONES HIPERBOLICAS GENERALES.

291. Funciones directas. Hemos demostrado (parrafo 284) que la serie:

2 ;3 P

hah 1.2 i 1.2.3 + 2 | st n

es convergente y continua en toda la extensién del plano ‘de los ejes cualquiera que sea el valor
que tenga # tiende pues 4 un limite que es una fancién f(z) de 2y que designaremos por e, pues que
en efecto cuando z tiene un valor real «, dicha serie es el desarrollo de la funcién ex porencial e*
que hemos estudiado en los Capitulos V y VIL

Escribiremos, pues, para la funcidn exponencial general:

f(z)=e‘=1 t ._"2 veveanal o
fla)=drBhe s o ofenty

Dando 4 ]a variable los valores z;, 2., se tendrd:

o i

R T et o bt s BRn e L opmp o B By o n o 2R
F ) e Tana ) B ek

s Shao Vs Y n AR & Biye . e n A 3 r

Cono E'atdb series permanecen Lf’)!‘l\i_,"lt_’_l.‘l'll("h cuando se reemplaza cada término por su médulo,
puede aplicarseles el teorema relativo & la multiplicacién de las series (péarrafo 288, tercer caso ), Ia
nueva serie obtenida cuyo primer término es 1 y en la que el término de rango n es:

9
1 ~3 1

arenay

A el UL
1280 5 285, 3! (—ADr1 B2 R BBL il (et

serd también convergente y tendra por suma el producto f(z,) f(2.).
!

( .,) n
{

Como el término general de la nueva serie equivale 4 i

- dicha serie represenla precisa-
mente f (2, 4 z,) y resultara:

f(21)f(z2)=f(z:1+2) es decir: eo2a o 21 T 22) (513)

que es la propiedad caracleristica de la funcién exponencial general.
292. También tendremos atendiendo  la férmula (512):

Sumando y restando (512) y (514) se tiene:

i 2t

e TRET e
234  1.23456 28

fradeads
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que son convergentes ya sea # real y de valor finito ( Capitulo V'), 6 bien imaginaria de médul.o finito

( Capitale VIII). :
Estas series se denominan el seno y coseno Liperhélicos de z y se eseribe:

A R

cos hz=-

de donde:

G o
tang hz=— 5 cothz=————= sechz=—
(i ef—e*

998. Tenemos ademas los desarrollos generales (*):

20

19 12 ' 1.2.34

8 -
Z

o e e
1.23  1.2345
Si en la serie (512) reemplazamos z por 21 y por — 24, se tendrd:

7-1 z:‘- za
s b (Mg ek W F LR B Ll e LS e el e A
" 1934 )“(1 123 ' 12345 )

| 25 R
T 1923 " 12345 )

e *i=cosz—1isenz (520)

de las que se deducen las férmulas dadas por la primera vez por Euler (comparese con el Capi-
tulo VII, parrafo 185, IV):

ﬁz-x' s 87:1’

0 s

sen z=

lnego:

senz=—

=coshz

de consiguienle:
g ) ; : fangzi e
senhz=—"—"" coshz=cosz?, tanghz=-"2" L
1 1

(522)

coth z=1.cotz7, sechz=5seezs, cosechz=1coseczi J
Cambiando de nuevo z en z4:

sen h zz ; .
senz=-—— cosz=coshz, tangez=

(3 %

tang h 27 1
) (523)

cotz=1cothzi, secz=sechzi, cosecz=1cosech z-ij

(1) Estos desarrollos generales se deducen por un razonamiento semejante al que sirvié para establecer la fér-
mula (512).
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‘194 Recurriendo 4 la formula (513) y reemplazando 2, 2, sucesivamente por z,¢
el \e tendra:

L (2142, )i__ (J";’,

Pero de acuerdo con las férmulas ( 520) resulta:

cos (21 2.)+4sen (2,42.)=(cos 2,1 ¢tsenz,) (cosz,-1senz,)

cos (21 ~-2,) —4'sen (z,-+2,)=(cosz,—<sen z,) (cos z, —isen z,)
Sumando y restando estas ecuaciones y después reduciendo, se tendrd :
€os (21 +2,) =0 2, COS 7, —sen z,sen z,, sen(z,--z,)=sen z, €S 2, - €S 2, Sen z, (525)

formulas fundamentales de la Zrigonometria General (*).
Suponiendo z,=—z,, la primera formula se reduce 4

1=sen’z,}-cos’z,

que generaliza la formula andloga de la Trigonometria Elemental.
295. De Ia férmula (526) resulta poniendo en general = en lugar de z, y luego z¢ por z:

sen’zf--
y de acuerdo con las férmulas (521):

senh’z . L ST g
—,; —+cosh®2=1 6 bien cosh’2—senh’s=1 queda: 1— tang h*z=sec h®z
T

de donde

secchz=1/1—tangh?z, coshs=-—— e sen hz=— tang h 2

/1 —tang h?z ' 1—tang h*z
cosechz=1/coth*2—1, senhz= —1 Sy ey T
1/ coth®*z—1

296. Poniendo en la formula (525) 214 y 211, por 2, y 2., resulta:

2112, ) 1 ==COS 2,1 COS 234 — S€N 2,4 SeN 2.1 ]\

cos (
sen (z;-+2,)i=sen %1% C0S 2% - €OS 214 Sen 2,1 j

y segtn las formulas del parrafo (293 ):
cos h(zy-}#,)=coshz,coshz,+senhz, sen hz, |
senh (z,+2,)=senhzcoshz,+coshz;senhz, |

Asimismo
cosh (2, —z,)=cosh?,coshz,—senhz,senhz, )

- 529)
senh(2,—z,)=senhz,coshz,—coshz,senhz, | Qo

(*) Como tanto estas formulas como las analogas que se han ido y se seguirdn obteniendo son.ciertas cual-
quiera que sea la variable, vemos generalizados los resultados de la Trigonometria que establece las férmulas

cuando la variable esireal y una vez més so advierte el carficter eriinentemente eeneralizador de las cantidades
l]nﬂ"‘lnﬂr“l‘-

Andlogamente:

tang h 2, |- tangh 2, __ tanghz,—tang 2y o en
g z)=——92""11 =9 2, tangh(2,—2,)= : (580)
tangh (£ 2) l—i—tanghz]tanghsg., Bhlac ) 1 —tanghz,tanghz,

Hay que atender cuidadosamente & las analoglas y 4 las diferencias entre las funciones hiperboli-

cas y las circulares directas generales.
297. Anilogamente hallarfamos:

. 2 tang h 2 &
cosh2z=cosh®z-+senh?z senh2z=2senhzcoshz tangh2z= = l-mir' s ele. (531)
=[E NG Hie

Izualmente:

‘ (532)
:—;_1

998. Funciones inversas. Se adopta la notacién arg sen hz, que se lee: argumenlo euyo seno
hiperbélico cs z,¥ escribiendo: u= arg sen Lz, tendremos:

de donde:

Analogamente:

% = arg cos hz=1 (:i'l'.‘:’z:':l)

Si = arg tang hz, resulta:

luego:

u=arg langhz=73

Anpdlogamente:

w=argcothz=11 (

u=argsechz=

u=argcosechz=1 (

FUNCIONES HIPERBOLICAS REALES:

299, Funciones directas. 1° Sea

é
senh y=+
9

4]

Para x=0, sen he=0; si x crece de 0 al «, sen h crece de 0al oo,
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Asf pues, los limites de sen ha son —« y + o (como los de tang 2), pues si cambia  de signo,
sen ha y tang 2 no alteran en valor absoluto.
2" Sea

erdar i | ( g
cosheg=——"—=—[(€"+
‘ 2 £ e

Para z=0, coshz=1; si x crece de 0 al o, cos ha crece de + 1 al % ; luego los limites son:

419y (coma sec 2 cuando % crece de 0 a } )

ef—e " 1—e*
1

1-}e*

langho= — ==

e*te

Para 2= 0, tang ha =0 si x crece de 0 al %o, tang ha crece de 0 4 + 1. En realidad los limites
son.— 1y 4+ 1 (como los del seno y coseno ).

4° Si se tiene cosec hz, sus limites son los de sen ha.

8" Si sec hz, sus limites son 1 40 (cemo los de cos @, si @ varia de 0 4 _,) v

6% En fin, cot h 2 varia de + o0 4 + lyde —oo a —1 (comosecz). s

300. En cuanto 4 la diferenciacion de las funciones hiperbélicas reales, se lendra:

dsenha=di(e*—e*)=%(e*+e*)da=coshadz
decoshz=senhzdz

deothaz=— — db_

sen’hz

dtanghz— d_’-i'
cos’ha

dsechz=—tanghxsechzdz
dcosechz——cothx cosechdz

' coshada
dlsenhs—=——""——"—cothrde
sen ha
senhadz
dleoshsa=——"—"=tanghadx
coshz
d_. .
dltanghas=—— eec s 00
cos’hatangha  senhacosha

301. Respecto 4 la integracién:

»

Jcosh.-vdn::r:senhn;—}—c, fsen hzdaz=coshz--C

da " dz ;
—————=tanghz+C ‘J,,i__:;_ e
T e G, i cotha--C
rfgn_h_:z:d.-v

: Sl e coshada & i
J  cosh’y sechz+C, _rmhfx"-z——cosech:g-;-c ' (538)

]cot hzdy=lsenhaz -G, 3 I tang hw dz=1cos hz - C

I‘*’ e =]fangha - (
- AP ERIT T fard SR ete.
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302. Funciones inversas. Con respecto & las funciones inversas tendremos:

2 __ﬁdﬁ;‘u ‘
dargsenha=dl(a+ /2" + )= e

dargecosha==d1(z+ Y ei—1)== e

142 da el
darg tanghw=d}1 e (ai 1)

dargcotha=dl

_1_f:t !;/

dargsecha==dl—— 2

z+1 o
darg cose<311m=d{,—l?_~f=— e

de donde se deducen inmediatamente las integrales correspondientes. -

303. No pudiendo entrar en grandes detalles, recomendamos al lector el “Recueil de jbﬁn-ulles et
de Tables numérjques” de Mr. Hoiiel en que ha incluido su Tabla de los valores de las funciones
hiperbdlicas reales utilizando las Tablas de las funciones circulares directas reales; la consulta de
dicha obra se facilitard extraordinariamente con las nociones precedentes.

Dejamos 4 las obras especiales la tarea de tratar con extension todo lo relativ_o 4 las funciones
de que nos hemos ocupado, haciendo notar que las obras que de mas ayuda nos han servido para
ordenar su estudio son los ¢ Cursos de Algebra™ de Ch. Comberousse y Eduardo Prado. :

Ultimamente se ha generalizado en extremo el empleo de las funciones hiperbolicas, y para citar
un ejemplo de pese, recordamos la “Mecdnica General” de A. Flamant, obra verdaderamente nota-
ble, de un método, un estilo, un mérito indiscutibles y adoptada como texto en nuestra “Escuela
Nacional de Ingenieros.”

-
Alg, Bup.—41




