RN e
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Para resolver el segundo determinante aplicaremos el teorema del parrafo 321 y como
el menor miltiplo comiuin de los elementos de la primera columna, por ejemplo, tiene
por valor 45, multiplicaremos la primera, segunda y tercéra hilera por 9, 3, 5, respecti-

-vamente, que son los cocientes que resultan de dividir el menor multiplo entre los ele-

mentos 5, 15 y 9 de la primera columna y poniendo en evidencia fuera del determinante
dicho menor miltiplo, tendremos:

16318 |
>+ | 169 21 |
914 3 45 70 15 | 1170 15

restando ahora la primera hilera de las demés, resulta:

163 18 B
3| =1 Cl=1(=18 —21)=—

3
Q

Para el tercero aplicaremos la regla de Sanus formando el cuadro:

S b~

=J

con lo que resultara:
4"=6.54+4798+4+213—258—6.9.3—7.1.4=360
IT. Sean los determinantes de cuarto orden:

(=27 5B . 4 | 4 o g
9 € / '

:;I ks 10(cb‘
| o ¢ 1a0ec|
| 12 & 24 | 1be¢0)]

Para el primero se tienc:

S
g o
| Bl e
143 | —12 —1
B 1o oy
016 —7|=60|016—7 |
1.9 48 % b0 5w

sacando fuera de la matriz los factores 8, 4 y 5 comunes respectivamente 4 los elemen-
tos de la primera y cuarta columnas y de la tercera hilera, resulta la primera transfor-
macion.

Restando en el determinante obtenido de la pmnem columna la suma de las otras
tres, de la segunda la tercera multiplicada por 2 y de la tercera la cuarta, resulta la
segunda transformacion.

881

Restando én el nuevo determinante que se origina la primera columna de las demds,
resulta la tercera transformacién de la'que se pasa 4 la siguiente restando la primera
hilera de la tercera; finalmente se obtiene el ultimo determinante euya resolucién es
inmediata. g .

Para el determinante 4’ se tiene restando sucesivamente la ulhma hilera de cada una
de las dos precedentes, y después restando en el determinante simplificado sucesiva-
mente la primera columna de cada una de las dos siguientes:

0111‘ Oiisd jEeay
|10a,b 0 b a—ec b | | - 1.1‘ | ! * S
Vi : l=—| —b a—cb |=—| —b a+b—c 2%
1(500' [0 a—b —e e [ 5 { | B )
| a—b —c ¢ | | a@— c—a e—a
1be¢ 0| e oy ' S

_}b e—a ¢ a+6‘h_((t+b—c>(G_EI+I))+26(6“C“Q)
[ e

=a' 4+ b+ ¢ —2ab—2bc—2ac

Para el determinante 4/ resultard aplicando el anterior resultado:

|=a bt et —2a’h— 23126"’—2a2c2—_~(a'2-52~—c”)2-'—4bgc“

) 4
(a+b+c)(n—-b—t’)(n—l—L—c)(c—ra—.))

III. Sean los determinantes siguientes por desarrollar:
(1) El primero 4, de la forma siguiente, tendr por valor: -

latb1/—=1 —c+dp/—1 : S : :
4= BT =4 b+t d?
le+dy'—1 a—b1/—1 k

(2) El segundo 4’ por la regla de Sunus se resuelve ficilmente:

05 al bl

a 1 cose l=aa’+bb'—(c¢b’—i—a’b)cos¢

[ b cose 1
(3) El tercero 4’ por la misma regla produce:

‘ ‘—1 cosy cosp.
ﬁ”=; cosy —1 —cosa | =—1—cos’a—cos®f—cos®y

-

| —cosf cosa —1
(4) El cuarto 4" tiene por valor:

1 1 1:
4"=| sena senf seny | =sen (f—y)+sen(y—a)+sen(a—f)
cos & cos B cosy




332

Por ofra parte, transformando el determinante conyenientemente, resulta:

A'”=‘ sen A —sen a sen y —sen « |
oS #—c@8 ¢ €OS y — COS & i
= (sen B — sen «) { cos y — cos &) — (sen y —sen «) (cos f—cos &)
=—dsen}(f=r)sen} (y—a)sen}(a—f)

Comparando los dos valores de 4’/ resulta la expresion trigonomeétrica:
sen (3—y)+sen(7—a)+sen(z—p)=—4sen$ (f—y)sen}(y—a)sen 1 (a—§)
(5) Para el quinto determinante 4 propuesto se tendrd:

il(}a.c
J“,_iOlb d
[10a ¢

L0018 d

l=(a—a’)(d—d")—(b=0b")(e—¢")

(6) Para el sexto determinante 4%, se tendrd:

|zabec| z? az ba cx | fatade 2'—a’—=0'—c'a b e
0 0| 4@ 100 i & =050 %1040

e enliroll i Ser o W S Pl S SIS BT )
0 = S el e | e —0 —0—e¢' 001

«az00| 1/a %
b0z0| 2|8 0
1300.1:1 ¢ 0

=z’ (2’ —a’—b"—c")

4% ='|

(7) Para el séptimo determinante 4", se tendré:

e e 0 0

‘ - b—a e—a d—
AV a b ed| |a b—a ec—a d—a 5
S i B —lpraagtcl o
a® b* e d? a® b*—a’e*—a’* d*—a’ ok 6 dlea

| a® 8% ¢* d° | la®b®—a®e*—a’ d'—a’ I e o
! I 1

=(b—a)(e—a)(d—a) b+a c+a d+a

| 2+ ab+a® e*facta® d*+ad+a? 1

: 1 0 0
=(b—a)(c—a)(d—a) | b+a e—b d—b

| b'5+(t.b+(t” ?+ae—b*—ab d*+ad—b*—ab
=(a—b)(a—e)(a—d)(b—e)(b—d)(c—d) ' .

Este resultado es conveniente generalizarlo, considerando el determinante:

S1 su,ponemos que dos eualesquiera de los elementos de la segunda hilera son iguales
entre si, el determinante constard de dos columnas idénticas y serd nulo.

483

Ahora bien, como podemos elegir un elemento cualguiera de dicha hilera é irlo supo-
niendo igual 4 todos los que le siguen, llegando siempre & la misma conclusion, el de-
terminante debe ser necesaria y separadamente divisible por cada una de las diferen-
cias binomias obtenidas restando de un elemento cualquiera de la eitada hilera todos
los siguientes.

gi formamos el producto de todas estas diferencias, resultar4 un polinomio de la
forma:

P=(a—0b)(a—e)(a—d)
X(b—e)(b—d)

X (h—k) (h—1)
o X(E—=1)

El grado de 4™ es atendiendo 4 su término general:

14943+ Lon(n=1)

y el de P es también el mismo evidentemente. Pt

.Como por lo expuesto P divide 4 4™ y son ademis de igual grado, si alguna dife-

*rencia hay entre ellos consistird en algln factor constante.

Para determinarlo no habré sino comparar un término de 4 en que @, b, Cy eveeey Ky L
estén elevados 4 cierta potencia con otro de P en que eutren a, b, ¢, , k, 1 elevados
4 1a misma potencia, el cociente que resulte de dividir estos términos uno entre otro
ser4 el factor buscado.

Consideremos, pues, el término principal de 4™ que es: 1.b.¢2 kil cuyo
coeficiente es 1,y para buscar el correspondiente en P no habri sino atender 4 las
colnmnas verticales que se ven en el producto que intencionalmente hemos escrito
en la forma adecuada; por la simple inspeccion de dicho producto se ve que el ter-
mino buscado es: 3

(D100 - DA el DB W ) B

que tiene por coeficiente:

(n—1)n

3

(_ 1 )1-5-2-:—3‘;-.,“v',—ia—2l;--:i—1 = (___1 } z
Dividiendo segfin lo explicado, 4™ entre P, se tendri:

ViI
A Col e g 4—=P
P nin=—1)

B (-1 °

segtin que “=1 sea par 0O impar.
TIV. Demostrar las dos identidades:

4 : b ‘ L b L
ilmr—wyr“b 2 1w’ y’ bo=ilas b fasliles 1
Websay b il P a1 105
| :!:"?-u y”——b 1 :E” y”

foep ey




V. Demoatray lag dos identidades:

0 Ehili 4l [0 1 1 1
il Sb e [Ta+p +vb +p +v 6 4+p 49"
: Ta tho |1 @' +p' b Fp o e

Tia b o] i 1 a"+pn v 0"+ pn" 0" "4 p" "

¢+b4e b e
y, | a+b+teca|=3abe—a’—b>—c*
la+b+cald

. Calcular los determinantes:

3 1817 24}
6 28 33 8 3
A e A
10 40 54 13 | :
| 837 46 11 |
i | |2« b
M=|es 9 7 i=0, AN ot d ‘.=:c"‘—:c(_re(‘+ be+df)+ade+bef

g8 7 lefz|
VIL (1) Averiguar qué relacié isti -
. (1) Averiguar qué relacion debe existir para que sea nulo el determinante:

1 cosd cosa
cosf 1 cosf |
| cosae-cosf 1

Igualando 4 cero se tiene:

1 cosd cosa|=
[cosé 1 cosf|=0

| cosa cosf 1 |
Desarrollando el valor del determinante resulta la ecuacion condicional :
cos” @ -.cos* B — 2 cos  cos F cos == sen? 0

que es la conocida relacién de Geometria Analitica entre los COSengs cos «, ¢os # de una
recta con dos ejes oblicuos que hacen un dngulo 0,
Si los ejes son rectangulares, resultars de la anterior expresion: cos?a 4-cos? f=1

.y . .y . 2
relacién que se origina también del determinante que se transforma en:

1 0 cosa ‘
‘ T cosﬁ}:

|cosa cos g 1

e iy s
5 —cos"a=1—cos*f—cos’a=
cosffi 1 ‘ :

(2) A.Ver{guar que expresion debe subsistir para que sea nulo el determinante d;de
la forma siguiente: .

A B G|
4= AIBIG]rZO
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Resolviéndolo por los elementos de la primera hilera, resulta:

A, B,
G| - =0
+ | As B,

B0 A

A [
g 5 n e yon

cambiando el ségundo en:
+B | CGi A,
| C. A,

y luego cada uno de los determinantes de segundo orden respectivamente en I, m, n,

resulta: :
IA+mB+nC=0

ecuacion que sirve para demostrar que toda recta en coordenadas tangenciales estd represen-
tada por una ecuacidn de primer grado y homogénea. /

*(3) Encontrar la 4rea de un tridngulo cuyos vértices estdn expresados en coordena-
das tangenciales por las tres expresiones:

au+bv+e, =0, ayutb.v+e,=0, asutb;v+e;,=0

.
" Be sabe que la superficie de un tridngulo cuyos vértices tengan por coordenadas car-
tesianas: (21, y1), (€2, ¥2); (¥3, ¥5) €8:

S=1[z:1(y2—ys)+ 2 (¥s—y1) + s (9:—Y2)]
es decir:
Ty Tz T3
S=%|919:9s
b e
Se tendra, pues, para el tridngulo dado, reemplazando y,, 2y, ...... por: z—i‘, i—;,

la expresion:
a1 bl C1
1

_S=__' as b ey
2¢1¢503 | - i
3 | ds bs cs |

4) Tomando cuatro puntos M,, M,, M., M, en un circulo y designando por d
P 15 Mo, Mgy N, ; P 129
dygy 14y dyss dsyy dgy s distancias mutuas, demostrar que satisfacen la relacién:

{ 0 dy dy dy
| da 0 dos da
d&l dJZ 0 dﬁi—
diandsds 0

=0, es decir en general que: d,,=d,,

(5) Considerando tres ejes coordenados rectangulares: Oz, Oy, Oz, una recta / cuyas proyeccio-
nes sobre cada eje respectivamente son 7., {,, . y un'punto de esta recta cuyas coordenadas sean: z,
7, z demostrar que los momentos de la recta con respecto 4 cada uno de los ejes: M_ I, M, I, M, [ es-

tan expresados por los determinantes:
' -

Lo LT
Mol=| = 7| Ml =, DJzE==‘
2y | © oz |
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Demostrar en seguida que el momento M/ de dicha recta respecto al origen y llamande 4, 4’y
4” Tos valores de los anteriores delerminantes, tiene por expresion:

Ml= 1/ TF 37 27

Por tltimo, demostrar que la direccién de este momento, llamando 4; 2y » los @ngulos que forma
con los tres ejes, est4 formulada por los determinantes:

| Mol M1 i.=0'? | Mol M, s | Mol M. 7 | =
1 cosi | | 1 cosp [E06 RBE - £

VIII. Demostrar las identidades:

1101
1011
s i
f117a ]

a—d -(L i
(t+:1-+7;+z)Ct+z—m-—y)(’-——y+’L——-ﬂ)(.a.-i—i-—-’—J), L6151 |_.o

le—dic 1

3

siendo :
X=((s—x,)(5—xn)(6—xa)

Dividiendo las columnas del determinante 4 por: 2y, @5, %35 respectivamente,
resulta:

Poniendo:

Se tendra:

1

Para hallar este resultado tomaremos el siguiente caso particular:

1+a« 1 1 ‘ g F (e i() 1
e ; ) 0 pa 0
1 1 . 0 b 1
1l 1 1+ ]—6_0—0'1_;.3

| Ol D ]

| ik = 7

| =B i e S 2 \-Mﬁr

baxk et St A
bl gllpings oy 1oy 8

—=afBd+adytafy+apdyFoBr=0afyd (1+£+—:-[-+l+l)
a B e d

i) 1 001
=al 0 .7y i 418301
—0 —30 1446 O_TIL

Para establecer 4 priori esta formula, hagamos las siguientes consideraciones:

Si se tuviera a= =y =6 =0, resultaria 4=0
i a=1, ” d=pyo
B = ; d=ays (')
1 A=a,36
1 =_— : A=a137'
Asipues, 4 es de la forma:
e ; 4 3 s | 1 1
J:cf.ﬁro—i—a,.-;’r—}—ayﬁ»{-aﬁo-}-ﬁroza,ﬁ‘yﬁ 1+_+;+_+’.{')
a }’ 0o

f

Esta relacion es general, pues considerando el determinante de n2 elementos:

14a

(*) El segundo resultado ayd se obtiene inmediatamente con s6lo cambiar 1as dog primeras columnas y las des
primeras hileras, pues se tiene:

—ayd

1
e
1
1

A

1
1

14y
1 1k

Por consideraciones anilogas resultan los demas.
" Alg, Sup—i4




