404
El cuadro siguiente resume las operaciones:

e F2YIV4eVSH
ien dls LR XL } X XX XXX,
D=X,X:X!X} D

Dl X X2 X000

Vemos, pues, que la resolucién de X =0 estriba en la resolucion de las ecuaciones
de menor grado: .

X:=0, X,=0, Xs=0,

que contienen las raices de cada orden de multiplicidad, pero tomadas una sola vez.
Si una de estas cantidades es numérica, evidentemente la ecnacién X — 0 carecers de
las rafices cuyo grado de multiplicidad expresa dicha cantidad numérica.
Las ecuaciones cuya resolucion se obtiene como en este caso por medio de otras de
menor grado, es decir, rebajando el grado de la ecuacién, se llaman ecuaciones suscep-
tibles de rebajamiento.

EJEMPLOS.
406. 1. Sea
X=z‘—4z*+t162—16=0

segtn el pirrafo 405 tendremos:
Derivada de X:

Y=42"—122%4-16
M. C,D.entre X&6Y:
. D=x'—421 4
Derivada de D:
22—4=2(x—2), ete.

Formaremos, pues, el cuadro:

X=zt—42* 4+ 162—36 (X .4
=T -—4 XD’
D=x?—42-14 ==

Dﬁ =:L‘+2=X,

=2—2
Di=x—2

D=1

Asi pues, atendiendo al parrafo (405):

X=X,XiX}=(x+42)(2—2)°

Obtenida la raiz 2, podiamos aplicar lo expuesto en el pérrafo (404 ) dividiendo el
polinomio entre el correspondiente binomio y obtendriamos, aplicando las reglas ya co-
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nocidas (pérrafo 404) y repitiendo tres veces la operacién, que el resultado era v+ 2
que es el otro binomio de la ecuacién; el cuadro de la operacién seria;

| x*—4x*+162—16
2}=22%— 4z4 840

el cociente y la resta de la tercera operacidn son z -+ 2y 0; luego el cuarto binomio es
@+ 2.
JI. Sea
X=aT=2p®— 45l 4ot Lo’ —52?—20 12
Y=72°—6x°—20z*L162°+ 162 —10x—2
D=a*—z*—x-}1
Derivada de D: ‘
8x?—2x—1
D=x—1
Derivada de D’: 1.
Asi pues:
=2 =82 2y i 9

=ﬂ’:?-—-1 -

%Xg——-x-\bl

}Xa"—"l‘-—-l

X=(z'—2)(2+1)*(z—1)*

— = —]

Asi pues:

y las siete raices son:
+1//§! —'|/§, —1! _1! +1r “'i"‘]-) "1|—1

407. Cuando se da de antemano cierta relacidn entre las raices de una ecuacion, pue-

de rebgjarse su grado.
Para fijar las ideas, sea la ecuacion propuesta:

3;)n+1):1}m—1_{_
Llamemos o y b dos de sus raices y supongamos que la relacién que las liga es:
b=ak-+h b

siendo % y h nimeros conocidos a priori.
Puesto que (579) se ha de verificar con @ y con b=ak+h, sustituyendo en lugar
de z, kx+ h, tendremos:

(kx--h)™+P (kz-+h)* " 4. - U=0 (644)

Las ecuaciones (579) y (644) deben ser satisfechas por un mismo valor de a y debe
existir, de consiguiente, un M. C. D. entre ambas.
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Aplieando, pues, el método para determinar este M. C. D, relativo é igualando 4 0
el divisor obtenido, se tendrd el valor de @, que sustituido en ka -+ h, produce el de b.

Si el M. C. D. obtenido es de primer grado en z, se deduce que solo dos raices de la
ecuacién guardan la reiacion dada; si el M. C. D. es de segundo grado, hay dos pares
de valores que gozan de esta propiedad, ete.; podremos entonces dividir el primer miem-
bro de la ecuacién propuesta por el producto de los binomios correspondientes 4 las rai-
ces conocidas; la resolucién de lagecuacion-—cociente que se obtenga hard conocer las
demds raices.

EJEMPLOS.

408. I. Sea la ecuacion:

2t —12x%4- 482 —-T1 24+ 30=0

suponiendo que:
b=2a+1

Sustituyendo en la ecuacién 241 en lugar de 2, se tiene:

8t —=322°4+362*—=T2—2=0
Aplicando el método del M. C. D. resulta:

D=x—2 esdecir: =2 ¢ bien: a=2, b=5

La ecuacién propuesta serd divisible por: (z—2) (¢ —5)=22—172 410y efectuando *

la divisién resulta:
2*—bxr+3=0
cuyas raices son:

v=%+31/18, a=§—11/138
las cuatfo raices de la propuesta son de consiguiente:
5, % §+4v/% §—=41/2
II. Resolver la ecnacion:
2t —102°+352—502+24=0

sabiendo-que dos de sus raices suman 5.

Con esta condicion puede facilicitarse la resolucion; pues se tendrd designando las
dos raices por'@ y &' 1]

z4a'=5 : (a)
y si llamamos z su diferencia: *®

r—x'=z

las condiciones (a) y (b) producen si = es la cantidad mayor:
r=3+73
sustituyendo en la propuesta, desarrollando y ordenando, resulta:

22 —=102*4+9=10

407
Y como es una ecuacién bicuadrada produce:

r==1
es decir:
+3, z'=+1,
Asi pues:

r=%+4=4 z'=§41=3,
que son las cuatro raices; en efecto:

409. Puede aplicarse el método de las raices iguales para determinar la relacién que
debe existir entre los coeficientes de un polinomio de 12, 2, 32, ...... , grado en =, para
que este polinomio sea un cuadrado, cubo, , perfecto.

Basta formar la derivada del polinomio expresando después la condicién necesaria
para que este derivado sea divisor relativo del polinomio dado.

Sea por ejemplo el trinomio de segundo grado:

ax’+bx+c
cuya derivada es:
2az+b
Dividiendo (a)+(b) resulta:
cociente: £+ b, resta: dae—b*
para que 2 a2+ b sea M. C. D. entre (a) y (b), la rgsta debe ser nula, es decir:

4dae—b'=0

En efecto (Contreras, Al gebra), sabemos que la condicion necesaria y suficiente para
que un trinomio sea cuadrado perfecto es que haya entre sus coeficientes la relacion :

b*—4ac=0
gustituyendo en el polinomio:

aw*+bw+c=a(xf+%+3)=a(a:2+ﬁ+ L )za(x%-i)z

o a a 4o’/ 2a

410. Sea aun el polinomio:

ar®tbx’+ex+d
su derivado es: .

Sax’4+2bxr+e
buscando el M. C. D. se halla por resta:
(6ac—28%)z—9ad—be
que igualada 4 0 produce:

6ac—26°=0, 9ad—bec=0
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La primera condicion da:
La segunda:

Sustituyendo en el polinomio

8 e T e yi il sk b’ b \3
e+ b2 *+er+d=a(x+— 2’4+ — 2+ N =a (24—
a 3a’ 27 o* 3a
N. B.—Las dos condiciones (a’’), indican que el derivado (a’) debe ser cuadrado
perfecto, porque si los- dos factores de primer grado en x de que se compone fuesen
designales, como seguin la teoria deberian estar elevados en el polinomio 4 la segunda

potencia, seria este segundo cuando menos de cuarto grado, mientras que es de tercero.
En efecto, para que:

3ari+2bxr4e=0

sea cuadrado perfecto, debe tenerse como hemos dicho:

(20)*—48a.c=0*—3ac=0

condicién que existe en la primera de las ecuaciones (a’’).
411. De lo dicho en el pérrafo 407 podemos deducir como caso particular la teoria

de las raices iguales.
Si en la condicién:
b=Fka-+h sesupone: h=0 queda: b=1ka

y la ecuacién general:

(kz+h)"+P(kx+h)" '+ +T(kz+h)+U=0
ge reduce a:
knt._x.:n+Pkm—13:m—l+ +TL7TU=O (645)

pero como tenemos la ecuacion (579), se puede sustituir 4 una de estas dos ecuaciones
el resultado de su sustraceidn, lo que da:

(km___l)gjm_::_P(km—-l_l)m?n—-l__%“’.".._!_rr(k_l)x:o
dividiendo todos los términos por (£—1) a resulta:
(km—l_}_kme_’_“““_:_k_I_l)$34—1+P(kmf')._l_kmv:t_é_““..+]J_i_1)mm72+

Ahora bien, si adem4s de suponer: A= 0 se supone: k=1 lo que da: a =2, es decir,
las raices son iguales, tendremos:

me™'LP(m—1)2" 4 ! (a)

ecuacién cuyo primer miembro debe tener un divisor relativo comun con la propuesta.
Pero (a) es el polinomio derivado del primer miembro de la propuesta:

mirl_{_Pmn;—l_{_..".'_{_U:D
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luego: si esta ecviacibn admite raices iguales, debe existir un factor comitn entre el primer mien-
bro dela propuestay su derivada,

( Demostracion de Mr. Poinsot.)
APLICACIONES.
412, 1. Dada la ecuacion:
X' —T72°+ 10204+ 222' —432°—352* + 482+ 36 =10
averiguar si tiene raices iguales.
Debe hallarse:
X=(z=2)" (z—3) (2 +1)
II. Dada la ecuacion:
2 — 32+ 98— 192+ 272° =332’ + 2Ma—9=0

Debe hal-h-lrse: ;
: (z—1)%(a*+3)?
II1. Dada la ecuacién:

2+ 5axt—A4ba®— 452+ 108=0
Debe hallarse:

(2—2)(x4+3)*?

418, Método de Ostrogradski. Llamando en el (parrafo 399), ¢ (2) al prodﬁctﬂ de los facto-
res independientes de la rafz a y llamando f (2 ) 4 la ecuacidn, se tiene:

flz)=(r—a)"¢ () (m)

De consiguiente:

f()=n(e—a)""¢(2)+ (z—a)"¢'(z)=(2—0)"" [n¢ (2) + (s—0a) ¢' (2)] (n)

De las férmulas (m) y (n) se deduce:

r{.‘i_ia’)f’('L)=n+(:r—a)-?~——-—’(x) (p)

J{w) (@)

Asi pues, cuando « tienda hacia el valor de la'raiz o, como g () y ¢’ (#) son independientesde
a, resulta: :

o (w—a)f ()
1 e |
im f(m) 1) (q)

Si Hamamos D el M. C. D. enfre f(x) y f" (@), tendremos:

f(e)=D¢ (%), f(2)=D.0(z) (r")

y segiin la forma y condiciones de este M. C. D. (parrafos 399, etc.), a es raiz simple de ¢ (#)=0y
no esrafzde 6 ()= 0.

Sustituyendo los valores (r’), se tiene:

(B=2)f'(s) __ 0(2)
Jlx) (sb(rv))

T=—10/

Alg, Snp.—53

e e < B S st e S
A %
te'= "
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El quebrado -%—(:‘55 tiene por limite ¢’ (a) cuando & tiende hacia a (§187, ele.); asi pues, el limite

del primer miembro de (r") vale

0(a R N
]1_,,,(3)*; comparando, de consiguiente, este limite con () resulta:

0Ga)

2 =1 G4
¢’ (a)

Asi pues: toda rafz de orden n de laecuacion f (x) = 0 es raiz de la ecuacién :

0(z)—nd¢' (2)=0 (2th)

Ademds, @ es raiz de la ecuacién :
¢ (2)=0 (r¥)
Reciprocamente toda raiz comin & las ecuaciones (r'V) y (V) es raiz de orden n de la ecua-
cion: f (z) =0,

Siaesraizde (r')y(r"), la primera de las férmulas (r”) hace ver que sera raiz de (), si
llamamos »” su orden de multiplicidad, se tendré:

6(a)—n'¢’ (a)=0; mas como por hipétesis: 0 (a)—n¢’'(a)=0

como ¢’ () es diverso de cero por no admitir ¢ () = 0 sino raices simples, debe tenerse forzosa-
mente: n'= n: Resulla, pues, que el M. C. D. de los polinomios : 3

0(z)—nd'(z) y ¢(2)

es justamente X, (parrafo 405 ), es decir, la cantidad que denota las raices cuyo grado de multipli-
cidad es .

Esempro. Sea la ecuacion:

flz)=2"—22'—82°+ 162"+ 162—32=0
Se tiene:

S (2)=02'—82°—242"4+822416, D=2’ —22*—42+8

¢(ﬂ?>=f—([j:—>ﬂx"’—4, 0-(x)='ﬁ](]—a’l=5x+2, 4 (z) =0z

Para averiguar si admite la ecuacién raices simples 6 de orden 1 de multiplicidad comparando las
ecuaciones:

d(z)=a'—4, 0(zx)—¢' (2)=3x+2

vemos que ©°—4 y 3 -2 son primos entre si; luego no hay raices simples.
Para determinar las raices-dobles, tenemos:

O(p)=2"—4, 0(2)—2¢" (z)=2+4+2

Asi pues el M. C. D. entre los segundos miembros que es precisamente X, vale - 2; luego hay
dos raices iguales & — 2. Para determinar las triples se tiene:

o (2)=0a'—4, 0(2)—3¢'(x)=—2+2

Como el M. C. D. de los segundos miembros es x— 2, se tiene X,=2 — 2 y habra tres Taices
iguales & 2; finalmente, la ecuacién propuesta quedaréd descompuesta asi:

fla)=(24+2)(z—2)°

N. B.—Dejamos al lector la tarea de aplicar este método 4 los ejercicios resueltos en el curso del
Capitulo.

CAPITULO IV.

Rafees comunes & dos ecuaciones.— Divisores de las ecuaciones,— Divisores conmensurables de segundo grade
de las ecuaciones de tercero ¥ cuarto grado.

414. Supongamos dos ecuaciones X =0, X’=0; si estas ecuaciones tienen n raices
comunes iguales ¢ desiguales, los polinomios X y X’ tienen n factores primos iguales 0
desiguales de la forma z—a, es decir, un M. O, D. algebraico de grado n. Determi-
nando este M. C. D. & igualdndolo 4 cero, la ecuacién D=0 tendrd por raices las n rai-
ces comunes de las ecuaciones propuestas.

Dividiendo X —D & igualando 4 cero el cociente Q, la ecuacion Q=0 dard las raices
de X no comunes con las de X /. Si finalmente X y X/ son primas entre si, habré caren-
cia de raices comunes.

415. Demostraremos una proposicién que puede ser de utilidad:

Si A y A, son dos funciones enteras en X, primas entre siy sin ningin factor comdn oons-
tante, se pueden hallar otras dos funciones enferas de X, X y X, tales que se cumpla la relaciton :

AX—A X, =1
Buscando el M. C. D. entre A y A, se tiene la serie de identidades:
A=A1Q1+R1: A1=RiQ2+ R?) Caaniiay Bp—?=Rpf‘lQp+Rgv

en las que el ultimo resto R, ser4 un niimero constante.
De la primera identidad se obtiene:

Rle—A|Q1

Sustituyendo en la segunda:
—R:=R,Q,—A=AQ.—A,—A,0:Q:=A0.— A, (1+Q:Qs)
Sustituyendo en la tercera los valores de R, y —R,, se tiene:

B3=R1——~P12Q3=A(1+Q2Q3)""A|(Q1+Q3+Q1QRQ8) (647)

y asi sucesivamente, atendiendo 4 que los primeros miembros son sucesivamente -+ R,,




