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TERCER 0A80.— Raices reales, iguales de signos iguales :

--?)4—-—920, ¢.>0

En este caso, puesto que el radical se nulifica, no hay hipotesis que hacer, las raices
tienen por valor: — £ si en la propuesta p es positivo y L sl es negativo,
CUARTO cAS0.—Raices imaginarias:

Lo _4<0, ¢>0
4 ¢<0, 4=

Se tiene entonces 1 > y puede suponerse:
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= gec? @
P

Resultara :

—— S0 —y/Twip)=— L1 , we=— £+ tage /=)

Puede también suponerse:

entonces resulta :

A 2(1_1/(:05“,@—]) 5 g

2 cos @
Ez‘——(l-l-ff'gﬂ]/kl)

550. Ecuaciones de tercer grado.—La aplicacién de la trigonometria 4 la resolu-
cion algebraica de la ecuacién de tercer grado ha obedecido 4 I‘L necesidad de vencer
las dificyltades del caso irreductible ; vamos pues, 4 comenzar por tratar este caso.

L Llahando p el médulo y ¢ el argumento que son comunes 4 las dos imaginarias
- conjugadas de la formula (771) 6 bien designando por a la cantidad 52 y por —b2 la
cantidad :

pues que en este caso:
2 P% 0
R

tendremos:

\/4 o (a:l:b'l/—l) &(cosgo:tsenngF—T)%:

=@ (cos—é—ﬂ:senvgwl/gl )

siendo ¢ < 180, é idéntico en valor tomando cualquiera de los dos signos.
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Las tres rajces de la ecuaci6én de tercer grado serdn:

= P = - 4 LB Sl el
rv.=1‘?/p(005§ +Seﬂgi/fl)+1‘3’.0 (COSE-SEH 3 V—1)=2¢p cos 3

a;2=_—1——b@;} i (cua— - sen —

13/; (cos - — sen —1/--1 =
9 3

(e ? 4 L aen?)——297c0s( 60— £
::——2{5-,»(§cos§—[— 5 seng)— 2 p cos 3)

L et e
:1:3:#1’“31' 1 p(COS*’—{-Seng /—1)+
a

Slty dyc ¥ p (cos %a-- — sen % AR —
3 Q (1)

Fi

+ —)ﬂ 295 cos (120 = u)

e (T S e =
=—2%¥ (§ COS - sen 3) 2% p cos (3 3 s

3 2
Ahora bien, puesto que se tiene:

—0 Q! S
— = pC0S == = —p’sen‘e
go iRl oo

resultard elevando la primera al cuadrado y restando al resultado la segunda:

¥
%:ﬁ(cos%—!—sen”p) = p'

Asi pues:

sustituyendo, las tres raices serin:

e E\I—T;—)cos%, ZTy=—— 2\/:;

(2

Si la formula:

conduce 4 un valor negativo para cos ¢ se buscard en las tablas el 4ngulo. ¢/ suplemen-
tario de ¢ cuyo coseno es igual y de signo contrario al de ¢. Conocido ¢, los valores de
T, T, Y Tq 8€ conocerdn inmediatamente.
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Q?
PER
dos de lag raices reales serdn iguales entre 8.
Tenemos las relaciones:
—Q 0

T':(JCOSP, —4— -+ EZ—-P sen’ o




El segundo valor da:

luego:

como el médulo p es esencialmente positivo, de la primera ecuacién se deduce que ¢ se-
rd igual 4 cero si Q es negativo y ¢ serd igual 4 = si Q es positivo.
12 Q < 0. Las tres raices serin:

IIT.—1° Sea P negativo, y:
= F =
it >
de las relaciones (762) y la primera de las (764) se deduce:
T—=U——

3u .

Y si se designa por A el radical:

=D
N2

se tendré, puesto que P es negativo:

El valor:

puede ponerse bajo la forma:

puesto que P negativo.
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Se determinard un arco ¢ que satisfaga la condicion :

y ge tendrd:

/;1 ~ L fi—cos2e ! " Jsen’y

\sen’2¢ Rl sen2¢  V\2sengcoso

A
T_V&ﬂ

= ¥ tange
De consiguiente:

@ :\f (ﬁ/tanggo + ¥ cole ), xz=\/~g—(aiy_tangga +a* ¥ cote),

msz\/g(azﬁ’tangso +a¥ cote )

Bi1 suponemos :

P tange = tang ¢
ge tendri:

mlz\/—gh(tangg‘z—!-cotg’;), mgz\/g(atangé+azcot¢),
== \/g(a“tangtr’f +acot¢)
S1 hubiésemos tomado + cos2 ¢ en lugal de — cos 2 ¢, tang ¢ se cambiaria en cot ¢

Y viceversa, pero no hubiera resultado ningtin nuevo valor para .
Reemplazando @y a2 por sus valores:

—3+3v=8y —31—11/=3
y recordando que por trigonometria se tiene:

cot ¢ +1tang ¢ = 2cosec2¢, cot¢ —tang=2cot2¢

los valores de ., , z, y 2, serdn:
3:1:2\/—1—:3)—(305632(.’!, :52=-—\fg(cosec2t,ﬁ+cot2;b1/_3),

By== —Vi—g(coscciigﬁ—cotng 1/ =3,

2? Bea P positivo y tendremos en general:
/_ ( A \/T’
5l — =
v( % V)
NNy

1 Al extraer Ia rafz cuadrada puede tomarse indiferentemente +c052¢ 6 —eos29.




Pero como:

De consiguiente:

A : RS 37- 2
\T? £l [_3 C0[2?+Vcot22¢+1=\/m_g
%

= ¥ cot g =col ¢
sen2 ¢
De consiguiente:

P , o F ;
= \!—3- (cot ¢ — tang ¢ ) =2 \J"g cot2¢
Lo — \X% (cot2 ¢ — cosec2¢ 1/ —3)

B e
Py=— — /1— (eot2¢ 1 cosec2¢ 1/ —3)

N3

551. Otro procedimiento trigonométrico para resolver el caso irreductible, El
caso irréductible puede resolverse con facilidad asimilando su solucién al problema de
la #riseccion del dngulo.

Se tiene por trigonometria: 1

sen*b—*%senb — tsen 30
de donde:
sen3b—38senb —4sen®d

y suponiendo b = } ¢ regultard:
seno=3senta—4sen’ia

Si designamos sen £ ¢ por z tendremos:
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Dividiendo por una indeterminada p las raices de la propuesta:

2+ Pat Q=0
se obtiene:

Para que las dos ecuaciones de tercer grado sean idénticas debe tenerse:

B 3
ST

2

Q _ sena
o’ 4
que dan los valores:

10 . [T 5gs

B
P=2'\/—§, Sena:-?;:\! 1P

Conocidos p y sen a, como las raices de (773) son: 1

las de la (774) serén:

psen—q-, ,nsen&+2:, p sen L
3 3
Dando, pues, 4 p y 4 sen « los valores (775) se conocerdn las raices de la propuesta.
Ahora bien, para que los valores (775) sean admisibles, es preciso, pues, que sen a es
real, que p lo sea también, es decir, que P sea negativo; adem4s, el cuadrado de sen
debe ser <1 porque sen a est4 comprendido entre —1'y + 1. Debe tenerse, por con-
signiente:
=0
4P?

P3

£
e, 2
= 0 bien A < o7

Es decir:

que es justamente la condicién del caso rreductible.

APLICACIONES.

562. I. Sea la ecuacion:
2 +3x—14=0

en la que P = + 8, Q=—14, y por consiguiente:

Q?

P s
TR

Se presenta, pues el primer caso en que hay una raiz real y dos imaginarias.
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' Sustituyendo los valores de P y Q en las formulas (771) resulta:

@1 =PT+ V50 + ¥7T—1/50, 22=apT+1/50+"¥T—1/50

zy=a* T+ /50 + «¥T — /50
Para extraer la raiz ctibica de los binomios:

T+1/60="+51/2y T—/80=T—5y/2
nos valdremos de un artificio.

Designemos por » una cantidad desconocida que satisfaga la relacion :
T8/ 2=(0+1/2)3=0w3+80?/2+60x-2)/2
Para que subsista esta relacién debe tenerse:

8021/ 2+2/2=51/2

De la segunda obtenemos: »2 =1 6 bien o= =+ 1.

102 —|—6EU:7’

Sustituyendo estos valores en la primera, sélo o= -1 la satisface; asi pues, ten-
dremos:

TE£5y/3=(w1/2)'=(1£1/2)° dbien §Tx5,/3 =112
Asl pues, los valores de z,, 2, y @, serdn:

2= (12 + (1—1/1)=2

%:LZV—&(H. IH,F;l:éﬁ_ Vo (e )iy
S b i =3 =5 TG
=TIV Ay YR oy =1 T
1L Sea:

22 —6224+32z+20=0
Para quitarle el segundo término sustituiremos en lugar de x el valor:
tt+$=2+2
lo que dar4:

'’ —92-1+10=0

cuyas raices son las de la propuesta disminuidas dos unidades.
En la transformada se tiene:

QZ P3
= =—2<0
s T 5

[

habr4, pues, tres raices reales, es justamente el cago irreductible.
Se tendra:

=9 —b+y —2+ ¢ —s—y =9, Ti=aP =51y —2+ @Y —h—y =2

Sl o T Bl 1 vy

bbb

Nos valdremos de un artificio para hallar la forma real de las raices y supongamos
para ello la relacién:

—b5ty/ R=(oty 3) =0ty 2—60F 212

que nos da las condiciones:

W —Bu=—5, 30'y/—2—2y/=2=1/—2
De la segunda se deduce v*=1, es decir, v = + 1.

Como de.estos valores solo -1 verifica 4 la primera tendremos:
a=(14y/=D+ A=y =8) =2

s —1+21/_3 (1+1/_—2)+:_];,:2.l_/,_—_3.(]_1/t_‘2):—1+1/€
xsﬂ,":l:éﬁl/_:é(1+}/_—2)+r_1i2lf——3(1_1/::*2):—1—1/?

Afiadiendo dos unidades 4 cada una, las raices de la propuesta, son:
=4, £2=;1+1./_(3, zs=1—1/6

N. B. En este caso, como los binomios afectados del radical son cubos perfectos, he-
mos podido algebraicamente evitar las formas imaginarias. En el Capitulo ITI, Primera

Parte, hemos expuesto el criterio para conocer cuindo un binomio es cubo perfecto y
cOmo puede en este caso extraérsele la raiz.

III. Resolver trigonométricamente la ecuacion:

2 =—Ta+7=10
Se tiene:

Nt P3
e )
g S

en este caso, que es por consiguiente el irreductible.
Las férmulas por aplicar son (pérrafo 550):

:.:1:2\/-—?[]-(:05 %, Ta= —2\/% cos ( 60 — %) e 2\}:5—13 cos (120 ——g)
—P¢ Q

= cosp=— ——

e ‘\/ o7 4 20

Comenzaremos por calcular 4 ¢ para lo cual tendremos

G
2p

Como cos ¢ resulta negativo, buscaremos el 4ngulo suplementario:

L]

o' =180 — ¢




