CAPITULO V.
SERIES RECURRENTES.

Preliminares,—Criterio para conocer si una serie es recurrente,—Término general.—Suma de 1ag series
recurrentes,.—Aplicaciones,

PRELIMINARES.

636. El estudio de las series recurrentes deriva inmediatamente del de las fracciones racionales
y sucintamente vamos & emprenderlo.
Sea la fraccion desarrollada:

(829)

La serie que constituye el segundo miembro, esté constituida por términos de los que cada uno
Ry b’ = 3 S e :
se forma del anterior multiplicada por — — #; la citada serie, cuyos términos necesitan de los an-
teriores para formarse, se llama recurrente y es de primer orden porque sélo un término constituye
la escala de relacion que es el nombre que se da &
b
(T,’
i se tiene:
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a'+b'xte'z?
Aplicando el método de los coeficientes indeterminados resultard:
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Partiendo del tercer término del desarrollo en adelante, cada término es igual & la suma de los
dos anteriores multiplicados por:
ZJI
i)

(17

¥ la serie recurrente serd de segundo orden siendo la escala de relacion :
L)
a’’ a’

a+bx—+cxt
a'+b'etc'ztfd a’

S1 se tiene:

cada término del desarrollo, del cuarto en adelante, es la suma de los tres anteriores multiplicados
respectivaniente por:
( d’ 3
— e [ 3

be

siendo la serie recurrente de tercer orden.
Finalmente, toda fraccién racionsl de la forma:

a+bz-tex’ ... Fkem!
o’ +olwtelat L R e U™

engendra un desarrollo en el que todo coeficiente del m -+ 1 en adelante se origina por la suma de
los m anteriores multiplicados respectivamente por:

l!
(~ 4 -
7

CRITERIO PARA CONOCER SI UNA SERIE ES RECURRENTE.

637. Determinacion de la escala de relacion.—Regla de Lagrange. (*) La regla de La-
GRANGE para conocer %1 una serie propuesta es recurrente se funda en las siguientes consideraciones
preparatorias:

1* Sila serie S es recurrente de primer orden, procede de una fraccion de la forma:

a
o' bz

Pero se liene:
r

T e I .
—— 0 r=p1q%
(4] (1] (1

o +b0'%

lo que prueba que —l,— 6 sea la fraccion invertida debe dar por cocientc una fraccion entera en z y de

(1) Recurrente guiere decir que remonta hasta su origen.
(%) En lag Memorias de la Academia de Ciencias de Paris.--1872,
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la forma: p + qw. De no efectuarse exactamente esta divisién, la serie (supuesta recurrenie')- es de
orden superior.
2 8i S es una serie recurrente de segundo orden procede de una fraccion de la forma:

Pero se tiene:

ab'—a'b | a‘e'—b(ab'—ba') k 4
et e == = ';t‘:j}—i—(};r,——"— —_—

a’(a-t- b;vj_ a+bz

4 o~ 1 . % o I 4 4

Asi pues, - debe dar un cociente entero en z de la forma P - g%, mas un producto de z* por una
serie recurrente de primer orden.

Asi pues, designando por S”z? el resto que se obtiene después de haber dividido _L y obtenido el

i 4 ! r debe 8 AT g : v :
eociente exaclo p--qx, debe encontrarse 57 igual 4 un cociente exacto de la forma:

p'Hq'w

y asi sucesivamente.

Fundado en estas consideraciones, Lacrance ha dado la regla siguiente para reconocer si una se-
rie propuesta es recurrente:

Sea:

S=A-+Bz+Cz*4+Datif.........

la serie propuesta.
(TS 5 et e Bee IR e S a2 & 2 -

1% Dividase 18, eontinuando la operacion hasta obtener un cociente de la forma p 4 gz y un
resto-de la forma S’2* (siendo S’ una serie indefinida de 1a forma A'}-B/z1 C/a?L )

2° Dividase S <+’ continuando lu operacién hasta obtener un cociente de Ja forma p’ -} ¢’z y un
resto 8”2’ (siendo 8" =A"-+ B"x -G g2+ ...... )

3% Dividase 8’8" continuando la operacin hasta oblener un cociente "4+ q"z y un rest
i

Prosiguiendo sucesivamente, cuando una de estas divisiones se efectue exactamente, la serie pro-
puesta es recurrente y su orden es del rango de la divisién que se ha efectuado exactamente.

Supongamos una serie que con la tercera division da un cociente exacto; el cuadro de operacio-
nes sera:

o1 e et
=ptoz+ ', —=p'qrt+ =2 =p"+q¢"z

1
S 8 ; RS

= e a A N re \-,SH e o s >
Deduciendo de Ia altima ecuacién el valor de s+ ¥ sustituyéndolo en la anferior resulta:

S o i
Y el =0 T ey

g/ "oy
h

X ./ .
S p'4q"z

S (@ +9'2)(p"+q"x)+ 2

Sustituyendo en la primera:

(@' +¢'2)(p"+q¢"x)+a*

Finalmente:

(p'+9'2) (p"+¢"2) + &*

S—
(2+92)(P'+9'2)(p"+ 9" ) + (p+ q2) 2>+ (p" + ¢"x)

que es de la forma:

s at+bx4ex?
a'+b'rde'xiFdx?

(=7
5

v

y cuya escala de relacién es:

APLICAOI()N.

638. Sea la serie:

S=1+F3x+62"+ 102>+ 1524+ 2125+ 282° 4+ 3627+ ......iv.

Aplicando la regla se forma el ¢uadro de operaciones:

1 1 S’
S

S 143z+... 4]

13l 1 1 £ 8

28, S!'=34 8z Thp - 2zt 35nt + vk

—, S'=143x}6224102+ ....... 5

S!

E’_i 3-8z 4.
St 11 3% +6r'd

la serie es pues recurrente de tercer orden.
Para obtener la escala de relacion se tiene:

1 5 S 1 1
—1—=3x -—."2’-—-:.--- Sl
= Bo 4 ol D=t a2

Asi pues:

St 1 Bl —1—38x 1 8x*—x*

e - . ]

Clemta s o 3—=x g

Finalmente:
1

T 1=324832°—2'  (i—a)

La escala de relacion es, pues:
' (3, —8, 1)
Si 1a serie fuese:

1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, ......

la escala de relacidn serfa:
(3, —3,-1)

El términe 28, por ejemplo, se compone de:

21.3415.—34+10.1=28
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TERMINO GENERAL.

639. I. Tomaremos primeramente la fraccién:

i3

e (830)

a' +b'z
que como se sabe da una serie recurrente de primer orden.
El desarrollo (829) hace ver que equivale 4 una progresién geométrica cuyo primer término es
4] . I 4 3 3 .
— siendo la razén — — x; asi pues, el término general es:

a (E.’ n=1
T_.a,(_?.x,) (831)
I1. Sea la fraceion:
a+bx
a'+b'xt el x? (3%

que suponiendo:

a’ b
b
¥ ]

c

STy
Fat o)

.5
.c!

puede escribirse de la manera siguiente:
a4+ fx
Supongamos que se tiene:
2+’ =(x=p)(x—q)=0
y resultard:
a4 Az A B

a’+.“3';?;'-[—:.'r_‘2 = T—p + r—q (834)

Las fracciones del segundo miembro dan lugar cada una 4 una serie recurrente de primer orden,
¥ la suma de sus términos generales sera el término general de la propuesta.

Determinando en (834) 4 A y B se liene:
p+e Bq+
A ; - 7 B== 1; ; (835)

Comparando las fracciones que entran en (834) con la (830) y atendiendo 4 la ecuacién (831) se
tendrd para expresiones de sus respectivos términos generales:

A 1 ):;—l B 1 ) n—1
X )

i )

ey

Suméndolos:

T:_ ("}__+ B )m:a—vl
])Il q!l

expresién en la que sélo falta sustituir por Ay B sus valores:

APLICACION,

640. Sea por ejemplo:
3—2zx
342z —z?

Que equivale 4:

en donde:

La férmula (836) sera:

SN—=2;

5 M=8,

Asi pues:
3—2z

e R e S TS g
S+2z—2’

Se obtiene, pues, el desarrollo de la fraccién propuesta, pero la gran ventaja de. la de-teymmaclréété
del término general estriba esencialmente en conocer un término de rango cualquiera sin necesida

de formar precisamente los anteriores. ; o
641. Oasos particulares. 1° Cuando las raices p y g son iguales A y B son infinitos y se proce-

de asi:
dpBr . ca s pe - ) thu +ﬁ(m—p) gp
=) (a=pn) (s—py  (@=p)" G=p)y . (=2)

Len iy (836")
S m=p)s a el

El segundo término da lugar 4 una serie recurrente de primer orden cuyo término general es:

() e

El primer término equivale 4:

satta-lp
(a+fp)(p—2)~" === =

Asf pues, el término general de este segundo miembro es:

atfp nz"' n(a+Bp) 21
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