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la ligne mP tend vers la valeur limite (Om'— Om) ou v’ —w ou Av. On a done

: mi : Ay
(lml, _AT') = lim. (;)

e AR , ; y B
Or lim. (A&) st la dérivée de la vitesse par rapport au lemps, c'esl-i-dire
£ (). En appelant T la composante tangenticlle de 'accélération, on aura done
T= ().

Telle est Pexpression de la composante tangentielle de l'accélération &
linstant ¢ : ¢’est ee qu'on appelle ordinairement 'accélération tangentielle &
Iinstant {.

Accélération centripete. — De méme, soit « 'angle des deux vitesses v et v';
d'une part, m'P tend vers la wvaleur de l'arc »'«; et comme ' tend vers la
valeur » lorsque Af tend vers zéro, on peut dire que m'P tend vers ve : donc
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lim. (?) =lim. (3, = lim. (3)
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Or nous savons que lim. e cu appelant ¢ le rayon de courbure
S 5

cn mi. On peut done écrire

- 3 e 5 Ag ; o
¢ lim. e =1lim. As, d'ou lim.— (ou v)=¢ lim, )
At " i AL

Par conséquent lim, -3-) et o _)
4 [ At

Soit N celte composante normale de P'accélération, on a doneN = — : clest
ce qu'on appelle ordinairement Vaccélération cenfripéte a Pinslant 1. Enfin,

r L L e
posons o= lim. (3) On a en résumé :
T =f" (t), c'estlaccclération tangentielle a Uinstant £,

H

N=—; c'est 'accélération centripéte.
c’est la vitesse angulaire a l'instant .

40). Mouvement circulaire uniforme. — On peut déduire de ce cal-
cul général les éléments du mouvement curviligne dans un cas par-
ticulier irés intéressant, celul du mouvement circulaire uniforme.

Les équations précédentes se simplifient. On a successivement
(1 N —{i—A

A étant une constante : Cespace parcourw est donc proportioniel
au temps.

L'L N= j-' {:."I] =iy
la vilesse est done constanie.

{"] T= ‘f’ (‘.‘:l = Uf
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al

Paccélération tangentielle est done nulle : cela signifie que Paceélé-
ration a I'instant ¢ est constamment normale a la trajectoire, ¢'est-
a-dire qu'elle se réduit & I'accélération centripéte.

14 ot

¢ R

Paccélération centripéle est donc constante. R est le rayon de la
circonférence décrite, et il est identique en chague point au rayon
de courbure.

Enfin, on a

[GJ m:iilti.( ‘—;—!\)_5—_]‘_‘1,

/
la vitesse angulaire est done constante. V élant ici 'are parcouru dans
Wi ey :

I'unité de temps, et R le rayon de cet arc, le quotient i représente

langle au cenire correspendant ». Cela explique le nom de witesse

niulaire: donnd i | =
angu awe aonne a 1mnm. Al 5

CHAPITRE IV
MECANIQUE
NOTIONS DE STATIQUE

41. Forces. — Nous avons déja vu qu'on appelle force toute
canse capable de produire le mouvement et de le modifier. L'ac-
tion des muscles chez les animaux, la pesanteur, les allractions
et les répulsions magnétiques ou électriques sont des forces.
Nous ignorons en quoi consistent les forces, mais la notion nous
en est donnée nettement par la sensation de Peffort. Cetie notion
de force implique trois éléments qui la caractérisent, & savoir le
point dapplication de la force, sa directiontel son inlensité.

Les forces peuvent n'agir sur les corps que pendant un temps
trés conrt, comme cela a lieu dans les choes, dans U'explosion de
la poudre, ou bien, elles agissent pendant foute la durée du
mouvement. On dit dans le premier cas qu'elles sont instanlo-
nées, et dans le second, qu'elles sont conlinues; mais on entend
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par la quil y a non pas deux espéces de forces, mais seulement
deux modes d’'action des forces.

42. Equilibre. — Statique. — Plusieurs forces étant a ppliquées
a un meéme corps, il peut arriver quelles se neutralisent mutuel-
lement et que I'état de repos ou de mouvement du corps ne soit
pas modifié. On dit alors que le corps est en équilibre et que les
forces appliquées au corps se font équilibre.

On appelle Statique la partie de la mécanique qui traite des
forces considérées & I'état d'équilibre et qui détermine les condi-
tions de cet équilibre.

43. Mesure des forces. — Dynamometre. — On dil que deux
forces sont égales, quand, appliquées en sens contraire & un méme
point matériel, elles se font équilibre. On dit quune force est
double, triple d'une autre, lorsquelle fait équilibre 4 deny, trois
forces égales a celle-ci, et appliquées simultanément en sens
contraire au méme point matériel.

I’état “d’équilibre fournit le moyen de comparer lintensite
d’une force i I'intensité d’une aulre force, prise comme unité,
cest-i-dire de mesurer les forces. L'unité ordinairement adoptée,
d’aprés le systéme métrique, est le kilogramme. Théoriguement,
c'est la force avec laquelle une masse d’ean pure, & la tempéra-
ture de 4°, du volume de 1 litre, est sollicitée par la pesanteur.
Praliquement, cest la force avec laquelle la pesanteur sollicile
une masse en platine, construite de maniére i réaliser le kilo-
gramme théorique, el conservée aux Archives sous le nom de
kilogramme-élalon.

La comparaison des forces avec I'unité se fail au moyen d’ins-
truments spéeiaux appelés dynamomélres. Ils se composent tous
essentiellement d'un ressort, dont 'élasticité peut faire équilibre
i des forces variables. En appliquant successivement au ressort
des poids connus, et en notant les flexions correspondantes,
on graduera l'instrument en kilocrammes. Une force inconnue
quelconque appliquée ensuite an ressort et produisant la méme
flezion quiun poids de n kilogrammes vaudra elle-méme, par défi-
nition, # kilogrammes.

Nous déerirons quelques dynamométres usuels dans le chapilre
des Instruments de mesure.

Remsrove. — Si la force conserve toujours la méme intensité
de n kilogrammes, on dit que ¢’esl une foree constante; si son
intensité augmenie ou diminue avec le temps, on dit que c’est
une force variable en grandewr; si elle change de direction en
méme temps que d'intensité, on dit quelle est wvariable en
grandeur et en direclion.
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4%. Représentation des forces. — Une 1‘01'(‘:9, esl cmnpli‘:lemgm
déterminée lorsqu’on connait son point d’application, sa direction
et son intensité. On peut représenter ces divers éléments d'une
force, comme on a représenté, en cinématique, les vilesses et les
accélérations. On méne par son point d’application, dans le sens
de sa direction, une ligne droite indéfinie; puis sur cette ligne, &
partir du point d’application, et dans le sens ou agit 1:1 fm’(:e, on
porte une unité de longueur al'hilr:m'e,‘ le C(.JilUl}]:iU't? par
exemple, autant de fois que la force donnée contient ‘l unité de
force. On a ainsi une ligne droite qui représente completement la
force. Pour distinguer les forces entre elles, on les désigne par
les lettres P, 0, R..., qu'on place sur leurs direclions respec-
tives 4 l'extrémité de la longueur qui en
représente intensité (fig. 12). :

Remangue. — Ce procédé de figuration
graphique permet d’appliquer a l'L"lludfz des
forces les mémes méthodes geéométriques
qua I'étude des mouvements. La statique
est donc; comme la cinématique, une sorte
de géométrie, qui joint dl'idée d’espace, non
5c1;le11'1e1'11 lidée de temps, mais aussi l'idée
nouvelle de force. tant donnés ces notions
fondamentales et les principes dobserva-
tion qu'elles comportent, la slatique pro-
céde géométriqguement, comme la cinéma-
tique, et arrive de déductions en {l}:fl!_lt.‘-
tions A Détablissement des conditions e i
d'équilibre d'un systéme de forces quelconques appliquées a un
systéme de poinis matériels. paA

. :’iiii.l Gum;ositicn et décomposition des.forces. —Le }"?“Eullil dp‘el i);

bléme qui se présente en statique est celui de la composi -a“:)?_t edi_g H.m._

décomposilion des forces. La solution de ce pmb!t‘eu‘u’z‘ PI\ 11]']'il“

sable 4 connaitre pour résoudre toutes les ([l_lE':S‘llml“? lf eqm L[]ll 90

Résultante et composantes. — L()l'&'l]llf,_ph_lSlemh (3;]“: 1 m,

R..., appliquées a un méme point matériel 'L\(?E %1‘1;;9 u?‘ 0“‘

équilibre, il est évident que I'une quel?ongue d m.l:‘ £ le;mu&'

exemple, peut, A elle seule, annuler Paction (.le tou Cﬁ ll:; <enie§

Une force S, égale et opposée a R, _produu‘mt (l[}]%*;. 1 ef 'té, “

le méme effet que le systéme des forces P_th Q fﬂfl PC. Silll'lul(il'il—

peut ainsi produire le mgme effet que pluslul_l_lr-. ‘mc a i) ULH
nées se nomme leur résultante, et les anires l‘m'uca,‘ 13;_11 111]\{1 :

4 la résultante, en sont les compos_uutcs. .La force _b -L‘a.l .[1 1‘r,.._u_

tante des forces P et Q, et celles-ci en sont les composantes.

R

Fig.
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Le probleme de la composition des forces consiste  trouver
la résultante d'un systéme de forces quelconques. Le pro-
bléme inverse de la décomposition des forces consiste i trouver
un systeme de forces qui produise le méme effet qu'une force
unique donnée. On suppose toujours ces forces appliquées soit &
un point matériel unique, soit & un systéme de points matériels
séparés par des intervalles invariables, et constituant des corps
solides absolument rigides, ¢’esl-a-dire incompressibles et indé-
formables. Nous traiterons d’abord le cas des forces concourantes,
puis celui des forces paralléles, qui se déduit aisément du pre-
mier.

fi(i.. Composition des forces concourantes. — 1° Définitions et
principes. — On appelle forces concourantes celles dont les direc—
tions se 1‘e1lmontn:nt en un méme point ot 'on peut les supposer
toutes appliquées. Par exemple, lorsque plusieurs hommes, pour
sonner une cloche, tirent des cordeaux fixés 4 un méme neeud
sur la corde de celte cloche, les efforts de ces hommes sont des
forces concourantes.

La solution du probléme général et la détermination de la ré-
sultante, dans chaque cas particulier, se déduisent des lemmes
ou principes swvants :

1. Deux fgrcm éqales et conlraires, appliquées & deuz points liés
par une droile rigide (de longueur invariable) et agissant dans la
direction de celle droile, se font équilibre. ] ;

On admel ce principe comme évident.

1I. Une fo:-ce_l" étant appliquée en un point A, on peut lappliquer
en tout autre point B de sa direction, pourvu
que cc nouveaw point d'applicalion soit li¢ Ax

invariablement au premier (fig. 15). VAR

Fig.

L. Réciproquement, si unc force F
agissant sur un point libre A peut élre Fig. 14.
transportée en un point B lié invaria—
blement aw point A, le second point est sur la direction de la [orez.
(If} principe et sa réciproque se déduisent du premier prineipe.
IV. Lorsque deux forces P et O (fig. 14) agissent simullanément
sur un pownt matériel A, lewr résullante R est nécessaivement com—
prise dans le plan des deux forces et i lintériewr de Pangle formé
par lewrs divections.
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Ce principe est une conséquence de celui de la composition des
mouvements : le mouvement que produira la résullante étant le
mouvement résultant des mouvements que produirait chacune
des composantes, la frajectoire du mouvement résultant (supposé
rectiligne) ou l'élément de frajectoire du mouvement résultant
(supposé curviligne) est dans le plan des irajectoires ou des éléments
de trajectoire des mouvements composants, d’aprés la régle du
parallélogramme des vitesses.

9° TukorEME GENERAL. — Lorsque plusieurs forces concourent en
un méme point maléricl et qu'clles ne se font pas équilibre, il existe
towjours une force unique ou résultante par laquelle on peut les
remplacer.

I. Cus de deuz forces. — Parallélogramme des forces. — Solent
d’abord deux forces concourantes F et F” (fig. 15), el O leur point
d’application. Ces deux droites quise cou-
pent déterminent un plan que nous pre—
nons pour plan de la figure 15. On dé-
duit des principes qui précedent la régle
du parallélogramme des forces qui déter—
mine larésultante de denx forces, comme
la régle du parallelogramme des vitesses
détermine la vitesse résultante de deux
mouvements.

La résultante de deux forces concou—
ranles est représentée, en direction et en
grandeur, par la diagonale du parallélogramme construit sur ces
forees. 2

Ainsi la résultante R des forces F et F/ est dirigée suivant la
diagonale OD et contient Funité de force autant de fois que cette
diagonale contient elle-méme I'unité linéaire qui a été porlée sur
OB et OC pour représenter les forces I et 1.

1. Cas de plusieurs forces. — Polygone des forces. — La rigle
précédente est susceptible d’un autre énoncé, comme dans le cas
des mouvements. On voit en effet que la diagonale du parallélo-
gramme construit sur les deux forces est la somme géomélrique des
deux lignes qui représentent ces forces. On peut done dire aussi
que la vésullante de deux forces est représeniée en grandeur el cn
divection par la somme géomélrique des lignes qui représenfent ces
forees.

Sous cette forme 1'énoncé est général et sapplique au cas
un nombre quelconque des forces. En effet, soient les forces F,
F', ¥, ¥ sollicitant le point matériel O el représentées, en gran-
deur et en direction, par les droiles 04, 0B, 0C, OD, non situées
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dans un méme plan (fig. 16): si on applique la régle du parallé-
logramme aux deux premiéres forces, on obtient une résultante
partielle OB, ; si I'on compose 0B, avec la force suivante, on ob-
tient la deuxiéme résultante partielle OC;; enfin, en composant
0C, avec la derniére force OD, on a OR, qui est évidlemment la
résultante totale. Or la droite OR est, par définition, la somme
géométrique des droifes OA, OB, OC, 0D : on U'eit donc obtenue
directement en appliquant la régle de la somme géométrique.

On voit aussi que la ligne OR n’est pas autre chose que le der-
nier colé d'un polygone construil en menant par le point 0, & la
suite les unes des autres, des lignes paralléles et égales aux forees
concourantes. Gest pourquoi I'on appelle aussi régle du polygone
des forces celle régle de composition.

Fig. 17.

Ul Parallélépipede des forces. — Dans le cas particulier ou le
systéme des forces concourantes se réduit a trois forces UA,
0B, OC (fig. 17) formant un triédre quelconque, la régle de com-
position se simplifie. Il suffit d’appliquer soit la régle du polygone,
soit celle de la somme géométrique, pour voir que la résultante
OR est la diagonale d'un parallélépipéde construil sur les trois
lignes 04, OB, OC. De 14 celte aulre régle, dite régle du parallélé-
pipéde, qui s’applique au cas particulier de trois forces :

La vésultante d'un systeme de {rois forces concourantes est repré-
senlée, en grandeur et en direction, par la diagonale du parallélépi-
pede conslruit sur ces {rois forces.

IN. Décomposition d'une force unique en plusicurs forces con-
couranles. — Inversement, une force unique étant donnée, on
peut la décomposer en deux ou plusieurs forces concourantes qui
produisent le méme effet. Ces ecomposantes de la force unique sont
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déterminées dans chaque cas en appliquant 'une des réciproques
des régles de composition.

¢ Cas pE prux Forces. — Une force unique R (fig. 15) peut étre
décomposée en devx aulres F et ¥, appliquées au méme point que la
premicre et dirigées suivant des droites données. 11 suffit pour cela
de construire sur ces droiles un parallélogramme dont la force
donnée soit la diagonale; les longueurs des cotés représentent les
composantes cherchées.

9 (as pE TROIS FoRcES. — Une force R (fig. 17) peut éire décom-
posée d’une infinité de maniéres, sutvant lrois directions 04, OB, 0C,
formant un angle triédre quelconque.

5° (s pe pLusiEURs Forces. — Elant donnée une force R (fig. 16),
on peut la décomposer suivant un nombre quelconque de forces con-
courantes. Il suffit d’appliquer en sens inverse larégle du polygone.

47. Composition et décomposition des forces paralleles. —
1° Lorsque deuz forces paralléles sont appliguées & un méme point,
elles ont une résultante égale @& lewr somme si elles sont de
méme sens, et & lewr différence si elles sont de sens conlraires.
Par exemple, si deux hommes tirent un fardeaun par le méme
point et suivant des directions paralléles, avec des efforts res-
pectifs de 20 kilogr. et 15 kilogr., I'effort résultant est 35 kilogr.
ou H kilogr., snivanl qu’ils tirent dans le méme sens ou en sens
contraires.

Lorsque les forces paralléles sont appliquées, non pas au
méme point d’un solide rigide, mais suivant la méme direction, la
régle de composition est la méme,
parce quon peut transporter ficti-
vement les points d’application réels
de ces forces en un méme point
quelconque de leur direction sur le
corps rigide.

9¢ Lorsque deux forces paralléles
et de méme sens sont appliquées
auzr points A ei B d'un solide rigide Fig. 18.

(fig. 18), leur résultante R est égale
a lewr somme, leur st paralléle el partage la droite AB en deuz seg-
ments inversement proportionnels aux intensités des forces P ef ().

On a R=P4Q et {-% =3 C étant le point d’application
de R. Par exemple, si P est deux, trois fois plus grande que ), la
distance AC est deux, trois fois plus petite que CB. Par suite,
lorsque les forces P el () sont égales, la direction de leur résul-
tante partage la ligne AB en deux parties égales.
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5 Réciproquement, une force unique R, appliquée en C, peut élre
remplacée par le systéme de deux forces paralléles et de méme sers,
P et O, dont la somme est égale & R; siles points A, B, C sont en ligne
droite, ces nouvelles forces sont en raison inverse des longueurs AC ¢ CB,

4 Cas d'un nombre quelconque de forces de méme sens. — Cenfre
des forces paralléles, — On cherche, d'apres la regle précédente,
la résultante de deux de ces forces, puis celle de cette résultante
partielle et d'une troisieme force, et ainsi de suite jusqu’a la
derniére. Cela méne foujours a une résullante fotale unique, qui
est une force égale a la somme des composantes, de méme sens, el
appliquée en un point qu’on appelle centre des forces paralléles.

La position du centre des forces paralléles se détermine analy-
tiquement, a 'aide du théoréme des moments, que nous verrons
plus bas. Il résulte de la régle de composition que la position de
ce point est invariable, quelles que soient la direction et la gran-
deur des composantes, pourvu qu'elles restent paralléles entre
elles et dans les mémes rapports de grandeur.

5 Cas dun nombre quelconque de forces, de sens opposés. —
Couple. — Quand on a des forces paralléles en nombre quelconque
agissant indiféremment dans les deux sens, on pourra composer
les forces de chaque groupe en une seule foree, et 'on n'aura plus
que deux forces paralleles P et ( de sens opposés, appliquées en
des points différents A et B (fig. 19).

Dans le cas ot les deux forces sont indgales, elles ont une résul-

Fig. 19. Fig. 20.

tante R égale & leur différence (P— ), paralléle & chacune d’elles el
de méme sens que la plus grande, appliquée en un point G extérieur
a la ligne AB et dont les distances quz poinis A cf B sont inverse-
ment proportionnelles aux forces P et ().

:T: 1‘: La force R est
done parfaitement déterminée dans ses frois éléments, intensité,
direction et point d’application.

On a donc, en général, R —=P — () et
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Dans le cas particulier ot P=0, il n’y a pas de résultante. Ce
systéme de forces s'appelle un eouple - il tend & faire tourner le
solide auquel il est appliqué dans le plan du couple, jusqu’a ce
quela droile AB soit amenée dans la direction des forces. Un couple
est déterminé par son moment : c’est le produit de intensité de
la force P par la plus courte distance MN de deux forces. MN est
le bras de levier du couple (fig. 20)

48. Théoréme général des moments. — 1° Définilions. Nous dé-
finivons les momenls par rapport & un point et les moments par
rapport & un aze.

I. Le moment d'une force par rapport & un point est une quan-
tité aloébrique qui est égale, en valeur absolue, au produit de la
force par la distance du point i cetle force.

Si T est la force, 0 le point et OA la distance, la valeur absolue
du moment est F > OA. Pour une autre force telle que ¥, la va-
leur absolue sera F” < 0A/ (fig. 21). Les dislances 04, 0A” sont
appelées bras de levier des forces F et F. Le moment est positif ou
négatif, suivant que la force tend a4 entrainer son bras de levier
dans un sens ou dans lautre. Si, par exemple, on donne le signe
+ au moment de F, celui de ¥ aura nécessairerment le signe —.

,IJ“:\
¥

Fig. 91. Fig. 22.

II. Le moment d'une force par rapport & un aze est le moment
de la projection de cette force sur un plan perpendiculaire a 'axe
par rapport au point ou I'axe perce le plan.

Soient XX laxe et F la force (fig. 22); si O est le pied de I'axe
sur un plan perpendiculaire et F, la projection de la force, en abais-
sant la perpendiculaire OA, on a pour le moment de la force
F,><0A,. Comme ¢’est, en somme, un moment par rapport aun
point, la convention des signes s’y applique. Le moment est posi-
if ou négatif, suivant que la projection F, tend & entrainer son
bras de levier 0A, dans un sens ou dans l'autre.
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90 Tuiorine GENERAL. — Le moment de la résullante est égal @ la
somme algébrique des moments des composantes. :

Le théoréme s’applique également bien 4 un systéme de forces
concourantes et a un systéme de forces paralléles, soit qu'on
prenne leurs moments par rapport & un point de leur plan, soit
quon les prenne par rapport i un axe quelconque.

5 Conséquence. — La somme algébrique des moments dun
systéme de forces est évidemment nulle, soit quand la résultante
passe par le cenlre des moments, soit quand elle rencontre Uaze des
moments; car, dans l'un ou P'autre cas, le bras de levier de la
force ou celui de sa projection se réduit a zéro.

19. Expression analytique des moments d’une force par rapport a
trois axes rectangulaires. — Soit F une force appliquée en un point A dont
la position est déterminée par rapport i trois axes de coordonnées rectangu-

laires Oz, Oy, 0z, Soient 5
coordonndée

gles de la foree avee Oz, Oy, Oz

~ Le moment de F par rapport i I'axe
Oz est ézal & la sommme des moments
des trois composantes de F, suivant
les trois axes de coordonnées. En con-
struisant le parallélépipéde des for-
ces, on a ces trois composantes en
grandeur et en direction. Ce sont :

Suivant Paxe des © ... X=F cos a.
— 7 ... Y=0F cos 8y
- ..o b =F cos .

Le moment de X par rapport a 0z
est nul, puisque la projection de X sur
le plan des yzse réduit au point A",

Le moment de Y est ézal, en valeur
absolue, &4 Yz, car Y se projette en
vraie grandeur sur le plan des yz qui

: ; lui est paralléle, et la distance de sa
projection au pied O de I'axe est précisément égale au = du point 0. Quant an
signe de ce moment, on le détermine en appﬁqn;mt ici une conve réral
Supposons un observateur placé le long de Uaxe et les pieds er 0 : si la pro-
Jjection de la force sur le plan tend d entrainer son bras de levier dans le sens
direct, c'est-a-dire de la gauche vers la droile de Vobservatenr, le moment ?cr;z
posilif; il sera négalif dans le cas contraire. Iei le moment de Y est r‘ionc
—2Y. De méme le moment de ¥ sera +yZ. Done enfin le moment L de la
force F par rapport a Vaxe des @ sera :

ntion générale.

L=yl — Y

En raisonnant de la méme manicére, on trouvera que

le moment par rapport a Vaxe desy. . . M=2X_ ;7-

MECANIQUE : NOTIONS DE STATIQUE. 47

Remanoue. — Ces deux derniers moments peuvent se déduire du premier par
un proeédé mnémonique simple, qui consiste & substituer aux lettres y et Z les
autres lettres similaires dans Pordre suivant: o, y, 2 et X, Y, Z.

50. Gomposition des couples. — 1¢ Iéfinitions. — Nous avons défini plus
haut (47, 5°) le couple, son bras de levier et son moment.

Aze d'un couple. — On appelle direction de are d'un couple la perpendicu-
laire & son plan élevée par le milieu de son bras de levier. En prenant sur cette
direction une longueur proportionnelle au moment du couple et en Parmant
d'une ficche & I'nne de ses extrémités, pour indiquer le sens de la rotation,
on pourra représenter un couple en grandeur et en direction par une seule
droite, tout comme une simple force. C'est cette droite, caractéristique du
couple, qui s'appelle 'aze du couple. Ainsi la droite OA (fig. 24) représente,
en grandeur et en direction, un couplesitué dans le plan perpendiculaire en 0
a 0A et ayant un moment exprimé par le méme nombre que la longueur 0A,

Fig, 24. Fig. 25

Remanoue. — Le mament d'un couple est égal a la somme algébrique des mo-
ments des forces du couple pris chacun par rapport & la direction de son are.
— L’axe se projette au point O pour le couple (P. MN) qui est dans le plan de
la figure 25, Si on prend la somme algébrique des moments des forces du
couple par rapport a son axe, ona

P.OM + P.ON = P.MN;

cette somme est précisément égale au moment du couple. De méme, sil'on
prend cette somme algébrique des moments des forces par rapport & un axe
paralléle & l'axe O et se projetant en 0', on a pour l'un 4+ P.0M et pour I'an-
tre —P.O'N et pour la somme algébrique :

P.(0'M—0'N) =P.MN.

2 Translation et {ransformation des couples. — Un couple quelconque peut
toujours étre remplacé par un autre de méme sens, situé dans le méme plan
ou dans un plan paralléle, et ayant méme moment.

3 Composition d'un nombre quelconque de couples. — On transporte leurs
axes parallélement @ euz-mémes, de maniére qu'ils aient tous leur origine en
un méme point du corps, el Lon compose ces axes comme un systéme de forces
concourantes : la résullante ainsi obtenue sera, en grandeur et en direction,
Vaze du couple résultani.

En effet, d'aprés ce qui préeéde sur la translation des couples et sur leur re-
présentation graphique par leurs axes, toutes les regles de composition relatives
aux forces concourantes peuvent sappliquer aux axes des couples. Un nombre
quelconque de couples appliqués & un corps solide aura done toujours un
couple résultant. L'axe de ce couple résultant sera déterminé dans chaque cas,
soit par la régle du parallélogramme, soit par la régle du parallélépipéde, soit
par celle du polygone.
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51. Equilibre des forces appliquées a4 un point matériel. —
Lorsqu'on applique la régle du polygone pour composer un sys-
téme de forces concourantes en un point matériel, et que le poly-
cone des forces se ferme tout seul, il en résulte que le coté OR
(fig. 16) qui représente la résultante se réduit & zéro : done la
résultante est nulle. On dit alors que le poini maiériel est en équa-
libve sous Uinfluence du sysiéme des forces concouranles.

Conditions déquilibre. — Il faut et il suffit que la somme des pro-
jections des forces sur trois awes rectangulaires soit aulle pour chacun
des axes. Cela fait trois équations d’équilibre.

En effet, soit It la résultante d’un systéme quelconque de forces appliguées
au point matériel 0. On peut décomposer R en trois composantes X, Y, Z, sni
vant les axes rectangulaires Oz, Oy, Oz, —1I
Iuons R en fonction de ses composantes (

Le triangle RR'X est rectangle en R’ et donne

RX® = RR"™ + R'X%,

c’est-a-dire
RX® =12 + Y2,

de méme, le triangle OXR est rectangle en X et
donne
L*=0X* + RX®

ou, en remplacant OX et RX par leurs valeurs,
RP=X24 Y2+ 72
Pour que R =0, on doit avoir séparément

e
SIgEc0: Y0, Z—0

Or X, étant la projection de la résultante sur l'axe des X, est égal & Ja
somme des projections des composantes sur le méme axe (théoréme des pro-
jections). De méme pour Y; de méme pour Z.

52. Equilibre des couples appliqués 2 un corps solide libre. — Dans le
cas général d'un systéme de couples sifués dans des plans quelcongues, les
conditions d’équilibre sont les mémes que celles d'un systéme de forces con-
courantes en un point matériel. Il faut exprimer que V'aze résuliant ou quele
moment résultant est nul, et par conséquent que les projections de cet axe
sur trois axes de coordonnées rectangulaires sont nulles pour chacun des
axes. Done, pour qu'un sysiéme de couples quelconques se fasse équilibre sur
un corps solide, il faul el il suffit que la somme des projections des axes des
couples sur lrois azes de coordonnées reclangulairves soit nulle pour chacun
de ces axes.

Comme la longucur de 'axe d’un couple représente la grandeur du moment
du couple, et comme le moment du couple est égal lui-méme 4 la somme
algébrique des moments des forces du couple pris par rapport 4 une droite
paralléle a l'axe du couple, on peut énonecer autrement la eondition d'équi-
libre des couples:

Pour qu'un sysiéme de couples quelconques se fasse équilibre sur un corps
solide, il faut et il suffit que la somme desimoments des forees des couples pris
par rapport a trois axes vectangulaires soit nulle pour chacun de ces azes.
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Cela donne trois conditions d’équilibre, quel que soit I'énoncé qu’on adopte,
comme dans le eas d'un systéine de forces concourantes.

Gas particulier. — Les couples sont dans un méme plan ou dans des plans
paralléles. — Les trois conditions se réduisent & une seule. En effet, tous les
axes de ces couples étant paraliéles, leur composition revient a celle de forces
paralléles mais de sens différents, appliquées en un méme point : Paxe résul-
tant est ézal 4 la somme algébrique des axes composanis. 11 w’y a done, pour
ces couples, qu'une seule condition d’équilibre : la somme algébrique des mo-
menls de lewrs forces, par rapport d une droile perpendiculaive @ leur plan,
doit élre nulle,

53. Equilibre des forces appliquées a un corps solide libre. — 1° Ré-
duction des forces. — Un systéme de forces queleongues sollicitant un corps
solide libre peut Lowjours se réduire soit @ dewx forces distincies, dont Uune
passe par un poinl arbilraire du corps. soif a une force ef @ un couple,
Uune des composanies du couple passant par le méme point que la force.

Soit un corps solide auquel sont
appliquées n forces queleongues F,

F', I"... Par 'unquelconque des points
d’applieation A, appliquons au corps
deux forces (F',, F's) égales et con-
traires 4 'une des for ' du sy
téme : nous ne changeons rien a
I'état mécanique du corps (fig. 27).
Faisons de méme pour chacune de
forces du systéme. Nous finirons
remplacer celui-ci par un autre s
téme, composé : 1° de n forces cor
courantes appliquées au point A,
égales et paralléles respectivement
aux foreces du systéme; @ de (n—1)
couples, formés chacun comme il a
ité dit.

D'une part les forces concourantes ont une résultante It, et d’autre part les
couples, dont les plans ont tous un point commun, ont également un couple
résultant unique (8, §') dont le plan contient aussile point A.

On voit qu'on pourrait encore réduire ces trois forces a denx, en compo-

Gonditions générales d'équilibre. — Les condi-
tions nécessaires et suflisantes pour qu'un corps so-
lide libre soit en équilibre sous l'influence d'un sys-
téme de forces sont :

I. Que la somme des projections des forces sur trois
azes rectanqulaires soit nulle pour chacun d’cur.

IL. Que la somme des moments des forces par rap-
port a lrois ares reclangulaires soif nulle pour cha-
cun de ces azxes.

faut et il suffit que la résultante R et
§') soient nuls séparément, car dans aucun cas une foree unigue
ne peut faire équilibre i un couple (fig. 28).

Or, pour que R soit nul, il faut et il suffit que ses trois composantes X, Y, Z,
suivant Oz, Oy et 0z soient nulles, et chacune de ces composantes est ¢gale
4 la somme des projections des forces suivant l’axe correspondant. De 13 les
Lrois premiéres conditions d'équilibre :

(1] A=, ¥— i)

GANOT.
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Pour que le couple (S, §') soif nul, il faut et il suffit que ses couples com-
posants dans les trois plans coordonnés aient des moments nuls séparément.
Or le couple composant qui est situé dans le plan des ys a précisément pour
moment (a un facteur constant prés) la somme des moments des forces du
systéme par rapport a l'axe des z (30, 1°); de méme pour les deux autres
couples composants. De 1a les trois autres équations d'équilibre :

9] L=0, M=0, XN=0,

¢n posant
L=2 (L —3Y), MN=E(EX—zl), N=ZX(@¥—qy).
% Condition nécessaire el suffisante pour qu'il y ait une résultante unigue.

— Elle est
LY+ MY +NZ=0.

Cette éqnation exprime que la résullante R et le couple (S, §') sont dans un .

méme plan. Dans ce cas, ils ne sont plus distincts et les trois forces (R, $,8)
se composent nécessairement en une résultante unique.

En effet, X représente la projection sur l'axe des # de la résultante R; on
a donc X =R cos «; on a de méme Y=RN cos g et Z =R cos 7. De plus L est
la somme des moments des forces par rapport a I'axe des z; ¢’est done aussi
la projection sur l'axe des & de I'axe du couple résultant (S,8'). En appelant A
cet axe et ', 6/, ¢ ses angles avec les axes coordonnés, on aura L= A cos
de méme M=A cos g’ et N=A cos y. En substituant ces valeurs dans I'équa-
tion de condition, elle devient

oS & COS o' + €03 8 oS 3’ + cos 7608 7' —0.

Elle exprime que laxe du couple cst perpendiculaire 4 la force, et par
suite, que celle-ci est paralléle au plan du couple : comme elle a un f-uint
commun avec lui, elle est dans le méme plan.

54 Equilibre des forces appliquées a un corps solide géné. — On dit
quun corps solide est géné, lorsqu'il est assujelli & certaines liaisons qui
l'empéehent de se déplacer librement dans toutes les directions,

1° Corps mobile autour d'un point fize. — Dans le cas ot Pun des points du
corps est fixé invariablement, le eorps est nécessairement assujetti i tourner
autour de ce point. On peut alors opérer la réduction du systéme de forces en
prenant le point fixe pour origine de la résultante unique R : celle-ci se trouve
alors détruite par la résistance du point. Reste Ie couple (8, §) qui seul peut
déplacer le corps. La condition d’équilibre nécessaire et suffisante est done
que le moment ou l'axre du couple résultant soit nul, ou hien que la somae
des moments des forees, pris par rapport a trois axes rectaneulaires passant
par le point fixe, soit nulle pour chacun de ces axes. — (,'ct!eor:ondition s'ex-
prime algébriquement par les trois équations [2] :

=1 M=0, N=0.

9° Corps mobile aulouwr d'un aze fire. — Dans le cas ou deux points du
corps sont fixés invariablement, le corps ne peut prendre dautre mou\'elﬁen
qu'un mouvement de rotation autour de laxe fixe, déterming par ces denx
points.

Prenons pour origine des coordonnées un point 0 de I'ase fixe, et pour ase
des = cetaxe five lui-méme. On voit, d’'nne part, que la foree résultante R sera
détruite par la résistance de laxe; d’autre part que, sur les trois couples
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composants du couple résultant (8, 8'), ceux qui sont dans le plan des yz el
dans le plan des xz sont également annulés par la résistance de 'axe, car on
peut amener le bras du levier de chacun d’eux i coincider avec l'axe des 3. —
Reste le couple situé dans le plan des 2y, et dont I'axe est paralléle 4 Oz. La
condition d'équilibre nécessaire et suffisante est donc que le moment ou
Paxze de ce couple soit nul, c¢’est-a-dire que la somme des moments des
forces, pris par rapport @ Uazxe fize, soit nulle. Cette condition s'exprime par la
seule équation N =0.

55. Bquilibre d'un systéme quelcongue de forces paralleles appli-
guées a un corps solide libre. — En appliquant a ce cas la méthode géné-
rale de réduction des forces, on arrive 4 une force résultante R, égale a la
somme algébrigue des forces, et a un couple résultant (S, ) dont les forces et,
par suite, le plan sont paralléles 4 la force R. L’axe du couple résultant est dong,
dans ce cas, perpendiculaire a la force R. Que deviennent les équations d'équi-
libre?

Supposons qu'on ait pris I'un des axes de coordonnées, par exemple laxe des
z, paralléle & la direction des forces. La force R est donc parallele & l'axe
des 2} l'axe du couple (S, S) lui est perpendiculaire, on peut le supposer placé
dans le plan des y=. Il faut exprimer que les projections de ces deux droites sur
les axes sont nulles pour chacun d’eux.

Or les projections Y et Z de R sur Oy et 0z sont idenliquement nulles
puisque R est perpendiculaire a Oz et Oy. Reste done 'équation

[1] X =0,

avec cette particularité que X =1.
De méme la projection L de l'axe du couple sur Oz est identiquement nulle,

puisque cet axe est perpendiculaire & Oz. Reste done & éerire que les deux
autres projections sont nulles, ce qui donne les équations

M—=0 et N=0
avee cette particularité que la prewiére de ces deux équations se réduit i
T (2X,) =0 et 1a deuxiéme a Z (yX,) = 0, puisque les termes en «Z, et yZ, sont
identiquement nuls.

55. Détermination du centre des forces paralléles. — Dans le cas d'un
systéme quelconque de forces paral-
léles, si les équations précédentes ne
sont pas satisfaites, clest quiil y a
une résultante unique R, appliquée
en un point A (fig. 29), qui est le
centre des forces paralléles. Nous
pouvons déduire du cas d’équilibre
un moyen simple de déterminer ce
point.

Reprenons le systeme d’axes pré-
cédent, l'axe des z étant paralléle
aux forces F,F', F".... Si nous appli-
quons en A une force (—R) égale et
opposée a R, le systéme F, I, F"..
{(—R) formera un systéme de forces
paralléles en équilibre, anquel nous
pourrons appliquer les équations
précédentes. Soient a, b, ¢ les coor-
données inconnues du point A et xy 7, 2, @', ¥, &%, celles des points M M.
auxquels les forces paralléles sont appliquées. L'équation [1] détermine la

Fig. 29.
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grandeur de la résultante R, puisqu'elle donne
X—R= 0,
d'on
R=X=F+F+Ft.. =%(F).

Les équations [2] donnent successivement

Z(X,) —cR=0, don cR=Fz+F3+... =X (Fs),

Z{yX)—0k=0, dou WMR=Fy+Fy'+...= Z (Fy).

Ces trois équations déterminent déja deux des coordonnées inconnues. Pour
obtenir la troisi¢me, il suffit de remarquer que le centre des forces paralléles
ne change pas de position quand on vient @ changer la direction de toutes les
forces sans modifier leurs rapports de grandeur. Or, si nous amenons toutes
les forces a élre paralléles a I'axe des z, nous pourrons écrire de méme

2 (zZ,) —aR =0, d'oi aR=zF +'F +... =2
En résumé, les coordonnées du centre des forces paralleles sont fournies par
les trois équations :
aR=% (Fx),
bR =Z (Fy),
cR—=2Z (Fa),
R étant déterminé par I'équation

CHAPITRE V
MECANIQUE
NOTIONS DE DYNAMIQUE
57. Définitions. — La Dynamique (de Jdhvapis, puissance, force)
est la partie de la mécanique ot 'on étudie les forces, non plus @
I'état statique, c’est-i-dire se faisant équilibre sur un systéme ma-
tériel, mais & l'élat dynamique, c’est-a—dire produisant le mouve-
menf. !
L'objet de la Dynamique est de résoudre le double probléme
suivant :
1° Etant données les forces qui agissent sur un corps, détermi-
ner le mouvement de ce corps.
2° Ltant donné le mouvement d’un corps, déterminer les forces
qui agissent actuellement sur ce corps.
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(’est 1a l'objet méme de la Mécanique. On pent dire que la Dy-
namique est la partie essentielle de cette science, tandis que la
Cinématique el la Statique n'en sont que les préliminaires.

La dynamique est fondée sur trois principes généraux, sortes
de postulals, qu'on a tirds, par induction, de l'observation de cer—
tains faits naturels, et qu'on vérifie par I'expérience dans leurs
conséquences pratiques. Ge sont :

1° Le principe dé Uinerlie, dont la premiére idée est due &
Képler:

9 Le principe du mouvement relalif, énoncé par Galilée ;

5 Le principe de Uégalité de Paction et de la réaction, dé-
couvert par Newlon.

Nous avons di énoncer plus haut les deux premiers; mais nous
les répéterons ici, en y ajoutant leurs conséquences immeédiates.

58. Principe de U'inertie. — 1° Un corps ne peut rien changer de
lui-méme & son élat de repos ni @ son état de mowvement.

9 Siun corps libre west sollicité par aucune force, ce corps est
en repos, ou bien il est animé d'un mouvement de translation recli-
ligne et uniforme.

La premiére proposition est le senl énoncé qu'on donne sou-
vent du principe de Uinertie. Cependant elle ne constitue pas, &
proprement parler, un principe; elle ne fait qu'exprimer, sous
une formie nouvelle, P'existence de cette propriété essentielle
de 1a maliére que nous avons déja définic sous le nom d’inertie.
La seconde partie de I'énoncé, au contraire, est un véritable pos-
tulat. Rien ne pouvait faire deviner & priori que le mouvement na-
furel des corps est le mouvement rectiligne et uniforme; on a
méme longtemps cru que ¢'était le mouvement circulaire et uni-
forme. Mais le seul fait d’'une bille, lancée sur un sol horizontal
bien uni, qui se meut sensiblement en ligne droite avee une
vitesse, non pas constante, mais lentement décroissante (a cause
du frottement), a suffi pour indiquer ce principe; on I'a ensuite
généralisé par induction, puis vérifié expérimentalement dans ses
conséquences.

(oRoLTAIRE. — Si un corps libre est sollicité par une force quel-
conque, il prend un mouvement varié; el si, i un instant t, on vienl
a supprimer la force, le corps conlinue a se mouvoir d'un mouve-
ment rectiligne et uniforme : la vitesse de ce dernier mouvement est
précisément la vilesse a Uinstant t du mouvement varié, et sa direc-
tion est celle de la langente & la trajectoire au point ot le corps se
trouvalt @ instan! L.

On peut aisément démontrer Pidentité de ces deux vitesses, En effet, soit As




