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Portons cette valeur de /5 dans les équations de la vibration : elles deviennent

t s :
z=acos2=~... (équation des espaces).

: 4 t £ : 5
V=bsin2z-... (équation des vitesses).

2 i A
= 2T=— ... (durée de l'oscillation compléte),

CHAPITRE 1V

DETERMINATION DE I'INTENSITE DE LA PESANTEUR. — PENDULE.
EXPERIENCES DE BORDA. — APPLICATIONS DU PENDULE.

98. Procédés divers de détermination de g. — Nous avons dé-
fini précédemment (86, 4°) Iintensité de la pesanteur : Iaction
que la pesanteur exerce sur unité de masse, ou, antrement dif,
le poids de Punité de masse. Nous avons démontré quelle est re-
présentée par le méme nombre que I'accélération g de la chute
des corps dans le vide. Par conséquent, tous les moyens qui nous
ont servi & vérifier les lois de la chute des corps peuvent étre
utilisés pour mesurer g, et par suite Iintensité de la pesanteur.

1° Procédé du plan incliné, — Ainsi, dans la chute sur un plan
incliné (82), si I'on néglige le frottement ef a résistance de I'air,
accélération y est liée a Iaceélération normale g par I'une des
équations suivantes (qui sont équivalentes) :

(]

2

1 :
¥=9-7-- (khauteur du plan, et !longuenr),
Y=g sin >.... (z inclinaison du plan).

En prenant un plan suffisamment inclingé, on ralentira assez le
mouvement pour le rendre aisément observable. Supposons qu'on
ait mesuré 'espace parcouru en 1 seconde par un corps pesant

qui tombe sur le plan, sans vitesse initiale - soit ¢; le nombre
trouvé. On a

1 :
6125‘1', ot T=2e"

donc

!
g_ﬁQc,ﬁ-
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2> Machine d’'Atwood. — De méme, l'accélération v de la chute
dans la machine d’Atwood (85) est liée a I'accélération normale ¢
par la relation
P
== g T .
T 2+ p
En mesurant ¢, comme il a été fait pour la vérification de la
loi des espaces, on aura

1= e,

5 Appareil Morin. — Enfin, si I'on étudie la courbe obtenue &
'aide de I'appareil Morin (fig. 61), on voit que I'une d{es lignes
paralléles & MK, par exemple a” ¢”, donne directement 'espace e;
parcouru dans le lemps ¢ par le corps pesant. o

On a donc (en négligeant toujours le frottement et la résis-
tance de 'air)

1

e ou e — 9 giz.

i : - S

suffit de connaitre ¢, qui est pr 5 gne Ma".

I suffit d itre £, qui est proportionnel & la ligne Mo*

Or, en appelant o la vitesse angulaire du cylindre, supposée
constante, et R le rayon du cylindre, on a

ma" — olf,

(o1 I'on déduit #, aprés avoir délerminé o par une expérience
préalable. ot

4 Procédé du pendule. — Tous les procédés précédents sont
plus théoriques que pratiques. Ces mesures comportent de nom-
breuses erreurs, dues aux frottements des organes et a la résis—
tance de I'air, qui enlévent foute précision au résultat ‘ﬁna].
Aussi a—t-on eu recours, pour mesurer g avec exactitude, & une
autre méthode, déduite des lois du mouvement pendulaire et
fondée sur I'emploi du pendule. ; 4

99. Pendule. — 1° Définitions. — On dit souvent qu’il v a fleux
sortes de pendules : le pendule simple et le pendule compose. En
réalité, il n’existe en physique qu'un seul pendule : c'est le pen-
dule composé. Tout corps pesant qui est mobile soit ?utour d’un
point fixe, appelé centre de suspension, soit autour d'un axe ﬁxle
horizontal, appelé aze de suspension, conslitue un pendule
composé W L o .

D’apreés cette définition, le pendule peut avoir une forme que
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conque; on lui donne habituellement celle d'une masse métal-
lique, & surface sphérique ou lenticulaire, soutenue par un fil ou
par une tige rigide également métalliques. Un fil & plomb (fig. 40)
est I'exemple le plus simple de la premiére forme : le point d’at-
tache de I'extrémité supérieure du fil est le centre de suspension.
Les balanciers d’horloge des figures 50 et 96 représentent les
types de pendule les plus usuels. I’axe de suspension est réalisé
tantot par l'aréte vive, ou coufeau, d'un prisme triangulaire en
acier, qui est encastré dans la tige du pendule, perpendiculaire-
ment & sa longueur (fig. 95), tantot par une lame d'acier, mince
et flexible, qui soutient la tige du pendule et qui se courbe légé-
rement 4 chacun de ses mouvements (fig. 105). Toutes les fois
qu'on parle de pendule en physique, c’est de 'un de ces appareils
qu’il est question.

Quant au pendule simple ou pendule idéal, ce n'est point un
pendule; c’est une conception théorique absolument irréalisable
dans la pratique, puisqu’on le définit : un point matériel pesant,
suspendu, par un fil inexfensible et sans poids, & un point fixe
autour duquel il peut se mouvoir librement. Nous avons dit pré-
cédemment (95) quel esl le sens précis de cette conception el
quelle en est l'utilité dans I'étude mathématique du mouvement
pendulaire.

2° Mouvement oscillatoire. — Tout pendule, abandonné i lui-
méme, prend, comme un fil 4 plomb, une position d’équilibre
stable : cette position est telle, que la verticale de son centre de
gravité rencontre I'axe de suspension.

Imaginons qu'on coupe le pendule par un plan vertical passant
par son centre de gravité G et perpendiculaire i son axe de sus
pension, et prenons cette section pour plan de la figure 87. Le
pendule est représenté par la figure plane 0G, et son axe de sus-
pension, qui coupe le plan au point 0, est représenté par ce poinf.
Dans la position d’équilibre, la verticale du centre de gravité G va
passer par le point O, et par suite le poids P du pendule, ap-
pliqué en G, et dirigé suivant la verticale, est détruit par la
résistance du point fixe : il n'a pas de composante horizontale,
qui puisse entrainer le pendule dans le sens ou il est mobile,
c'est—i-dire perpendiculairement a la verticale 06. Menons dans
le plan, avec un rayon égal a 0G, un arc de cercle AGHA, : si
nous dérangeons le pendule de sa position d’équilibre, son centre
de gravité se déplacera sur cet arc de cercle, comme un point
malériel pesant qui serait assujelti & s’y mouvoir.

Amenons le point & dans la position A, de telle maniére que
la tige du pendule fasse un angle «, égal a HOA,, avec sa position
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initiale. La direction du poids P ne passant plus par le point fixe,
ce poids peut se décomposer en deux forces : I'une, P",, dirigée
dans le prolongement de la tige, et I'autre P',, di?-igée smvaqt‘la
tangente a l'arc Ay La composante P"; est détrulti_e par la_ résis—
tance du point fixe; mais la composante tangentielle agit pour

entrainer le pendule suivant Iare A Il el pour le ramener vers sa
position initiale d’équilibre.
E E)n voit, d'aprés Inia reclangle des forces 4 Po PPy (hg 87), qu‘e
cetle composante P, est égale aPsina:la 'if)rce ac.:ze.le.ratme est
done proportionnelle au sinus de_l’m;glg d_ écart, comme dans lF.
mouvement du pendule simple, et elle diminue en meéme temps
que cet angle d’écart. En M, par exemple, lorsque l'a_ tige du p.m_l—
dule ne fait plus quun angle 6 avec la position initiale, on \‘0]111.
d'aprés le rectangle des forces, que la co_mposaute tangentielle
est devenue P’ et nest plus égale qu'a P sin §; et cette compo-
sante est complétement annulée, lorsque le pendule a atteint de
nouveau sa position initiale OH. it

Mais il ne s’y arréte pas et ny reste pas en e([lllllble,‘ conu(;}e
précédemment, car il ne se trouve plus du tout dans‘_igs 081;[ 11
tions initiales. En passant de la position 04, & }‘a position OH, 1
est lombé d'une certaine hauteur ki, qui c_est la méme pmfl’ chacun
de ses points, et qui est égale ala variation de niveau A’H de son

centre de eravité, I a donc acquis en tombant une cerfame puis-
- )

GANOT,
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sance vive, qui est déterminée par le théoréme des forces vives

. P
g Ymv:—=Ph;

elle est égale au travail moteur de la pesanteur pendant la chute,
c’est~ii-dire 4 Ph. Le pendule continuera donc son mouvement et
dépassera la verticale, entrainé par sa vitesse acquise.

Or, si lon répéte en un point quelconque de I'arc HA, la méme
construction qu'au point M, on constate que la composante tan-
gentielle P/, du poids est dirigée en sens inverse du mouvement;
la pesanteur agit donc comme une force retardatrice pendanl
cette deuxiéme phase du mouvement, et elle enléve peu 4 peu au
pendule la vitesse qu’elle lui avait communiquée pendant la des-
cente. Il arrivera donc un moment ot la force vive acquise sera
complétement annulée par le travail résistant de la pesanteur :
le pendule cessera alors de monter, puis retombera immeédiate-
ment vers le point H, qu’il dépassera de nouveau, en vertu de sa
vitesse acquise, et remontera vers le point A, jusqu'a ce que sa
force vive soit anéantie. A l'instant de ce nouvel arrét, le pendule
se retrouvera dans les mémes conditions mécaniques qu’au début,
lorsqu’on I'avait écarté pour la premiére fois de sa position d’é-
quilibre : il aura accompli une premiére période de son mouve-
ment ; et ce mouvement se continuera de la sorte, par une suite
plus ou moms longue de périodes analogues qui constituent le
mouvement oscillaloire.

On nomme oscillation simple le passage d’une position extréme
du pendule a I'autre position extréme, de part et d’antre de la
verticale. La période ou oscillalion compléle se compose de la
succession de deux oscillations simples, de sens opposés. L’angle
HOAy =« qui mesure le déplacement angulaire de chacun des
points du pendule, s’appelle amplitude de I'oscillation.

Remarque. — Si la pesanteur était la seule cause retardatrice du mouvement.
comme elle en est la seule cause aceélératrice, le point d’arrét A, serait exac-
lement symétrique du point de départ A, comme dans le cas théorique du
pendule simple. En effet, 1a force vive que le pendule a acquise en tombant de
la hauteur h ne pourrait étre anéantie qu'a la suite d’une ascension égale a la
chute. De méme, le pendule s'éléverait jusqu'au point A, dans son mouvement
de retour, et la période oscillatoire serait constituée par deux oscillations sim-
ples, absolument identiques. Par suite, I'amplitude resterait invariable, et le
mouvement du pendule, une fois commencé, durerait indéfiniment. Mais il nen
est pas ainsi, parce que deux causes, étrangéres a la pesanteur, concourent
sans cesse a retarder le mouvement oscillatoire pendant les phases d’ascen-
sion ; ce sont :1° la résistance de l'air, dans lequel le pendule oscille; 2° le
[rottement, plus ou moins atténué, mais loujours sensible, qui se produit iné-
vitablement sur I'axe de suspension. (’est ponrquoi le mouvement de va-el-
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vient, périodique et régulier, du pendule composé constitue un mouvement
oscillatoire analogue, mais non identique, au mouvement pendulaire (pendule
simple) que nous avons étudié précédemment (93).

100. Lois expérimentales du pendule. — Les lois du mouve-
ment pendulaire proprement dit, trouvées par le calcul, ne peu-
vent donc pas s’appliquer rigoureusement au mouvement d'un
pendule ordinaire. Il a donc fallu étudier directement celui-ci par
lexpérience. Cetle étude, commencée et presque achevée par Ga-
lilée dés l'année 1585, fut complétée au commencement de ce
siccle par Borda et par Biot. Elle a conduil aux lois suivantes :

1° Lot pu DECROISSEMENT DE3 AMPLITUDES, — L'amplitude des oscil-
lations décroit en progression géomélrique lorsque leur nombre croit
en progression arithmétique.

Cette loi fut découverte par Borda el vérifiée ensuite par Biot
et par plusieurs autres expérimentateurs. Toutes les suivantes ont
été découvertes par Galilée, et sont, par conséquent, de beaucoup
antérieures.

9° Lor DE L'ISOCHRONISME DES PETITES 0SCILLATIONS. — On peut énon- -
cer cette loi de deux maniéres :

I. Les petites oscillations d'un pendule sont isochrones (c'esl-a-
dire de méme durée), quelle qu'en soit Vamplilude ; ou bien, la
durée doscillation d'un pendule est indépendante de son amplilude,
pourve que celle—ci soit pelile.

L'un ou I'autre de ces énoncés a la méme signification. On a'vu’
que les amplitudes d'un pendule ordinaire, oscillant dang Pair,
décroissent d’aprés la loi précédente. Les durées d'oscillation du
pendule commencent nécessairement par décroitre aussi, en
méme temps que ces amplitudes; mais, & partir d'une certaine
valeur de l'amplitude (environ 2° ou 3), la diminution dans la
durée n’accompagne plus la diminution dans I'amplitude : celle-ci
continuant & décroitre, la durée reste ' constante. Cette durée
d’oscillation (pour les petites amplitudes) est donc un caractére
spécifique d’un pendule déterminé. : i :

3o Lot pes roncueurs. — La durée d'oscillation (de faible ampli—
tude) d'un pendule est proportionnelle & la racine carrée de la lon-
queur du pendule.

Dans cet énoncé, I'expression longueur du pgndulcf a le sens par-
ticulier, et tout expérimental, que lui donnait Galilée. Il op_éra'lg
avec des pendules analogues & ceux de la figure 88, constitués
tout simplement par une houle sphérique pesante, suspendue &
I'aide d’un fil de poids négligeable; la longueu‘r de chaque pe_udulc
était la longueur totale du fil de suspension, augmentée du

rayon de la boule.
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4 Lot ves supstances. — La durée d'oscillation (de faible ampli-
tude) d'un pendule est indépendante de la substance dont il est fait.
Cela veut dire que des pendules, de- méme longueur, constitués
par des sphéres égales mais de substances différentes, ont méme
durée d’oscillation, a partic de 'amplitude pour laquelle Iiso~
chronisme est atteint.

101. Vérification expérimentale des lois du pendule. — On
se sert, pour vérifier ces lois, de pendules composés qui se rap-
prochent autant que possible de
% ceux que Galilée employa pour les
oo e o= découvrir. Ce sont de pelites
[ sphéres, de substance trés dense,
comme le plomb ou le platine,
suspendues par des fils trés flexi-
bles et tres fins dont le poids est
négligeable (fig. 88). On prend
pour la longueur de ces pendules,
comme nous 'avons déja dit, la
distance du cenire de la sphére

au point de suspension.

La méthode générale de véri-
fication est la suivante: On écarte
le pendule de la verticale, d'un
angle déterminé A qui mesure
Pamplitude initiale, et 'on compte
la durée totale d’'unme série de
100 oscillations simples a4 P'aide
d'un chronométre qui marque le
quart de seconde. Cet instru-
ment est muni d'un bouton qu'l
suffit de pousser dans un sens

: ; ou dans Tantre pour faire partir
Fie. 85, Paiguille ou pour I'arréter. Soit 0
g la durée totale de la série, et

; 0 ;
soil A’ I'angle d’écart final; on prend Top Pour durée de T'oscilla-

| ’

f
2

tion et pour amplilude moyenne,

1° Loi des ampliludes. — Nous avons dit que ¢'est Borda qui I'a découverte.
L’amplitude initiale qu’il donnait & son pendule était trés petite: elle ne dépas-
sait pas 1/5 de degré. Ellese réduisait aux 2[5 environ de sa,valeur initiale, aprés
1800 oscillations.

Biot confirma la loi de Borda, pour des amplitudes bien plus grandes. Ainsi,
dans I'une de ses expériences, Famplitude initiale était notablement supérieure
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4 19%; elle était réduite anx 0,6 environ de sa valeur aprés 7000 oscillations.

2 Loi de Uisochronisme. — On compte successivement plusieurs séries de
100 oscillations, & partir d'un angle d’éeart déterminé. L'amplitude movenne de
ces oseillations décroit peu i peu. En comparant les durées moyennes sue-

cessives -, on constate qu'elles diminuent en méme temps que les

rj]
oo’ 100"
SoAltaug

amplitudes moyennes i 5 ...y tant que ecelles-ci sont grandes,
mais qu'elles atteignent une valeur constante dés que les amplitudes ne dépas-
sent pas 2 ou 5 degrés.

3 Loi des longueurs. — On fait osciller des pendules dont les longueurs sont
entre elles comme les nombres 1, 4, 9.... On constate que les durées d’oscilla-
tion croissent comme les nombres 1, 2, 3. .., c’est-a-dire comme les racines
carrées des longueurs (fig. 88).

4° Loi des substances. — Cette loi n'est pas autre chose, sous une forme nou-
velle; que la premiére loi de la chute des corps, 4 savoir que la pesanteur agit
avee la méme intensité sur toutes les substances: d'on il résulte que tous les
corps tombent également vite dans le vide. Il suffit, pour la vérifier, de constater
que la durée d'oscillation d'un pendule est indépendante de la substance quile
constitne, Pour cela; on suspend & un méme support (fig. 88) plusieurs pendules,
B, C. D, de méme longueur, constitués par des sphéres de méme diamétre, mais
de substances trés différentes, par exemple en platine, en fer, ou en verre creux
rempli d'eau. On écarte ces trois pendules d'un méme angle et on les abandonne
an meéme instant, et on voit que leurs oscillations sont indéfiniment concor-
dantes; ou bien, plus simplement, on mesure leurs durées d'escillation (pour
une petite amplitude) et 'on constate que ces durées sont sensiblement égales
malgré l'influence perturbatriee de l'air.

102. Comparaisondu pendule composé et du pendule simple. — 1° Ana-
logie des lois. — 11 W'y a pas d’inconvé-
nients i employer 'expression pendule
simple, quand on v atiache le sens précis
indiqué précédemment (95, 1°). Elle est
méme trés commode pour énoncer d’une
maniére concréte les lois du mouve-
ment pendulaire proprement dit, c'est-
a-dire du mouvement oscillatoire d'un
point matériel pesant M, assujetti a tom-
ber sur un arc de cercle A HA, (fig. 89),
situé dans un plan vertical, et orienté
symétriquement par rapport & la verti-
cale Oz du centre du cercle 0. La lon-
gueur I du pendule simple, c’est le
rayon OH ou 04, de l'are, et le centre O
tha cercle devient le centre de suspen-
sion du pendule simple ou la trace de
Paxe de suspension sur le plan de la tra-
jectoire. Fig. 89.

Loi de Uisochronisme. — Nous avons ;
vu que la durée de L'oscillation simple du pendule simple est donnde, daus le
cas d’une amplitude finie quelconque «, par la formule
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Si nous posans

Riis e, o
=(3) sin

nous pourrons écrire

La durée d'oscillation du pendule simple, dans le cas d’une amplitude quel-

conque, est donc exprimée par la somme de deux termes, I'un = \/i qui est

q
constant et indépendant de l'amplitude, et l'autre qui est une fraction du
précédent, représentée par une fonction de «. Done, en réalité, pour le pen-
dule simple comme pour le pendule composé, la durée d'oscillation dépend
de Vamplitude et diminue en méme temps que Pamplitude.

D'autre part, le terme variable & est une trés petite fraction du terme con-
stant. Il est en effet constitué par une série trés convergente dont la somme
tend rapidement vers zéro quand amplitude diminue. Par exemple, si 'on cal-
cule & pour « =5 et I=1=, on trouve une fraction au plus égale & 0,0001 ;
pour une amplitude inférieure 4 2 le terme R serait une fraction complétement
négligeable. On peut done dire, pour le pendule simple cornme pour le pendule
composé, que la durée des petites oscillations est indépendante de Uamplitude ;
et I'on peut ajouter, pour le pendule simple, que cette durée tend vers une va-
leur-limite, exprimée par la formule

il

T:;\‘;‘a.

Loi des longueurs. — 1l résulte en outre de cette derniére formule que, pour
le pendule simple comme pour le pendule composé, la durée des petites oscil-
lations est proportionnelle i la racine carrée de la longueur du pendule,

Lois du décroissement des amplitudes et des substances, — 1l n'y a pas lien
de chercher 4 étendre ces deux lois au cas du pendule simple. En effet, d’abord
les pendules simples oscillent dans le vide et sont, par conséquent, & I'abri de
loute diminution d’amplitude provenant de la résistance de Fair; ensuite,
comme ils sont tous constitués par des points matériels pesants qu'on peut sup-
poser identiques, il n’y a pas lieu de considérer la variation de substance.

Identité des équations du mouvement, — Ceotte analogie des lois de la durée
doscillation pour les deux sortes de pendules se poursuit-elle dans les équa-
tions de leurs mounvements? Cest ce que nous verrons en cherchant lés équa-
tions du mouvement oscillatoire du pendule composé. Reportons-nous pour
cela au §99 et & la figure 87; nous avons invoqué le théortme des forces vives
pour rendre compte du mouvement oscillatoire : écrivons I'équation qui résulte
de ce théoréme.

Evaluons d'abord le travail total effectud par la pesanteur pour amener le
pendule de la position A, 4 une position quelconque M de sa trajectoire. D'a-
pres les définitions relatives au travail des forces constantes (67), ce travail to-
tal est égal au travail du poids P appliqué au centre de gravité G; or le travail
du poids est égal au produit de la force par le déplacement vertical de son point
d'application, ¢’est-a-dire  Pz. Si I'on appelle a la distance GO du centre de
gravité G a 'axe de suspension, on a (fig. 87)

3 =00 —A'0 =a (cos § — cos o).
D autre part, on a

P =My,
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M étant la masse tolale du pendule : Vexpression du travail lofal de la pe-
santeur est donc
Mga (cos® — cos 4.

Evaluons maintenant la force vive totale acquise par le pendule. Nous avons
vu (69) que la force vive d'un systéme matériel animé d'un mouvement de ro-
tation autour d’un axe fixe est exprimée & un instant quelconque par le pro-
duit X mr?, o étant la vitesse angulaire an méme instant et X mr® le mo-
ment d'inertie du systéme pris par rapport a l'axe de rotation. Appelons I le
moment d’inertie du pendule par rapport 4 Paxe de suspension ; sa vitesse an -

culaire & Uinstant ¢ est évidemment égale a o7 c'est-i-dire a la dérivée, par
rapport & ¢, de 'angle de rotation 6, prise en signe conlraire, 4 cause du choix
de l'origine des angles. On a done pour Péquation des forces vives

5\ 2 :
1[ d_’ = Mga (cos ) — cos o).
2 \dil =

On en déduit, en résolvant I'équation par rapport a df,

JiE ‘/ | dy
Al i e

: S ; e '
Or nous retrouvons la précisément V'équation différentielle du ITIOU\NIIP:I}?. d'un
pendule simple dans le cas d'une amplitude quelcongue. La seule dlf[e:ﬂ'el]LE‘»
c’est que le coefficient constant I, qui exprimait la longueur du pendule simple,

est remplacé ici par un autre coefficient constant, égal & o En résolvant cetle

cquation différentielle; nous retrouverions les mémes éqnalicmls _de mou‘.‘emenlt
que dans le cas du pendule simple, i la variation prés du coefficient constant [.
On peut donc dire que : : A i soton szt

Le mouvement oscillatoire d'un pendule composé est identique a celui d'ur

1 el
pendule simple dont la longueur serait égale a o

103. Formule du pendule composé. — Longueur duJ pgn_dule
composé, longueur du pendule simple synchrone — l_:u-:r.n les
équations du mouvement oscillatoire, une seule_ nous mteres§e
au point de vue des applicalions : cesi celle qui donn_e _la durée
d’une oscillation simple. C'est & celle-la qu'on donne spécialement
le nom de formule du pendule. Elle est, soit

T 1\2 b=
T:w\/g[l—l—(% si:lﬂg-i-(ﬂ) 51“&51"---]’

pour les oscillations d’amplitude finie; soit

pour les oscillations infiniment petites.
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On y p isie
o la pr end. ENCoTe S0us une troisiéme forme, lorsque les oseil-
;0 m sans étre 111[11}11]_1311t peliles, sont d’assez faible amplitude
I;iettll] e‘l“_ 0]“ (1131115513 négliger toutes les puissances du sinus Supé-
'es a la denxieme, et remplacer le sinus par I’ i-mé
) placer le sinus par 'arc lui-
On a alors ] : e

(est sous celte derniére forme quelle a été utilisée par Bord:
pour la détermination de g. - -
Dans toutes ces formules, le coefficient L a la valeur indiquée
1 QIS * A © el .
ci—dessus : a savoir W I étant le moment d’inertie du pendule,
caleulé par rapport i laxe de suspension, M la masse totale du
peuq_ulc et a la distance de son centre de cravité i I'axe de *‘:lﬁ—
pension. Par analogie avec la formule du pendule simble\ én
(1011}18 au coefficient L le nom de longueur du pendule cbmpmé
cpgea[;rescla I}’ll:!lhDdP: qui a permis de la déterminer, on voi‘t .que
< mé];):;céljll‘lé'e Jdegres;]znle celle d'un pendule simple qui aurait
e . 3.01‘ at;wn que _]e pendule composé. (’est pour—
s [d ]n. ;m,(;mlme ce co*.jlh(‘;lenL‘lon’gucur du pendule simple
i duré]e deue‘ conpose: (e est-d—dire qui a des oscillations
i _(,] > ouv, avec, tfl_;.(gmfo:1 temps).
Ip.ncé An:c'e;wire 3 peut concevolr aisément et sans caleuls I'exis-
iy .Eﬂ“(:ffgﬂl 3 }fP]l((iju]P 51mp}c .synchrm‘ae d’un pendule quel-
ﬁ-taiou[ e ,ﬂ,q-llsl:!:- hl_mrs points ma‘témels qui le constituent
o ] .."‘(i(.‘!jil‘dlenl leLunslns_c1Il:1Limls dans des temps
o .1[;)1r Ii usc 0113@.» qu'ils sont plus éloignés du point de suspen—
d"ré.es (}e Dl]i{n?? RP(.)]';“E.S et‘agl mvm_'iahlcment liés entre eux, les
o nu}\-eﬁngcw auc}ns] Sont necessairement ramenées i une
i i ;Illﬁm-lie. Izn_‘ suite, le mouvement des points les
kg de fnc'de Suspension se trouve retardé, tandis
pl‘(l;-émeu‘l (ls > plus éloignés est accéléré. Entre ces deux positions
[_Z.“ldé,q :f iy a \(lionc des pmnti qui ne sont ni aceélérés, ni re-
\.\Vﬁtf‘];; L‘qtfl Oh'l,llh,’ll[. le.lll'le_ s'ils n’étaient pas liés au reste du
lem 2. Ces pom.ls sont e_tp_uclis{ants de I'axe de suspension et
ense'mhle forme une ligne paralléle i celui-ci g I
aze d'oscillation. L'un quelcon de ¢ i oL
L o que de ces points matériels con-
hih ol llrlll %)Lll_}l_le simple synchrone du pendule com-
o djs:am-&dge:}a? eg bllllples ont une méme longueur, qui
. éridcmm;-m (anl'le ! elrsu:\penswn a axe d’oscillation, et qui
Aot 2 gale & la longuenr du pendule simple syn-
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104. Cinquieme loi du pendule. Loi des intensités. — 1° Enoncé.
_ La formule du pendule, dans le cas des petites oscillations,
indique une nouvelle loi, qui avait échappé & Galilée et qu'on ne
pouvait point deviner sans calcul, ni découvrir sans se déplacer
3 la surface de la terre. On peut en donner deux énonces :

[ La durée doscillation est inversement proportionnelle & la
racine earrée de Uinlensité de la pesanteur.

En effet, soient ¢ et g” les intensités de la pesanteur dans deux
lieux différents ot Pon fait osciller successivement le méme pen-
dule, on aura, d’aprés la formule, pour les durées T’ et 1" d'oscil-
lation :

L

5?"

el P

gl

En divisant ces deux égalilés membre i membre et en simpli-

fiant, on a
Ty

= vﬂ gl

II. On déduit de cette éguation T’ = V" — constante.
Cette équalion signifie que, pour un pendule de longueur donnée, le
produit dela durée d'oscillalion par la racine carrée de Uintensité de

la pesanieur est un nombre constant.
(e denxitme énoncé de la loi des intensités est souvent plus

commode dans les caleuls.

smentale. — Pour vérifier cette loi. il faudrait faire os-

9 Vérificalion expér
dule dans divers lieux ot les valeurs de g

ciller successivement le méme pen
fussent motablement différentes. On n'aurait qu'a
comparer les durées T', T"... ., mesurées dans chague
cas, aux valeurs correspondantes g's g... de Yin-
tensité de la pesanteur. Mais, comme la seule mé-
thode qui permette de déterminer g avec exactitude
est précisément fondée sur la formule du pendule,
on ne saurait, sans faire un cercle vicieux, employer
ce procédé de vérification. On se sert alors d’'un arti-
fice expérimental analogue au prineipe de la machine
d'Atwood.

On constitue un pendule composé avec deux fortes
masses en plomb, I'une A pesant P et l'autre B pe-
sant P+ p, fixées aux extrémités d'une régle de sa-
pin, dont le poids est néglizeable. Perpendiculaire-
ment a la régle et en son milieu 0, on encastre un
coutean d’acier 4 aréte horizontale, qui sert d'axe de
suspension. On a ainsi un pendule composé, de lon-
gueur sensiblement égale 4 OB (fig. 90), et de masse
égale & 2M + m, sollicité par le seul poids p, car la résultante des deux poids P
passant par le milien O du systéme est constamment annulée par la résistance
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du support. Par conséquent, Paceélération sera diminuée, comme dans 13 ma-
chine d'Atwood (83, 1°), dans le rapport de

m iy P
e u de .
2M + 2P +p
En prenant P constant et égal a 1 kilogr. par exemple, et donnant 4 p sucees-
sivement les valeurs

2 : g
E (de kilogramme),
2

on aura pour g les valeurs correspondantes

1 1

g, ;jﬂ‘: T q.

En mesurant les durées 1T¢ correspondantes 4 chaque cas, on constatera
qu'elles sont entre elles comme les nombres 2, 5, 4.

105. Longueur du pendule simple synchrone : autre formule. — Nous
avons vi que la longueur du pendule composé, ou, ce qui revient an méme, la
longuenr de son pendule simple synchrone, est donnée par la formule

L=

Le moment d'inertie I du pendule, qui entre dans cette formule, est pris par
rapport & Paxe de suspension. En le remplagant par Ie moment d’inertie J pris
par rapport & un axe paralléle 3 I'axe de suspension, mais passant par le centre
de gravité G du pendule, on donne i la formule précédente une forme plus
commode pour les applications.

Cherchons d'abord la relation qui existe entre I ot J. Pour cela, il suffit de
former Vexpression ¥ mr? successivement par rapport aux deux axes. Soient
OX l'axe de suspension, et Gz 'axe paralléle, passant par le centre de gravité G
(fig. 91). Prenons pour origine des
| coordonnées le point G, pour axe
I des  la ligne Gz, et pour axe desz
RS 5 i X la plus courte distance GO de la
i
I
I
1

ad] |
|

(

# ligne Gz et de sa paralléle, I'axe
de suspension : ce dernier se trouve
alors compris dans le plan des z3;
le troisiéme axe, Gy, est complé-
tement déterminé : c'est la per-
pendiculaire au plan des deux au-
tres.

Soit M un point quelconque du
pendule de masse m : menons une
perpendiculaire MP au plan des zy.
et prolongeons-la jusqu’a ce qu'elle
perce, en Q, le plan X0Y, mené par
OX, parallélement au plan des zy.
8i nous menons les lignes PR et QS,
respeclivement perpendiculaires
aux: axes Gz et 0X, et que nous

joignions MR et MS, ces droites sont respectivement les distances ¢ et r du point
M aux deux axes des moments d'inertie (d’aprés le théoréme des trois perpen-
diculaires), Pour avoir le premier moment d'inertie I, il faudra faire la somme

PENDULE. 9

de termes analogues & mr?, et pour avoir I, la somme 'l." ?mwsws analogues &
ms% Or les deux distances conjuguées ret ¢ sont deux rn}cs d un tna_n;;]c 1te]
(||;e MSR, dont le troisiéme coté SR est une droite parallele et égale a lapp S‘?l;
courte distance GO {=a) des deux axes (parce que le plan_de projection PQ!
est paralléle au plan des yz). On a donc entre 7 et ¢ Ia relation

12 =¢* + a®* — 2ay cos SRM

ou, en remplacant le cosinus de SRM par le sinus de ['angle complémentaire
ar r¥ = ¢* + a* — 2 qq sin PRM.

Or, dans le triangle rectangle MPR, on a entre Phypoténuse ¢ et le coté NP’ = 3
la relation e it

En substituant celle valeur de z, il vient

2

r*=:+a*—2az.

Si nous multiplions tous les termes de cetle équation par la masse m du
point M, il vient :
mi® = ms? + ma*—2amz

ol, en faisant la somme des termes analogues,
% 2 N 5
T mr® =Y me? + Zoma*—2 X ams.
N 2 oct e
s SO mi® est le
Interprétons maintenant chacun des termes de cette somme. -
y : : % le coeffi-
moment d'inertie T; X mg® est le moment I. Dans le terme X ma® le co

< ¥ Aty Y Or
i sign et écrire a~ L m.
cient a® est constant, on peut le faire sortir du signe Z

¥ mest Ia somme des masses des points M ; c’est done la masse totaledu pendule,

Y ma? = Ma®. Enfin le dernier terme peut s'é-
que nous appelons M : on a done L ma Ma®. Enfin le ju

iplions d’abor E ses
crive @ X, mz. Pour évaluer la somme ¥ mz, multiplions d’abord chacun de se

LA DS
termes par g : elle devient ¥ mgz. Or nous avons vu (36) que, lorsqu’un (,:J P
: : : l A is axes COOT fes rectan-
tel que le pendule composé est rapporté 4 trois axe side ;OTcim]ﬂ::T]E:lgz -

ires, si 'C S COOT ées du centre des for ara s, o
rulaires, si Pon cherche les coordonneées e e e
trouve que la distance ¢ de ce centre au plan des xx est de
quation hes
ek =X (Fz).

soumis aux forces paralléles de

Appliquons cette équation au cas du pendule, s i

la pesanteur. F est mg, poids du point M, et It est Mg,
cMg =X mgs.
Mais ici,  cause du choix méme de Lorigine des coordonnées, on 4 identique-
: $
ment ¢ =0: donc
2 mgz =0,

et commnie g est une constante,

=
s ms=0.
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Substituons ces valenrs respeclives & chacun des termes de 'équation précé-
dente [1], il vient

1=1J 4+ Ma*

ou bien, en adoptant pour J la notation suivante : J=DMK? (K étant une
constante),

=M (K + a?),

Portons enfin cette nouvelle valenr de dans P'éguation qui donne L, elle de-
vient

M{K®+a% DMa® MK2 K#
L=—— = 4 —g—.
Ma Ma = Ma a

Telle est la formule habituelle qui sert & déterminer la longueur du pendule
simple synchrone d'un pendule composé, dont le moment dinertie est MK? (par
rapport 4 Gz) et dont le centre de gravité est a une distance a de Iaxe de SUS-
pension,

Remarques. — 1° La constante K, définie par I'équation J = MK®, s'appelle le
rayon de gyration du pendule. Si on supposait toute la masse du pendule ré-
partie uniformément, en couche infiniment mince, a la surface d'un eylindre
de révolution, de rayon égal & K, le moment d'inertie de la surface cylindrigue,
pris par rapport & axe dn cylindre, serait précisément :

o Lo _
X mK2, ou K2% m, ou MEK2.

Tel est le sens mécanique de cetle constante K.

2° On peut se rendre compte de Ierreur commise dans la vérification des lois
expérimentales du pendule composé, lorsqu'on prend pour longueur des pen-
dules sphériques la distance du point de suspension au centre de la sphére. En
effet, soit d cette distance et = le rayon de Ia sphére. En calculant le rayon de
gyration d'une sphére par rapport 4 I'un de ses diamétres, on le trouve égal 2
-

z7% On a done, pour la IOI-IgIN_‘l]I' vraie du pendule, c’est-i-dire pour la lon-
o

gueur du pendule simple synchrone,

L=d+

(en négligeant la masse du fil qui soutient la boule). Or. au lien de cette lon-
gueur L, on prend une longueur I = d. L'errenr commise est done (L—1), cest-

£ Pour d =1® et r = 257", ce terme correctif est inférieur 4 1fd==. 11
n'est donc pas étonnant que cette faible différence n’'influe pas sur la vérifica-
tion des lois.

106. Théoréme d'Huygens : Réciprocité de l'axe d'oscillation ef de
laxe de suspension. — Pendules réversibles. _ 1 Définitions.— Soit XX’
I'axe de suspension d’un pendule composé (fig. 92) : lorsque le pendule est au
repos, le plan vertical passant par XX' contient le centre de gravité G; par
suite, la verticale du point G va couper 'axe XX’ en un eertain point 0. La lon-
gueur 0G est la distance du centre de gravité a l'axe de suspension : ¢'est ce
que nous avons appelé @. 5i, & partir du point G, nous prenons sur le prolonge-

5 = i K2
ment de 0G une longueur GO, égale 4 —, ]a longueur 00, ( =a + -—) est Ia
a a

longueur dn pendule composé. Un point matériel placé en 0, et reli¢ au poinl
fixe O par un fil 0, 0, inextensible et sans poids, constituerait un pendule simple
synchrone du pendule composé. Les points 0, et 0, qui sont conjugucs, s'appel-
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lent quelquefois, le premier, centre d'oscillation, et le deunxiéme, cenire de
$107 .

w;!i‘:lo‘::: Jpar 0, une droite YY' parallele a I'axe XX, Un point quelconque M de

cette droite, étant rejoint a 1'axe XX’ par une droite MO' paralléle & 01_0, les

points conjugués M et 0 se trouvent dans les niémes (‘.O]}dltt‘OllS que les points 0,

et 0. En effet, si Pon place en M un point matériel, et qulon le relie au point

fixe 0 par un fil inextensible et sans pqids, on constituera un pendule simple,

K= : . A
ayant une longueur 5[0’:U:Oza+j’ qui, par suite, sera synchrone du

pendule composé. Il en sera de méme de tous les points de Paxe YY'. ‘[:'E::"-t pour-
quoi 'on appelle cette droite Vaxe d'osctllation dn pendule composé. Nous 1_:1—
vions déja définie plus haut (103) et nous en avions démontré. sans caleul, lexis-

= Fig. 93.
Fig. 92. 2

lence nécessaive. Elle jonit d'une propri¢té qu'a découverte Huygens el qu'on
énoncer sous la forme suivante : A‘ 5 :
peit l-‘ﬂgo:‘i-wr — Laxe d'oscillation d'un pendule composé est réciproque de
son axe de suspension. Sl
Cela veut dire que, si on suspend le ]lf_tlldll]f:'.' par 'axe Z\Z\L, l(?(, 7m§:1;|lf (ii:e:
I'axe d'oscillation devienne l'axe de suspension, l‘e(c:pr'oquf-men ;;:\Le] 0 ;];)deq
"i‘o'n primitif XX' deviendra axe d'oscillation (fig. 93) : autrement dit, le lies ]
g

des pendules simples synchrones du nouveau pendule compose, ainst constitue,

L : r 50
sera précisément Vaxe XX'. i i 7
qgur?f!'pt soit L, la longuenr du nonvean pendule compose, ella' 1:-11 d;lt:‘nli; o
son centre de eravité G au nouvel axe de suspension. Le ceulre ?rn e
'r-h'mue pas derplave par rapport aux autres points giu penidn e.dpd e de
= 2 ' i Ty ) i
i‘E‘Lh‘Fi.lltL‘[‘\'t_‘l‘hiOn. pas plus que le rayon de gyration K ne change de v

a done g

Li=a, +—-
1 ay

ioures 92 et 93 'on a
Or on voit, en_comparant les figures 92 et 93, que I
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el par suile

K2
—_—=—==a

a; K
Par conséquent

K*
LL:;"*‘“=J'- C. Q. F.D.

3° Pendules réversibles. — Cetle curieuse propriélé peut étre utilisée pour

déterminer expérimentalement la longueur d'un pendule com-
- posé. Il suffit, pour cela, d'encastrer dans la lige deux couteanx
= (fig. 94), pouvant servir tour a tour d'axe de suspension. Tantot I'un
fH

ce dernier, par taitonnements, jusqu'a ce que la durée d'oscillation
soit la méme dans les deux positions du pendule. Tantot les deux
couteanx sont fixes, mais l'on peut déplacer verticalement le centre
de gravité par rapport aux couleaux, jusqu'd ce que le méme ré-
sultat soit obtenu. Dans I'un et I'autre cas, la distance des deux
couteaux est égale a la longueur du pendule simple synchrone. Les
pendules qui sont munis de I'un ou Vautre de ces dispositifs, sont
appelés pendules réversibles. Nous verrons plus loin que le capitaine
Kater en fit un appareil de voyage trés commode pour la détermi-
nation de ¢ sous diverses latitudes.

= 107. Application du pendule a la mesure de . — Nous

Fig. 95, avons dit plus haut que la seule méthode précise pour
mesurer l'intensité de la pesanteur était fondée sur

I'emploi du pendule. Nous pouvons maintenant en comprendre le
principe. Supposons qu'on mesure la durée T des petites oscillations
d'un pendule. Cette durée est exprimée par la formule-limite du
pendule, en fonction des éléments de 'appareil et de I'intensité de
la pesanfeur. On a

e L

T

(1] - d’ou l'on tire g —
q ¢

Il suffira d’évaluer L, longueur du pendule simple synchrone du
pendule employé, pour que tout soit connu dans la formule [2], saul
I'accélération g. Lorsque la longueur L sera évaluée en métres et
la durée T en secondes, le nombre ¢ sera rapporté au métre et &
la seconde. Il représentera la vitesse en meétres acquise par un
corps pesant, tombant librement dans le vide, aprés la premiére
seconde de chute. Nous avons démontré plus haut que le méme
nombre représente 'iniensité de la pesanteur, c’est-a-dire 'action
de la pesanteur sur 'unité de masse.

Cette méthode, imaginée et indiquée par Huygens, fut, pour la
premiére fois, appliquée avec succés par Borda. Nous allons ex-
poser les expériences de Borda, qui sont classiques, en indiquanl,
i Toceasion, les perfectionnements de détail apportés par les nom-

Qeux, 0, est fixe, et l'autre, C, est mobile : on peut alors déplacer
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breux expérimentateurs, entre aulres par Biot et Arago, quiles ont
répétées apres lui. Nous dirons ensuite quelques mots des expé-
riences de Kater, faites d’apres
la méme méthode, mais avec un
appareil toul différent.
108. Expériences de Borda. —
1° Méthode. — Borda employa la
méthode d’Huygens, mais non la
formule-limite du pendule. Il se
servit de la formule

R T, 5 o2
!4..\/§(l+_m)»

qui représente (rés exaclemenl
la durée d'une oscillation de trés
faible amplitude, mais non infini-
ment petite. Ses expériences com-
portaient done plusieurs mesures
de précision : E

I. LamesuredeT, durée d’une
oscillation simple;

II. La mesure de L, longueur
du pendule simple synchrone du
pendule qu'il faisait osciller;

II. La mesure de «, amplitude
des oscillations dont il mesurait
la durée,

9¢ Descriplion du pendule de Borda.
— L'appareil se eompose de deux par-
lies bien distinctes : le pendule propre-
ment dit A, et le coutean de suspen-
sion B (fig. 95).
A. Le pendule proprement dit est
formé d'une lourde sphére en platine
(d’environ 36 millimétres 1/2 de diame-
tre), soutenue par un fil métallique trés
fin. (Le fil de Borda était en fer; Biot y
snbstitua un fil en cuivre, pour le sous-
traire 4 linfluence magnétique de la
terre.) Le fil v était fixé par l'intermé- Figi 05
diaire d'une calotte métallique trés :
mince ce, s'adaptant exactement sur la : ;
surface sphérique : le simple contact des deux surfaces, pl-cai.ab]emenl enduites
d’'une mince couche de suif, suffit pour en maintenir I'adhérence, et la masse
du pendule se trouve ainsi suspendue an fil.




