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Les mémes perfectionnements se trouvent dans I'appareil de M. Cailletet

pour la liquéfaction des gaz réputés permanents,

Fig. 132.

GHAPITRE 11
PROPRIETES DES LIQUIDES PESANTS EN EQUILIBRE

PRE S SUR LE ]
f!sj;i:)El\s ’SLR LES PAROIS DES VASES. — PRESSIONS SUR LES CORDS
MERGES. — CON XS DE i :
S CONDITIONS D EQUILIBRE DES LIQUIDES PESANTS.

! q,ljfi;,:.hitez‘; ltiles_dpressions dans les liquides pesants en
o S qiu es, comme tous les autres corps, sont
pesg de) demon: Etil]c:tzémas ta l_actlon de la pesanteur, i la sur-
ment liquides Pc.mnismll‘slz'mqu%’ 7 app’elle pus. Reriiciil Bes
i P es liquides que l'on considére comme

soumis & d’autres forces extérieures que celles de la pe-
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santeur. Dans un liquide pesant en équilibre, le poids seul des
molécules suffit pour développer des pressions qui se transmel-
tent et sexercent dans tous les sens, soit dans Pintérieur de la
masse, soil sur les parois du vase, et toujours normalement & la
surface pressée. 11 est facile de constater par I'expérience l'exis-
tence de ces pressions.

Pression verlicale de haut en bas. — La pression verticale de
haut en bas résulte directement du poids des molécules liquides
accumulées. Pour la mettre en évidence, il suffit de verser un
liquide quelconque dans un vase cylindrique en verre, fermé par
un fond horizontal mobile, qui serait par exemple une soupape
Jouvrant de haut en bas. On verra la soupape céder & la pression,
dés que la quantité de liquide versée sera suffisante. Nous mon-
trerons plus loin comment on peut mesurer Iintensité de cette
pression.

Poussée. — Expérience de Uobturaleur. — La pression que les
couches supérieures d'un liquide exercent sur les couches infé-
rieures fait naitre dans celles-ci une
réaction verticale de bas en haut, qui esl
une conséquence du principe de Pascal.
Cette pression constitue la poussée des
liquides. Elle est trés sensible lorsqu’on
plonge la main dans un liquide, surfoul
s'il a une grande densité, comme le mer-
cure. On peut la constater et la mesurer
par Lewpérience de Tobturateur. L’appareil
se compose d'un tube large en verre A,
ouvert a ses deux extrémités (fig. 153).
Le bord inférieur est rodé horizonfale-
ment et Fon peut le fermer hermétique-
ment en v appliquant soit un disque de
verre dépoli O, lequel constitue propre= Fig. 155.
ment Vobturafeur, soit tout simplement
ane carle mince, de poids négligeable. On plonge lappareil dans
I'eau, en soutenant l'obturateur par un fil attaché en son milieu,
et on liche le fil dés que limmersion est assez profonde. L'obtu-
rateur reste alors appliqué contre le tube, ce qui indique qu'il
supporte, de bas en haut, une pression supérieure i son poids. On
pourrait evaluer grossierement cette pression, soit en versanl
lentement de I’eau sur 'obturateur, soit en le chargeant de poids
marqués, jusqu’a le détacher du tube. :

Pressions obliques. — On constaterait de méme Uexistence de
pressions obliques ou verticales, en appliquant 'obturateur sur




232 _ HYDROSTATIQUE.

des tubes dont le bord inférieur serait orienté et rodé suivant des

directions quelconques.
147. Théoréme fondamental. — La (ransmission de ces pres-

sions dans les liquides pesants en équilibre se fait daprés la loi
suivante :

La différence des pressions en deux points quelconques d'un li-
quide pesant en équilibre est égale au poids d’un cylindre du liquide

ayant pour base Lunilé de surface et pour hauteur la distance ver-
ticale de ces deuzx poinis.

Cette loi est le fondement de la théorie de I'équilibre des
liquides pesants. On peut la considérer, soit comme un principe,
analogue au principe de Pascal, c'est-a-dire Fadmetire & priori el
la vérifier dans ses conséquences, soit cormme un théoréme de
mécanique et la démontrer par le raisonnement. Nous procéde-
rons des deux maniéres successivement.

148. Démonstration du théoréme fondamental. — Soient A el A’ les deux
points, I leur distanee et k leur distance verticale, & et o' les pressions (définies
comme ci-dessus), et d le poids de I'unité de volume du liquide. 11 s'agit de
démontrer la relation

w' —w =hd,

laquelle exprime le théoréme.
Prenons autour des points A et A', dans des directions quelconques, des fran-

ches élémentaires de liquide. Comme elles sont en équilibre, rious pouvons les

solidifier par la pensée (fig. 154). Soit w la
surface de V'élément A. Imaginons un cy-
lindre ayant pour base cet élément et ses
génératrices paralléles 4 AA': il décon-
pera une surface o' dans 'élément A’
Nous avons ainsi un filet cylindrique in-
finiment petit, dont le volume est, comme
on sait, égal & ol, s étant la section
droite et / la distance des centres de
gravilé des bases, laquelle peut étre con-
fondue avee la distance AA.

Ce filet liguide étant en équilibre, nous
pouvons également le solidifier par In
pensée. Tout se passe alors comme si ¢'é-
tait un corps solide en équilibre sous
Paction d'un systéme quelconque de
forces, constitué par son poids et par
les pressions diverses qu'exerce i sa sur-

face le lignide ambiant. Nous avons vu en mécanique que, dans le cas général,
il y a six conditions d'équilibre. Une seule d’entre elles nous suffira ici, pour
les besoins de la démonstration. Nous exprimerons que, si I'on projette toutes
les forces du systéme sur une droite queleonque, par exemple sur axe AA’ du
cylindre, la somme algébrique de ces projections doit étre nulle.

Or ces forces sont :

1* Le poids P du filet, appliqué en son centre de gravité G, et faisant un
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X . shd
ax g pst g 4 —— r T
angle 2 avee laxe de figure. Il est égal old, ou & cos_ﬁ' en remarquant

L
l=—1

que &t = s a i o i

9+ La pression élémentaire p, qui fait un angle o avec A4'; elle est egale
i 4 —2_, en remarquant que v = 2
e 008 s aie e cos '

3 La pression élémentaire ', qui fait un angle o’ avec AA'; elle est égale
i = R P T B T
Ly (180° — o) cos (186° — ) : i ‘

4 Les pressions latérales, p,..., pu, qui sont normales & la surface du
eylindre, et par eonséquent perpendiculaires 41 axe. ? e,
“Pour obtenir les projections de toutes ces forces, il 5\1!’[}1: d‘? lnlﬂll})li&l cha
cne d'elles par le cosinus de I'angle qu'elle fait avec la direction AA".

On a aivsi 'équation d’équilibre

Peosi+p cosa+p' cosa' =0,

Les angles 3 et « éLant aigus, l'angle ' est obtus; son cosinus est done uegail_f.
es angles g el « € o . :
Mettons ce signe en évidence, en remplagant cos ' par le cosinus du supplé
ment. On a

os o' = — cos (180° — «')

fat : T PR rmes dans le
el Péquation devient, en faisant passer les deux derniers termes dans

second membre,
P eos (180° — &) — p cosu =P eos 3.

: 5 i-dessus, rimant
En remplagant p', p et P par leurs valeurs, données ci-dessus, et en supprim
les facteurs communs, il vient it

w —w=hd. CQ F.D.

Reasrques. — 1. On voil que les directions des pressions élé—
mentaires n'interviennent dans le raisonnement que dune‘mzi-
niére transitoire et quelles disparaissent dans le 1~gsultat fl;!ﬂ :
C’est ce que I'on exprime en disant que, :{ans un liquide I;cm;-,'.;’f
équilibre, la pression élémentaire est la méme fians i‘.auteiI els, :i,m_
lions auiour d’un point, ou bien qu'elle est indépendanie de Lo
lation de U'élément.

Il. Les pressions exercées par les liquides pes?xll.? et legl-stgfég:
ditions d’équilibre peuvent se dédmre,_dans tous les cas, du
réeme fondamental, comme des corollaires. . 5

149. Gonditions d'équilibre d'un liquil_ie Pesant.._ —t 1ions, p
exemple, les conditions d’équilibre (_1’unlhcllulde pea’an t.’ o

I y en a deux, une tout a fait gel{el'ale et lau 1ielpa o
liére au cas ot le liquide a une surface libre. _(On agpe F] sTide :
libre d’un liquide sa surface terminale dans lair ou : Bl;; :i .

1° La pression doit élre la méme en tous les lpom; _;g :
plan horizontal, pris & un niveau qi{clfonque dans 1}9 -i'qmlm-zg

% La surface libre du liquide doit ére plane et horizontate.
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En effet, soient p et p' les pressions en deux poinis quelconques
pris sur un méme plan horizontal. On a enire p et p’ la relation
p=p + ad; et puisque s =10, p'=p.

Réciproquement, si les pressions p et p’ sont égales en deux
points quelconques d'une surface, prise dans un liquide pesant,
la relation générale, qui peut s'écrire zd—p’—p, se réduit i
2d=0. Comme d n’est pas nul, on en conclut que z=10; done
les points sont sur un méme plan horizontal.

Or la surface terminale, dans I'air ou dans le vide, cest-a—dire
la surface libre, supporte en tous ses points la méme pression;
donc elle forme un plan horizontal.

La plupart de ces conséquences sont susceptibles d’une dé-
monstration expérimentale directe. Leur ensemble constituera
donc une rigoureuse vérification & posteriori du théoréme fonda-
mental.

PRESSIONS SUR LES PAROIS DES VASES.

150. Pressions sur le fond plan et horizontal d'un vase, —
Tutorkve. — Dans un liquide pesant en équilibre, les pressions sur
le fond plan et horizontal du vase ont une résullanic unique, verlicale
et dirigée de haut en bas, égale au poids d'un cylindre du liquide
ayant pour base le fond et pour hauteur sa disiance & la surface
libre. Elle est appliquée au centre de gravité de la surface du fond.

La proposition n’est rigourcusement vraie que dans le cas du
vide. Dans le cas ordinaire, ou le liquide se trouve dans l'air ou
dans un gaz, sa surface libre supporte une pression, que nous
apprendrons A mesurer plus tard. 11 faut alors ajouter au poids
du cylindre liquide la pression exercée par le gaz sur une portion
de la surface libre égale au fond du vase.

Démonstration. — Soit AB le fond plan et horizontal; soit MN la surface

libre : nous avons vu qu'elle est nécessairement

N - n  Plane et horizontale. Sur chacun des éléments

Tl de surface, tels que o, s'exerce une pression

i élémentaire p. Toutes ces pressions, étant ver-

(SR ticales, ont une résultante égale 4 leur somme

et appliquée aun centre des forces paralléles de
AB (fig. 135). On a donc

P=% (p)-
Or, en un point de 1'élément, la pression = est
Fig. 153. w=u' + hd,

=' étant la pression que Uatmosphére exerce en
un point de la surface libre ¢t & la distance de ce niveau au fond. On a done

p=ru's+ chd

-
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et
P :\._. w'o -+ }.. hds.

(lomme o' est constant, ainsi que h et d, on peut éerire
P:m‘E T+ IHIE a;

¥ (s)-est égal 4 la surface S du fond. On a donc enfin

P =Sg&' + Shd.

Le terme So' représente la pression de 'atmosphére sur une surface égale &
celle du fond. Comme ceite pression s'exerce également dans fous les sens sur
les parois extérieures du vase, nous la méglgerons ici, ainsi que dans les
théorémes suivants. 11 reste done

P =Shd.

C. Q. F. D.

151. Vérification expérimentale. — De la il résulte que la pres-
sion sur le fond d’un vase dépend de la grandeur de ce fond,
ainsi que de la profondeur et de la densité du liquide, mais quelle
est indépendante de la quanlité de liquide et de la forme du vase.
(est cette conséquence qu'on vérifie expérimentalement a I'aide
de plusieurs appareils; nous en décrirons deux, égalemenl. en
usage dans les cours de physique : celui de Haldat et celui de
Pascal, modifié par Masson.

1° Appareil de Heldat. — Cet appareil se compose d'un tube
coudé ABC, terminé en A par un robinet de cuivre sur lequel on
peut visser successivement deux vases M et P, de méme hau’te1_1r,
mais de forme et de capacité différentes (fig. 156). Pour faire
I'expérience, on commence par verser du mercure d{ms le tuI‘;e ABC,
de maniére que le nivean n’atteigne pas tout a fait le robinet A.
On visse alors sur le tube le vase M, qu'on remplit d'eau; celle—m_‘,
par son poids, refoule le mercure qui s'éléve dans le tube C, ou
I'on en repére le niveau au moyen d’une virole a, qui peut glisser
le long du tube. On marque de méme le niveau de l’:eau daps le
vase M a 'aide d’une tige mobile o placée au-de{ssus. Cela fait, on
vide le vase M au moyen du robinet, on le dévisse et on le rem-—
place par le vase P. Si I'on verse df_: l'eau dans celui-ci, le mer-
cure, qui avait repris son premier niveau dans les deux branches_
du tube ABC, s'éléeve de nouveau dans le luhe‘ (, et lorsque, dans
le vase P, I'eau atteint la hauteur qu'elle avait dans le vase M, ce
quon reconnait au moyen de la tige o, le Iercure 1‘epre{_1d qans
le tube C le méme niveau que dans le premier ¢as : ce qu mdlc_[ue
la virole a. On conclut de 1a que, dans les deux cas, la pression
fransmise au mercure dans la direction ABC esl la méme. Cette
pression est donc indépendante de la forme du vase et de la
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quantité de liquide. Quant au fond du vase, il était évidemment

le méme dans les deux cas : ¢'était la surface libre du mercure
dans l'intérieur du tube A.

9 Appareil de Masson. — Dans lappareil de Masson (fig. 157),
la pression de I'eau contenue dans le vase M ne s'exerce plus,
comme précédemment, sur une colonne de mercure, mais sur un
disque ou obturateur a, qui ferme une tubulure ¢, sur laquelle est

vissé le vase M. Ce disque n’est pas fixé & la tubulure, mais seule-
ment soutenu par un fil attaché a Uextrémité du fléau d’une ba-
lance. A Pautre extrémité est un bassin dans lequel on met des
poids jusqu’a ce qu'ils fassent équilibre 4 la pression exercée par
Peau sur 'obturatenr. Vidant alors le vase M, on le dévisse et 'on
met a sa place le tube étroit P. Or, silon remplit celui-ci d’ean
jusqu’a la méme hauteur que précédemment, ce quon reconnait
au moyen du repére o, on observe que, pour soutenir U'obturateur,
1} faut mettre dans le plateau juste le méme poids qu’mlparavzmi;
Le:l:\ cm"x(luit a la méme conclusion que l'expérience de Haldat.
Méme résultat si, au lieu du tube vertical P, on visse sur la tubu-
lure ¢ le tube oblique (). '
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159. Conséquences. — 1° Tonneau de Pascal. — 11 résulte des deux expé-
riences précédentes qu'avec une irés petite quantité de liquide on peut pro-
duire des pressions considérables. Pour cela, il suffit de fixer & la paroi d'un
vase fermé et plein d’eau un tube d'un petit diametre et d'une grande hau-
teur. Ce tube étant rempli d’eau, la pression trapsmise sur la paroi du vase est
égale au poids d'une colonne d'eau qui aurait pour base cette paroi et une
hauteur égale a celle du tube. Pascal est parvenu ainsi, avec un simple
filet d’eau de 10 métres de hauteur, 4 faire éclater un tonnean solidement

Fig. 157.

construit. Cette expérience s'appelle quelquefois expérience du tonneau de
Pascal.

90 Pression au fond des mers. — Daprés le principe ci-dessus, on peut cal-
culer les pressions qui se produisent au fond des mers. L'unité de mesure
usitée est la pression de Patmosphére, laquelle équivaut, pour une surface
donnée, au poids d'un cylindre d'ean pure ayant pour base cette surface et
environ 102,33 de hauteur. Or les naturalistes qui ont récemment exploré le
fond des mers, a bord du Talisman. puis du Travailleur, ont abservé que la
sonde ne touchait pas quelquefois 4 une profondeur de 8000 métres et plus.
(Vest done une pression de plus de 800 fois celle de 'atmosphére qui s'exerce au
fond de certaines mers.

155. Pressions sur une paroi plaue latérale. — TnEoREME. —
Dans un liquide pesant en équilibre, les pressions exercées sur une
portion plane de paroi latérale ont une résullante qui est normale
a la paroi et égale au poids dun cylindre du liquide ayant pour
base la portion de paroi et pour hauteur la distance de son cenire
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de gravilé & la surface libre. Elle est appliquée en un poinl quw'on
appelle cenire de pression.

Démonstration. — Menons un plan vertical perpendiculaire 4 la paroi,
prenons-le pour plan de la figure. Soient MN, AB
les sections de la surface libre et de la portion
plane de paroi (fig. 138). Sur chacun des éléments
de surface, tels que o, s'exerce une pression élé-
mentaire p qui lui est normale. Toutes ces forces,
étant paralléles, ont une résultante unique, qui
leur est paralléle, égale 4 la somme, et appliquée
au centre de ce systéme de forces paralléles. On
a done

P=73(p).

Or, en un point de I'élément, la pression = est
donnée par I'équation fondamentale

Fig, 158.

w=ugu'+ hd,

o' étant la pression exercée en un point quelconque de la surface libre En né-
gligeant cette derniére pression, on a ]

== hd et p=ulul;
done
P =% (uhd).

Comme d est constant, on peut le faire sortir du signe X et éerire
P=4d7Y (wh).

On peut déduire du théoréme général des moments un moyen trés simple de
calculer la somme des produits tels que oh. En effet, remarquons d'abord que
si 'on multiplie chacun de ses termes par &, poids spécifique de 1'unité de sur-
face de la paroi, toute la somme sera elle-méme multipliée par §, et I'on aura

v 5
& (whd) = & L (uh).

Or o est le poids de I'élément de paroi , et h étant la distance de son point
d’application (lequel est un point quelcongue de I'élément) au plan de la sur-
face libre, le produit whé s'appelle le moment de la force wd par rapport au
plan MN. La somme X (wh$) est done la somme des moments des poids des divers
éléments de la portion de paroi. D’aprés le théoréme des moments (qui s'applique
aux moments par rapport 4 un plan aussi bien qu'aux autres moments), cette
somme est égale au moment de la résultante, cest-a-dire au moment du
poids total de la portion de paroi. Soit 8 la surface totale de cetle portion,
son poids est 53 ; soit H la distance du centre de gravité & la surface libre, le
moment du poids total est SH3. On a donc

Z(whs)=SH3 ou &5 (uh) =S,
En divisant les deux membres par 3, il vient

Z {wh) =SH.
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En portant ectte valeur dans 'équation de la pression totale, on a

P =Slid. C. Q. F. D.

154. Centre de pression. — (lest le point d'application de la
pression lolale sur la poriion de paroi considérée. Il est néces-
sairement distinet du centre de gravité de cette paroi, lequel est le
point d’application du poids total de sa surface, supposée pesante.

En effet, les pressions élémentaires d'une part, et les poids élémentaires
d’autre part, forment deux systémes de forces paralléles, appliquées, il est
vrai, aux mémes éléments de surface, mais dont les intensités n'ont entre elles
aucun rapport de grandeur. Les poids (qu'on suppose appliqués aux éléments
d'une surface, afin d’en déterminer le centre de gravité) sont simplement pro-
portionnels & ces éléments, tandis que les pressions sont proportionnelles aux
produits de chaque élément par sa distance 4 la surface libre.

A mesure quon s'enfonce dans le liquide, le poids de I'élément de paroi reste
constant, tandis que la pression élémentaire augmente proportionnellement
i h. 1l en résulte que le centre de pression doit se {rouver au-dessous du centre
de gravité,

La détermination du centre de pression est un probleme de
mécanique, analogue & la détermination du centre de gravité
d’'une surface. La méthode générale de calcul consiste a appliquer
le théoréme des moments, ainsi que nous I'avons fait plus haut
(153). Dans certains cas, on peut résoudre le probléme géométri-
quement, en le ramenant 4 la détermnation du centre de gravité
d’'un volume facile & construire.

1 Exexpie. — Rectangle @ fleur d’eau. — Prenons une portion de paroi plane
qui soil un rectangle ABCD, ayant 1'on de ses cOtés AB & fleur d'edu (fig. 159)

wig g
i
b Ny
PN
z\\tf
Fig 159. Fig. 160.

En chaque point, tel que 0, s'exerce une pression élémentaire p, normale &
Ja paroi. La pression totale P est la somme de ces pressions : P =X (p). Nous
allons eonstruire un volume qui représentera P en grandeur et en direction.

Soit HMN une coupe verticale du liquide et du vase, passant par fe diamétre
MN du rectangle (fig. 160). La pression élémentaire p est dirigée sugv:_mt 0,0,
elle est égale au poids d’un filet cylindrique ayanl pour base un élément w;
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pris autour du point 0, et pour hauteur la normale 00, = 00", distance de
«J'élément w 4 la surface libre.

Le liew des poinis 0, c’est-a-dire le lieu des sommets des filets cylindriques
correspondant a la ligne MN, est la droile MN,. Pour le prouver, il suffirg
d’établir qu'en un point quelconque, tel que N, on a NN' = NN,. Or les triangles
semblables M0O, et MNN, donnent % :% et les triangles semblables MOO!

N ¢ \ g 3 NN W\
et MNN' donnent 3% = “':—(\). d’oti I'on déduit 3—:;: = %1 comme 00, =00, il
s'ensuit que NN, = NN'. Le lieu des mémes sommets 0,, pour toute la surface
du rectangle, sera, pour la méme raison, le plan passant par 0, et par la
trace AB de la surface libre du liguide sur la paroi (fig. 161).

L’ensemble des filets eylindriques élevés sur chaque élément du rectangle
sera_done limité par ce plan 0,AB, et puis par des plans normaux i la paroi,
élevés suivant AD, DC et CB. On voil, en faisant la figure, que ces quatre plans
constituent un prisme triangulaire N,ABCD (fig. 161). Le poids total du liquide
contenu dans ce prisme représente, en
grandeur, Vintensité de la pression totale.
Or, si I'on suppose que les poids des filels
élémentaires, au lien d’étre verticaux, soient
normaux & la paroi, on ne changera pas la
position du centre de ces forces paralléles,
lequel est le centre de gravité du prisme.
Donc la pression totale P (qui est la résul-
tante de ces forces normales) passe par ce
centre de gravité. Comme elle est, en ou-
tre, normale & la paroi, le point ofi elle
coupe celle-ci est le centre de pression. Le
cenire de la pression sera donc la projec-
tion sur le rectangle du cenlre de gravité
du prisme,

Or le centre de gravité G du prisme coin-
cide avec celui du triangle MNN,, lequel
estun plan de symétrie, Il est doné en G sur
la médiane N,0, au tiers & partir du point 0
La projection G' du point G sur la paroi est le centre de pression cherché. On
voit qu'il est situé sur le diamétre MN du rectangle, et au-dessous du centre
0 qui en est le centre de gravité. Il est facile d'évaluer la distance 0G',

Distance G'0. — Les deux triangles semblables 0GG’ et ON,N donnent

Fig. 161.

O 06 1
ON 0N, 5
donc

06 = 1

=

0N,
Comme

oN =1wy,
2

1
0G' =_MN.
L]
Enfin

WG" = MO + 06! =1 ¥ . L

[~
=MN =ZMN.
b 3
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2¢ Exewere. — Rectangle immergé. — Que devient le centre de pression €', si
le rectangle ABCD, au lieu d’étre & fleur d’eau, se trouve a une certaine profon-
deur dans le liquide, tout en restant orienté de la méme maniére, c'est-a-dire
parallelement a la surface libre?

Nous résoudrons la question trés simplement, en remarguant que la eon-
struction précédente est une construction plane, qui s'effectue tout entiére
dans le plan de symétrie MNN,, et qu'il doit en étre de méme toutes les fois
que la portion de paroi considérée a pour axe de symétrie nne ligne de plus
grande pente, et pour plan de symétrie le plan vertical mené par cet axe.

Soit H'HN la section du vase et du liquide par le plan vertical de symétrie
dn rectangle ABCD (fig. 162). Répétons la construction ci-dessus. Le volume
liquide, dont le poids représente la pression, est un trone de prisme qui a pour
section méridienne le trapéze MM, N N. On
peut le partager en deux volumes, au
moyen d'un plan M, K, paralléle & Ja paroi.
L'un de ces volumes estun parallélépipéde
rectangle qui a pour section M,MNK et
son centre de gravité en G,, milieu de 00'.
L'autre partie est un prisme triangulaire,
identique & celui du eas précédent : il a
son centre de gravité en G, au tiers de la
médiane N,(". Le poids du volume total
étant la résultante des poids de ces deux
volumes partiels, le centre de gravité du
volume total est situé sur la ligne G, G,,
entre les deux points G, et G,. Donc la pro-
jection de ce point sur la paroi, ¢'est-d-dire
le nowveau cenlre de pression, sera située entre le point 0, centre de gravilé
du rectangle, et le point g, qui est Pancienne position du centre de pression.

Done, lorsque la portion de paroi s'enfonce dans le liquide, son centre de
pression remonte vers son cenire de gravité, touf en restant au-dessous de
ce point.

Fig. 162,

Généralisation de la solulion. — Le méme raisonnement et la
méme construction s’appliquent au cas ou la portion plane de
paroi latérale a une forme quelconque. La pression totale est alors
représentée en grandeur par le poids d'un cylindre du liquide, cir-
conscrit normalement & la portion de paroi, et tronqué par le _Pz“”
défini ci-dessus. Le centre de gravité de ce cylindre tronqué est
un point de la direction de la pression totale. La projection de ce
point sur la paroi plane est le centre de pression.

La facilité de.construction dépendra de la forme de la portion
de paroi. Nous avons éludié le cas simple d’une paroi rectangu-
laire dont l'un des bords est i fleur d’eau; nous avons vu que le
centre de pression est sur le diamétre vertical, aux deux t.lers de
la longueur a partir de la surface libre. On peut citer d autres
cas. Sur une paroi lriangulaive dont la base ‘c.Ast hor:zonigic et @
fleur d’eau, le centre de pression est au milicu de la ligne qui
joint le sommet du triangle avec le sommel. de cetle base. Si la
paroi triangulaire a son sommet @ fleur dcaw ¢t se base hori-
16
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zontale, le centre de pression se trouve sur la ligne qui joint le
miliew de celte base au sommet et auz {rois quarls & partir de ce
point.

155. Pressions sur l'ensemble des parois d'un vase. — Tnio-
REME. — Dans un liquide pesant en équilibre, toutes les pressions
exercées sur I'ensemble des parois du vase qui le conlient, quelle que
soit sa forme, ont une résultante unique, dirigée de haut en bas, et
égale au poids total du liquide.

Ce théoréme, comme les précédents, est un corollaire du théo-
reme fondamental. Il n’est pas évident & priori. En effet, si lon
considére simplement une portion courbe de paroi, les pressions
normales que le liquide y exerce constituent un systéme de forces
quelconques. Or on sait qu’un pareil systéme n’a pas, en général,
de résultante unique. Mais celte résultante existe lorsque, au lieu
de considérer les pressions exercées sur une portion de paroi, on
prend toutes les pressions qui s'exercent sur I'ensemble des pa-
rois. Tel est I'objet du théoréme.

On peut le démonfrer de deux maniéres, synthétiquement et
analytiquement.

Démonstration synihétique. — Loit un liquide pesant en équilibre dans un
vase qui le contient. Le liquide et Vensemble des parois du vase constituent
un systéme matériel en équilibre sous Vinfluence de deux systémes de forees
oppos : d'une part, les poids des moléeules liquides, qui ont une résultante
unique égale au poids total du liguide; d’autre part, les résistances ou réac-
tions, f, f', [", que les éléments de paroi opposent aux éléments liquides
Jjuxtaposés. Ce dernier systéme, faisant équilibre au premier, a néeessairement
une résultante unigue, égale et opposée au poids total du liquide, Or ces réac-
tions élémentaires des parois sont égales et opposées, chacune & ehacune, aux
pressions élémentaires p, p', p” du liquide sur la paroi : done ce dernier sys-
téme a aussi une résultante unique précisément égale au poids total des liquides
et dirigée dans le méme sens.

Démonstration analytigue. — Elle consiste i econsidérer les pressions élé-
mentaires p', p'... du liquide sur les parois comme un systéme de forces quel-
conques appliquées a un corps solide, et 4 en chercher la résultante par la
méthode générale.

On décomposera chacune des pressions en trois composantes, suivant trois
directions rectangulaires quelconques. On substituera ainsi au systéme primitif
trois systemes de forces paralléles. Chacun de ees systémes ayant une résul-
tante unique, le systéme primitif se trouvera finalement réduit a trois forces
quelconques, et il sera alors facile de voir si ces trois forces ont ou nont pas
une résultante unique.

Soit un vase de forme quelconque (fig. 163), TH’ la surface libre du liquide,
0z, Oy, 0z trois axes de coordonnées rectangulaires quelconques. Soit un élé-
ment w pris autour d’un point M de la paroi. Soient p la pression au point M
el a, g, ¢ les angles qu'elle fait avec les trois axes. En appliquant la régle du
parallélépipede des forces, on décompose p cn tross composantes, qui ont pour
intensités respectives p cos «, p cos & et p cos ¢ (fig. 164). En effectuant la dé-
composition sur chacune des forces P, on a trois >):sln‘-nms de forces respectives
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ment paralléles & chacun des axes coordonnés. Chacun d’eux a une résultante
égale 4 la somme. Ces trois résultantes partielles sont :

X=X (peosa), Y=2% (pcosg), Z=E(_f)ﬂ05‘,‘:l.
Analysons les termes qui constituent chacune de ces sommes.
Concevons un filet cylindrique paralléle i O et eirconscrit i I'élément o

(g. 163) : il découpera dans la partie oppose de la paroi un élément «'. Soient
p'la pression sur ce dernier élément et o', 2, ¢ les angles que fait sa direction
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Fig. 165.

avec les axes. A chaque élément » de la paroi correspond de méme un elé-
ment o' el rien qu'un. Les composantes de la pression p' sont p' cos o, P’ cos g,
p' cos y. On pent donc grouper tous les termes de la somme 2, (p cos «) par con-
ples de deux, correspondant & un méme filet paralléle a Oz, el éerire

XN=2% (pcose -+ p' cose').

Evaluons ces bindmes.
Soit w la pression au point M; elle est également = au point M, puisque ces
deux points sont sur un méme plan horizontal. On a done

P =rmw et P =zu.

Si nous menons deux plans perpendiculaires i I'axe en PQ et en P'Q’, nous avons
deux sections droites du eylindre qui
sont égales (fig. 165). Soit s la gran- J
deur de la section droite. PO étant la |
projection de w, on a T

pQ 0l o= w COS |’l8l}" -—ex) ==—uw COS .

On a de méme

Fig. 163.

P's' on o =w'cosa’.

0On a done
o=uw' COSu' = — & COS &,

Subslituons ces valeurs dans la somme X, il vient, toutes réductions faites,

X=F (20 —za)=0.
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On démontrera de la méme maniére que Y est identiguement nul.
On peut appliquer le méme mode de raisonnement a I'évaluation de la
somme Z. On arrivera i une somme de bindmes tels que

peosy+ peosy.
Mais ici, les points M et M’ n’étant plus sur le meme plan horizontal, on aura

==z 4+ 3,
par conséiquent
p— o’ = 2o’ + w's
et

1=2% ='(ucosy—w' COS )+ ¥ wzd cos v,

Le premier terme est identiquement nul, comiue les termes analogues des
autres sommes, Le deuxiéme représente la somme des poids des filets cylin-
driques verticaux, dans lesquels on pent décomposer le volurne total du liquide:
cetle somme est évidemment égale au poids lotal du liquide.

C.50: EL Do

156. Paradoxe hydrostatique. — Ce dernier théoréme réfute
directement la proposition erronée connue sous le nom de para=
doze hydroslatique.

Un paradoxe est une proposition contraire a l'opinion com-
mune. Or, si Ion a trois vases, 4, B, G (fig. 166), de méme fond,
mais de formes et de capacités différentes, remplis d’eau jusqu'a
la méme hauteur, I'opinion commune — conforme d’ailleurs ala

Fig. 166.

vérité — c'est qu'il faudra des poids différents pour les équilibrer
successivement sur un méme plateau de balance. Mais on sait que
la pression est la méme sur le fond de chacun de ces vases, el
qu'elle est égale au poids d'un eylindre du liquide ayant pour base
le fond commun et pour hauteur la hauteur commune du liquide
au-dessus du fond. Il semble done en résulter nécessairement
quen placant dans I'un des plateaux un poids marqué, égal a cette
pression, on équilibrera successivement les trois vases placés dans
Pautre plateau. C’est cette conséquence fausse d’un principe vral
qui constitue le paradoxe.
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Lerreur consiste a raisonner, dans ce cas, comme si le fond de
chaque vase était détaché et indépendant des parois latérales,
ainsi que cela a lieu dans Uexpérience de Masson. Les parois, étant
solidaires, transmettent au plateau, non pas seulement la résul-
tante partielle des pressions exercées sur le fond, mais la résul-
tante totale des pressions exercées sur I'ensemble : or nous avons
vu que celle résullante est égale, dans fous les cas, au poids total
du liquide.

Dans le cas du vase cylindrique A, la pression sur le fond est
précisément égale au poids total du liquide; dans le vase évasé B,
la pression sur le fond est inférieure au poids total, mais les
pressions latérales tendent & l'accroitre; enfin, dans le vase
conique €, la pression sur le fond est supérieure au poids
total, mais les pressions latérales tendent & la diminuer.

157. Vases a réaction. — Tourniquet hydraulique. — Du méme
théoréme nous allons dé-
duire une explication trés
nette du fait suivant: Lors-
qu’on ouvre un orifice dans
la paroi d'un vase qui con-’
tient un liquide pesant en
équilibre, en méme temps
que ce liquide s’échappe du
vase, celui-ci tend a se mou-
voir en sens contraire de I'é-
coulement. §i le vase est
disposé de maniere & obéir
aisément 2 cette impulsion,
on a ce quon appelle un
vase & réaclion. Le type de
ces appareils est le fourni-
quet hydraulique.

Il se compose d’'un vase
de verre M (fig. 167), repo-
sant sur un pivot, de ma-
niére 4 pouvoir tourner li-
brement autour d’'un axe fig. 167.
vertical. Ce vase porte, a
sa partie inférieure, perpendiculairement 4 son axe, un tube de
cuivre (, coudé horizontalement et en sens contraires 4 ses deux
extrémités. L'appareil étant rempli d’eau, il reste parfaitement
immobile aussi longtemps que les orifices du tube coudé restent
bouchés. Mais dés que ceux-ci sont ouverts, le liquide s’échappe




