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la premiére équation par b’ etla seconde par b, puis retranchant les
produits, d'ou ¢’bz — ab’z = be’ — b'c. Donc enfin on a

be — be ac— ad Spat
e D b PR e e e U]
a’b — ab” a'h—ab

111. En traitant de la méme maniére les équations

ar -+ byt cz d
dx - by 4 ¢z IS sl
a”f + brry + C”z d*ﬂ

qui sont les plus générales a trois inconnues, on trouverait les va-
leurs de z, y et 5. Mais ce calcul ne permetirait pas de découvrir
la loi des résultats sans recourir a I'induction ; ¢’est pourquoi nous
le présenterons d'une maniére un pen différente, Multiplions ‘la
premiére par &, la deuxiéme par £/, et de la somme de ces produits
retranchons la troisieme, il viendra

(ko ¥ —a") 2 - (kb -} KB — B') y
4 (ke ;Ko — ') s=Rd -} Kd — d".

Lesnombres % et # étant arbitraires, on peut leur attribuer des va-
leurs propres & chasser deux inconnues, y et 5, par exemple. On
posera pour cela les équ. -

B+EY =b", ke FKd'=c", .. .... (D)
gui serviront 3 faire connaitre & et &' ; et l'on aura

kL Kd —d’

h + o AE)
1l faut ensuite déterminer k et &, et en substitaer ici les valenrs;
mais on peut abréger beaucoup ce calcul. En effet, le numéraptetr
de = se déduit du dénominateur, enchangeanta, ¢/, d’, en d, d',d”;
et comme £ et & sont indépendants de ces quantités, la mé(]'[efchgsc
aura lieu également aprés la substitution des valeurs de % et k -

ll's'agit donc d’évaluer le dénominateur, puisque le numérateur
g'en déduit en changeant simplement les @ en d; les formules B
appliquées aux équ. D donnent

b’ — b’ ch’ — be”

’_______"____-
kgl ey
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i 5 il a (b’ﬂ” ) c'b'r} + ﬁ’ (Cb” N bC”)
d'oli ks - Ko’ — " = e i

On réduira au méme dénominateur, qa’on supprimera comme étant

commun aux deux termes de la fraction Z, et I'on aura, pour le dé-
nominateur cherché,

K =a (b'c" — ") + o (cb” — be") -+ a” (b’ — cb).

En faisant attention & la maniére dont il faut exécuter ces mul-
tiplications, on observera que le calcul se réduit & I'opération sui-
vante. On prendra la différence be — cb, entre les denx arrange-
ments des letires b et ¢; puis on introduira la lettre & & toutes les
places, en commencant par la premiére & gauche, et changeant de
signe chaque fois que a changera de place; -+ be engendrera
~-abe, —bac et -bea; —eb donnera —ach, -|-cab et — cha.
Enfin, on réunira ces six termes, etl’on marquera d'un trait la se-

conde lettre de chacun, et de deux la derniére ; le dénominateur K
est done

K = ab'd’" — ba'c” |- be'd’ — ac'h” —+ cadh’ — cb'a”.

Pour trouver y, il faudrait égaler pareillement a zéro les coeffi-
cients de v et 5 dans I'équation ci-dessus; mais la symétrie des
calculs prouve qu'il suffit de changer b en a, et réciproquement
dans la valeur de . On changerait ¢ en a pour la valeur de =, Con-
cluons de la que , 1° le dénominateur des valeurs de x yel, estle
méme; 2° le numérateur de chacune se déduit du dénominateur , en
changeant les coefficients de Vinconnue en les termes connus. Ainpsi,

db'e" — bd'¢” - b'd’ — de'b" - ed'B’ — cb'd"
A z ;
ad’c" — da'c” 4 dda” — ac'd” - ca'd’ — cd'a”
= ye .
s abld!.r Eos ba:du + bd’ﬂ” A a-d‘b” _]_ darbr) =y db’&”
K :

La loi que nous avons démontrée suit de la nature méme da
calcul ; en sorte que si I'on a quatre inconnues et quatre €qu.,

ar 4 by - es - dt = f, dz -} by ~+ ¢z - dt = £, etc.,
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il suffira de chercher le dénominatenr commun, et.l’on en déduira
chaque numérateur ; de plus, ce dénominateur sera formé suivant
la méme loi,

On prend donc les six arrangements des lettres abc qui servent
de dénominateur ci-dessus ( en supprimant les accents), on
abc — bac -} bea — ete. : on fait occuper 4 la lettre d, dans chacun
de ces termes, toutes les places, 3 commencer par la premiére
& gauche ; puis on change de signe chaque fois que d passe d’'une
place & la suivante ; enfin on marque d'un trait la deuxiéme lettre,
la troisiéme de deux et la derniére de trois : le dénominateur com-
mun est

da'h'c" — ad'b'c"-ab'd'c"” —ab'c’d"'— db'a"¢"-- bd'a"¢""— ete...

Voici quelques problémes :

I. Une personne a des jetons dans ses mains; si elle en porte un
de la droite dans la gauche, il y en aura un nombre égal dans cha-
cune ; mais si elle en passe deux de la gauche darnisla droite, celle-ci
en contiendra le double de I'autre : on demande combien chaque
main en contient. On trouve

s —1=y-+1,etr}2=2(y —2); douzs=10, ety=28.

I1.On a acheté trois bijoux dont on demande les prix ; on sait que
celui du premier, plus la moitié du prix des deux autres, fait
95 lonis; le prix du denxiéme, plus le tiers du prix du premier et
du troisiéme, fait 26 louis ; enfin le prix du troisiéme, plus la moitié
du prix des deux autres, fait 29 louis. On a

stiytis=28,y+ 504 55=28,545s43y=29;
d'ou l'on tire z=28, y=18, z=16.

I1I. 4, B et C ont un certain nombre d'écus; 4 distribuant des
siens 4 B et C, leur en donne autant qu'ils en avaient déja ; B double
a son tour ceux qui restenta 4 et ceux que C a entre les mains;
enfin C distribuant a .4 et B, double pareillement les nombres qu’ils
se trouvent avoir ; tont cela fait, chacun en a 16 ; on demande com-
bien ils en avaient d’abord. z, y et z désignant les nombres d’écus
respectifs de 4, B et C, avant ces distributions, on trouve ces équ.

:,;_y—5=-’4, 3y —z—z=48, Ts3—z —y=16, d’ou l'on
tire #=26, y=14, =38.
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112, 1 arrive quelquefois qu'une équation ne peut exister a
moins qu'elle ne se partage en deux autres; ainsi 22 -} 4> =0,
suppose z = 0 et y= 0, puisque deux carrés étant positifs, 'un ne
peut détruire autre, et rendre la somme nulle. De méme .

(# —1p 4 (y — 2 =0, donne z=1, et y = 2; et quoiqu'il n'y
ait qu'une seule équ., c’est comme il y en avait deux. Il faut en
dire autant de la question suivante, qui n’a qu'une seule condition.
Trouver deux nombres tels, que si Pon ajoute 9 au carré de I'un
et a 5 fois le carré de I'autre, le résultat soit le produit du double
du second nombre, par 3 plus le double du premier. On a

53’+y2+9=2-’”fﬂ.‘{+8),

quirevienta 42* — hay 4y + 2» — 6z -} 9 =0,
ou (22 — y)* (2 — 8y =0;donc 22 — y=0, etz—3 = 0;
partant 7 =3, ety = 6.

Cest par la méme raison que 1'équation 22y 1=0 est
absurde.

113. Voici un cas bien remarquable dans lequel une équation se
partage en deux.

Supposons que les éléments d’une question soient liés par Péquation
A - 2= B 4 B; que plusieurs de ces éléments soient variables en—
semble, et que I'équation doive subsister dans tous leurs états possibles
de grandeur; qu’enfin quelques termes A, B, demeurent constasts
tandis que les autres a, 3, seraient variables et susceptibles de déc:'oitr;
ensemble autant qu’on le veut ; cette équation se partage en deuz, I'une
A = B entre les termes constants ; Fautre c — (3 entre les termes va-
riables , laquelle aura liew pour toutes les grandeurs que la question
permet d’attribuer & la fois & « et B. En effet, si I'on admet que
les constantes 4 et B ne sont pas égales, leur différence étant K.
oud — B==K,onentire 3 — a= =+ K; les variables ﬁet::
conserveraient dont entre elles une différence fixe K, etne seraient
pas de nature a pouvoir étre moindres que K, ce qui est contraire 3
I’hypothése.

C'est ce principe qui constitue ja METHODE DES LIMITES , dont nous
ferons un fréquent usage par la suite. Quand on peut faire approcher
une grandeur variable A — z d’une autre A qui est fize , de maniére
rendre leur différence o moindre que toute grandeur donnée, sans ce- -
pendant qu’elles puissent jamais devenir rigoureusement égales, la

10*
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seconde A est dite Limite de la premiére A — 4. Au reste, chaque fois
que nous appliquerons ce théoréme, on fera bien de s'exercer a
reproduire le raisonnement ci-dessus, afin de répandre sur les ré-
sultats la clarté convenable ; nous exhortons les étudiants & se sou-
mettre A ce conseil, dont ils reconnaitront I'utilité. En voici deux
applications, propres a montrer la marche du calcul et du raison-
nement :

1. Soient |/ a et |/ b deux incommensurables, z ct ¢leurs va-
leurs approchées, z et y les différences qui existent entre ces valeurs
et les radicaux;ona s =}/ a— s, t=|/ b—y; or, les produits
rationnels z X # et ¢ ) 5 sont égaux : donc,

VeXVbta=ybXVats,

en représentant par « et 3 tous les termes ol z ety sont facteurs dans
chaque membre. Observez que si I'on pousse davantage Papproxi-
mation, les erreurs y et z décroitront, et cela autant qu'on voudra,
sans que cette équ. cesse d’avoir lieu; les facteurs |/ a, |/ b de-
meurant invariables, z et 3 décroitront indéfiniment; donc I'équation
se partage en deux, VaX Yb=VhbX l/a, et a— f; c'est-
a-dire qu’on peut aussi bien intervertir Uordre des facteurs irrationnels
que celui des rationnels.

11. Soit demandée la valeur S de la fraction décimale périodi-
que 0,[34], d’aprés la notation dun® 51. En ne prenant que deux fois
la période, et représentant par & la valeur des fractions négli-
gées,onaS — k= 0,5484; multiplions par 100, nous aurons
1005 — 100k — 54,54 ; et retranchant, 998 — 99k =54 — 2

10000"

Mais si I'on efit pris trois ou quatre fois la période, ce dernier terme

fut devenu%, on %3—4; ainsi, 'on voit qu’on peut faire décroitre

indéfiniment ce terme, en méme temps que Perreur %, en prenant
la période un plus grand nombre de fois ; on peut donc donner a
T'équation la forme 99§ —a = 54— B; d’'ou Ton tire 998 = 54,
etS = % ,comme on le sait déja. On a en outre « = B, quelque
nombre de périodes qu'on ait considéré ; en effet , si l'on prend la
peériode deux fois, par exemple £ =0,0000[54],

d'ou, 100% =D,[54] =12, et 99% = 25 _ ouz=p.

Soit § = 0,[p], la période p étant composée de n chiffres, on
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a 10»§ = p,[ p]; et par le méme raisonnement (10 — 1) §=p,
dou § = T P_ ¥ g%g s l:.u:umme n° 53, 3,

114. Les formules d’élimination (B) présentent quelques particu-
larités qu'il convient d’examiner. Tant que ces valeurs de » et y
sont positives, la solution résulte de cesformules, et il n’yani
doute, ni difficulté. Mais il peut en étre autrement, ce qui conduit
a trois cas d’exception de nos équ. (B) :

1° z ou y peut étre négatif; alors le probléme , tel qu’il est pro-
posé, est absurde, et on peut le rendre possible a l'aide d’'une
simple modification qu'on trouve en changeant cette inconnue de
signe dans les équ. (4) : le calcul réduit en effet la question a
w’avoir qu'une seule inconnue, et 'on est ramené a ce qui a été dit
(n® 107).

2° Lorsque les formules (B) sont infinies, les ecefficients ont
des valeurs numériques telles, qu'il en résulte a’b—ab’ =0,

’

r

a A . -

ou — = Pour connaitre alors la nature de la question il faut
a

g ! i ; b
introduire cette condition dans les équ. (4); mettons donc GT

’

pour «', la seconde devient %:"— z -+ by = ¢’: donc pour que le |

cas présent ait lien, il faut que les équations proposées soient
az-}-by = ¢, b (az-+{-by) = be'. Or, elles ne s'accordent en-

/ r

; b ¢
tre elles qu’autant que b'¢ — bd', ou e Cette relation

peut étre satisfaite, oune pas I'étre ; si elle n'a pas lieu, le probléme est
absurde, puisque les coanditions de la question sont contradietoires :
cette circonstance est annoncée par des valeurs de x et y infinies,
Alors les coefficients forment une proportiona : @’ 3} b : b, a
laguelle le rapport des termes connus ¢ et ¢’ ne peut faire suite.

8° Mais si, outre la relation qui rend le dénominateur nul,

’ ’ r ’

a [4 . . 5 L,
O =g UM R enGore . m== =, les deux équations (A) n’équi-
valent plus qu'a une seule, les deux conditions de la question ren-
trent 'une dans I'autre ; et comme on n’a qu'une équation et deux
inconnues, le probléme est indéterminé (n® 117). Cela arrive quand
les coefficients de I'équation forment trois rapports égaux entre

eux,a . @ .. b b .. c:c;etattenduqu’on a anssj d'c=ac,
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ce cas est mis en évidence par des valeurs de x ety qui ontla forme .

A d B c k D D (04

Prenons pour exemple ee probléme : Deux courriers partent I'un
de A4, l'autre de B, et vont dans le méme sens AC; le premier
fait n kilométres par heure, le second ; la distance initiale est
AB = d; cherchons i quel instant les courriers se trouveront a la
distance CD = % P'un de l'autre. A parcourt la distance 4C = »

dans une durée qu'on trouve par la proportion m ; 1 13 7% — ; de
m
Y

n

est le temps que B met & parcourir BD = y. Si les mo-

meéme

biles sont en méme temps, I'un en C, l'autre en D, ces fractions
sont €gales, d’oti nz — my. Mais, d'un autre cdté,

AD=$+k=y-—l—d:

done I'élimination donne

=m(d—k) - n(d—&)
M= T Gy

C'est ce qui arrive dans le nombre d’heures = — ¥ — ¢ k.
m o m—n

En faisant £ = 0, on a le lien et l'instant de la rencontre des
deux courriers.

Mais les mobiles seront encore distants de &, aprés que 4 aura
dépassé B : alors ils auront parcouru I'un £C’ =z, autre BD' =y,
et on aura ¥ — k =y -}-d; il suffit donc de changer le signe de &
dans nos équ. C'est une seconde solution dn probléme.

Pour donner a cette analyse plus de généralité, il faut supposer
que les courriers sont en route depuis quelque temps, et que
A et B sont des points oi ils se trouvent ensemble. Et sila valeur
de y est négative, comme cela arrive quand m <n et d > £, cela
annonce que le lien du 2¢ courrier est situé a gauche de B, quand
sa distance au 1¢F est = £ ; 'instant est antérieur a I'arrivée en B.

Quand les courriers marchent en sens contraire, il suffira de
prendre n et y négatifs, ainsi qu'on peut s’en assurer directement.

Voyez ce qui sera dit ci-aprés sur I'emploi des signes négatifs en
géométrie.
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Sim = n, z et y sont infinis, et le probléme est absurde : ce qui
vient de ce que les courriers, ayant la méme vitesse , ne peuvent
satisfaire a la condition prescrite. Cependant si d =%, z et y
sont 2, et il y a une infinité de points de rencontre; en effet, les
mobiles partent du méme point sans que leur distance change.

Des Inégalites.

118. Les expressions ot entre le signe > pour marquer quelle
est la plus grande de deux quantités, sont des inégalités. La diffé-
rence demeurant la méme lorsqu’on y ajoute ou qu'on en ote le
méme nombre ,on peut, sans troubler une inégalité, ajouter auz deus
membres, ou en Oter des quantités égales, et-par conséquent les sou-
mettre auz mémes calculs que les équations (n° 105), c'est-3-dire en
multiplier ou diviser tous les termes par un méme nombre, et trans-
poser quelque terme en changeant son signe. Soit3z —7 > a-11;
ajoutons 7 aux deux membres, puis retranchons-en z, nous avons
82—z > 11-}-7, ou 22> 18 ; d'oiz > 9. Cette question, Trou-
ver un nombre dont le triple, diminué de 7, donne un excés qui
surpasse ce nombre plus 11, a une infinité de solutions, puisque
toute quantité > 9.y satisfait.

Plusieurs inégalités, renfermant z, donnent chacune une limite
de cette inconnue ;or, 1°si ces limites sont dans le méme sens,
comme z > 9 etz > 7, alorsil y a une des inégalités qui dispense
d’avoir égard aux autres; 2° si les limites sont dans des sens oppo-~
sés, comme z > 9 et # <_ 15, alors on ne peut prendre pour z que
les valeurs intermédiaires. Il se peut méme que ces limites s'excluent
mutuellement , comme z > 4 et # < 3, alors le probléme est ab-
surde, et renferme des conditions contradictoires.

Quel est le nombre, plus grand que 15, dont le triple, plus 1,
est moindre que le double plus 20; et tel en outre que, diminué
de 1 et augmenté de 3, le quotient de cette différence par cette
somme surpasse 1 ? Ges conditions s’écrivent ainsi :

i

z>18, 8z 41 < 2z-} 20, '_1;__1__31,'}45
]

On en tire z > 15, < 19 et x > 17. 1l est clair que le nombre
devant étre compris entre 17 et 19, la 17 condition donnée est inu-
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tile; et 'on peut prendre pour z, 172, 172...., et un nombre infini
d’autres valeurs. Mais si z doit étre entier, le probléme ne comporte
que cette solution # — 18.

Quand on a a < b et a’ < I/, on entire visiblement
6d<b-}+ ¥, a—b<h—ad, ad bV,

n n

$<Z, @ <h, Va<Vh;

done, on peut ajouter, multiplier membre & membre , deuz inégalités
dont le signe estdans le méme sens; former les puissances, extraire les
racines, en conservant les mémes signes d’inégalité : on peut soustraire
ou diviser membre & membre deux inégalités dont les signes sont in~
verses, en conservant le signe de V'inégalité qui a fourni les divi-
dendes.

L’expression @ non > b, qui désigne que a ne peut étre plus
grand que b, s'éerit souvent ainsi a ? b; elleest soumise auxmémes
calculs que les inégalités simples. Parexemple, quel est le nombre
dont le triple diminué de 2 ne peut étre moindre que 7, et dont le
décuple moins 1, ne peut surpasser 11 plus 6 fois ce nombre? Ces
conditions s’écrivent ainsi =+

3m—%>7, 103:—-1<11—l—6x,

& on 3w§7-—[—2, ]Ox—ﬁx?ll-—[—l:

- ainsi, £ = ou > 8, et 2= ou < &, ou plutdt z—8.

116. Nous terminerons par une remarque importante. Faisons
varier # dans ¢ — 7. A mesure que 2 croit pour s’approcher de
a, a — , qui est positif, diminue, et devient enfin nul lorsque r=a :
si # continue de croitre, @ — x devient négatif. Nous exprimerons
ces circonstances en écrivante — z > 0, tant que @ — z est posi-
tif; et & — 2 < 0, dés que  surpasse . Ce n'est pas qu'en effetil
puisse y avoir des quantités moindres que zéro ; mais il est visible
que si 'on convient qu'on traitera a 'avenir ces inégalités a la ma-
niére des équations, 'une donnera a > #, et 'autre ¢ < 2 ; et ce ne
sera qu'une fagon d’écrire que ¢ — x est positif dans un cas, et est
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négatif dans l'autre. Nous regarderons done les quantités négatives
comme moindres que zéro, ei les positives comme plus” grandes que
zéro ; ce qui n'est en effet qu'une convention commode pour faci-
liter les calculs.

Comme ¢ — 7 >0 donne — 2 > a4, et ¢ > =z, on voit qu'on
n'est pas en droit de changer les signes de tous les termes d’une
inégalité, a moins qu’on ne change aussi > en <, on réciproque-
ment; on ne peut non plus multiplier une inégalité par une valeur
négative, sans le méme changement : ce qui établit, dans les caleuls,
une différence importante entre le mécanisme propre aux inégalités
et celui qui convient aux équations : 1, 2, 3.... sont des quantités
croissantes jet — 1, — 2, — 3.... sont décroissantes ; on a

< Bet—4>—8.

Des Problémes indéterminés.

117. Lorsqu’on n’a pas un nombre égal d'équations et d'inconnues,
il peut arriver deux cas :

1% cas. S'ily a plus d’inconnues que d’équ., le probléme esi indéter-
miné, puisqu’'on peut disposer arbitrairement de quelques incon-
nues, afin qu’il n’en reste plus qu’un nombre égal a celui des équ. :
I'élimination fait alors connaitre ces derniéres inconnues. Les va-
leurs qui satisfont aux équ., ou au probléme dont ces équ. expri-
ment les conditions, sont donc en nombre infini. Cherchons, par
exemple, deux nombres » et 5, dont la somme so0it 70 ; il faudra
trouver deux quantités qui satisfassent a I'équ. unique -~z = 70;
d'oiz = 70 — 5. Onvoit que # ne peut étre connu qu'autant que
5 est douné ; et si 'on met tour atour1, 2,3 ;.... pour z, on trou-
vera z = 69, 68, 66<....; donc 1 et 69, 2, et 68, 3 - et 661....
remplissent la condition exigée, ainsi qu'une infinité de nombres
tant entiers que fractionnaires.

Soient demandés troisnombres z, y, 5, dont la somme soit 103, et
dontles différencesdeuxa deuxsoient égales: onaz-}-y -z =105,
% —y=y—5, cest-a-dire trois inconnues et seulement deux
équ. Ce cas revient au précédent; car, en retranchant ces équ.
pour en éliminer 7, il vient y =35, d'ou z -}- 5 =70. On fera
donc s ou z égal a telle grandeur qu'on voudra; I'autre inconnue
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s'en déduira, et ces nombres, concurremment avec.y = 35, seront
des solutions de la question.

Soit encore 'équation 2 —ar—1y*— ay;on en tire . . . . .
2 — - ay — az = 0 et comme s — y* = (7 J-9) (z —y), il
vient (z+-y) (¢ —y) — a (2 —y)=0, ou (s —y) (s} y—a)=0.
Ge produit ne peut étre nul , & moins que l'un des facteurs ne le
soit; on a donc, & volonté, 'une des équ. =y on z = a — y.
En attribuant 4 y toutes les valeurs possibles, il en résultera des
valeurs de 2 qui seules satisfont au probléme : il suffit que les deux
inconnues soient égales, ou bien que leur somme soit = a, ce qui
arrive d’une infinité de maniéres.

La Régle d’alliage peut rentrer dans cette théorie.

1° Supposons qu'on méle ensemble deux substances qui n'éprou-
vent pas d’action chimique; soient p et g les prix de l'unité de me-
sure pour chacune ; le prix total du mélange est pz -}~ gy, en dési-
gnant par z et y les nombres d’unités mélangées. Mais le tout est
composé de & -|- y.unités ; done le prix de chacune est

_ Pt gy 7
5 = e kR siksdna i (F)
Ainsi 8 bouteilles de vin a 159 le litre, et 12 & 10$, font 20 bou-

teilles , dont le prix est 8 % 15 -1~ 12 3¢ 10 = 240 ; donc le prix
de chacune est 21 ou 124,

20 ?

On a un lingot d’or formé de 4 kil. 4 0,95 de fin *, et de 8 kil.
a 0,86 ; quel est le titre du mélange? La formule ci-dessus donne

4 % 0,95 45 X 0,86
5= =
4+ b
2° Réciproquement, si 'on demande quelle doit étre la compo-
sition da mélange, la valeur moyenne étant donnée, on cherche

0,9.

* Lorsque l'or ou I'argent contiennent o, 1 d’alliage, et que le reste est pur, on dit que
le métal est & 0,9 de fin. Autrefois le degré de puretés'estimait différemment : on parta-
geait par la pensée le lingot d’or en 24 parties, quon nommait karats, de sorle que lor
a 21 karats contenait 3 parties d'alliage et 21 d'or pur. Le karat se divisait en 32 parties

AT T ; i 12
ou grains ; ainsi I'on désignait par 18 karats 20 grains, 18 parties = d'or pur, et 5 =
2 J2

dalliage. L'argent se divisait en 12 parties ou deniers, chacune de 3/ grains ; ainsi un

: s . : : . 30 5 L
lingot d’argent & 1o deniers 20 grains conlenait 10 parties — de métal pur et 's
34

d'alliage.
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les quantités » et y, connaissant les prix p, ¢ et z; alors I'équa-
tion F contient deux inconnues, et le probléme est indéterminé.

Onaz— (5 q—) y; ainsil'on y satisfait en prenant
os

L e o Y P

z est d'ailleurs intermédiaire entre p et g. On pourra, outre ces va-
leurs, en trouver une infinité d’autres, enles multipliant ou divisant
par un méme nombre quelconque : on aura par la toutes les solu-
tions entiéres de la question, si 'on veut que ce facteur, et 5, p et ¢
soient entiers (n° 118).

Un boulanger, par exemple, veut faire du pain qui revienne
i 85 le kilogramme; combien doit-il méler de farine de blé a 10, et
de seigle a 7! le kilogramme ? Aprés .
avoir écrit ces 3 nombres, comme on  Prix moyen 8§ {
le voit ci-contre, on mettra 8 — 7,
ou 1, a coté de 10; puis 10 — 8, ou 2, pres de 7. Ainsi, 1 kilo-
gramme de farine de blé sur 2 de seigle, répondent au probléme.
On peut aussi prendre 2 sur 4, ou 3 sur 6, ete.

Si Pon donnait une seconde condition pour déterminer le pro-
bléme, on la traduirait algébriquement , et 'on éliminerait = et y
entre I'équ. (F) et cette derniére. Ainsi, lorsque la quantité z -}~ y
du mélange est donnée = m, alors on a

g+ y=m, etpr + qy = zm;
m
d'ou, IZPTE(Z_Q)’ El“—‘—’:a(}’—ﬂ)-

Aprés avoir obtenu les valeurs ci-dessus, on les multipliera donc

" ; >
par . Dans notre exemple, sil'on veut que le mélange des

10...1...BI¢é.
7...2...5¢igle.

farines pese 21 kil., on multipliera les résultats obtenus 1 et 2,
21

por ——e= 7; de sorte que 7 kilogr. de farine de blé a 104,
meélés a 14 de seigle a 79, forment 21 kil. de farine a 85.

Deméme, soit demandé de for-
mer 7,5&' kil. d'argenl a 0,9 de 0,97...0,06 % 54 = 5,48
finavec de I'argent 2 0,97 et 0,84. 0.9 -
L'opération prouve qu'il faut 8%,48 0,84...0,07 X == 4,06
de la premiére, et 4%,06 de la se- :
conde espéce.
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On appliquera facilement cette théorie au cas o I'on voudrait
méler ensemble plus de deux substances.

9 cas. Si Pon a, au contraire, plus d’équ. que d’inconnues, le pro-
bléme est plus que déterminé, clest-a-dire quesilon élimine toutes
les inconnues, il restera, entre les données, un certain nombre
d'équ. auxquelles elles devront satisfaire, et gu'on momme , pour
cette raison , équations de condition : si elles ne sont pas satisfaites,
la question est absurde ; et si elles le sont, plusieurs conditions ren-
trent dans les autres ; les conditions sont en nombre égal & celui
des inconnues, et sont exprimées par autant d’équ. distinctes, aux-
quelles les proposées se réduisent.

Cherchons deux nombres z et y, dont la somme soit s, la diffé-
rence d et le produit p:ouz-ty=s, #—Y = d et 2y = p.
Les deux premiéres équations donnent (n° 106, Il) 2 =3 (s d),
y = i(s—d); substituant dansla troisiéme, on trouve 4p = s*—d*.
Si Tes données s, d et p ne satisfont pas & cette relation, le probléme
est impossible ; et si elle subsiste, 'une des équ. données est inutile,
comme exprimant une condition qui a lieu d’elle-méme, et est
comprise dans les deux autres.

Quelle est la fraction qui, lorsqu’on ajoute m a son numeérateur,

a?

: a : . 3 B
deyient = =, et qui est=1 lorsqu’on ajoute m’ ason dénomina-

teur? En désignant par = et y les deux termes, ona

1’élimination donne
(@ — a'b) s=d’ (bm - an'), (ab' —db)y =b (B - a'm);

mais z et y sont entiers ; donc, ou abl’ — o’b ===1, ou bien ce
binome divise les seconds membres. On a donc une condition, sans
Jaquelle ce probléme est impossible, quoigu’on ait eu autant d'équ.

que d’inconnues.
118. Cherchons tous les systémes de valeurs enticres de z et y

qui satisfont a I'équ. indéterminée
gr- -+ Dyt 1AL H S SIS HEOTIRY(L)

a, b, A, étant des nombres donnés , positifs ou négatifs, et qu'on
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peut toujours rendre entiers. Du reste, a et b doivent éére premiers
entre euz; car s'ils avaient un facteur commun d, en divisant tout

S kD ). e :
par d, on aurait 5% T5y= gainsi le second membre devrait

étre entier, puisque le premier I'est ; le probléme est donc absurde
quand A n’a pas aussi d poar diviseur ; et 8'il I'a, on peut supprimer
ce facteur dans tous les termes.

Soit 2 =&, y = B une solution de I'équ. (1), on az | b3=A;
retranchant de U'équ. (1), on trouve a(z — a) = — b(y — B), et
comme a et b sont premiers entre eux, y — 2 doit étre un multiple
de a(n° 25), tel que af ; d'ou

z2=a—bt, y=8Fa .. . . '2)
En substituant ces valeurs dans I'éqa. (1), il est visible qu'elles y
satisfont , quel que soit le nombre entier ¢, positif on négatif. Mais
ces expressions sont les seules qui jouissent de cette propriété; car
soit # = &/, y= p/, une autre solution, ou az' |- b’ = Ajen
retranchant de az - b3 =A, on a a(d —a)= — b (8'—P);
donc 8 —§£ est un multiple ot de a, p' — B -+ at, &’ —a — bt, va-
leurs comprises dans la forme (2).

11 suit de 1a que si Pon avait une des solutions (z et ), on con-
naitrait toutes les autres, en faisant ¢ =0, 1, 2....; et comme les
résultats &, « — b, & — 2b...., B, B -+ a, b 2a...., sont des équi-
différences , on voit que foutes les valeurs de x et dey forment des
progressions arithmétiques, dont les coefficients réciprogues b et a sont
les raisons, 'un pris avec un signe contraire (elles sont croissantes
toutes deux, si a et b ont des signes différents ; I'une est croissante
et Pautre décroissante, dans le cas contraire).

119. La question est ramenée a trouver une solution z = a«,
y = B. Soita > b : résolvant I'équ. (1) par rapport ay, et extrayant
les entiers contenus dans la fraction, on a

ket I sont les quotients, B et ¢ les restes, de A et a divisés par b.
Le probléme consiste i trouver les valeurs de x qui rendent B — ex

s i x B— = :
divisible par b. Or,sic =1, en faisant s enlier z, on

a # = B—bs, et toute valeur enticre de s rendra z et y en-




