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semblables ; car B = b, et les cOtés qui comprennent ces angles sont

proportionnels, par hypothése; d'ot il suit (n° 219) que Z'et ¢ sont

semblables, et de plus, —I-;bg j;f, et 'angle BC.A = hca. Retran-

chant ces angles de BCD = bed, il reste I'angle 4CD = acd; et
_ 0D AC €D

B
comme on suppose que —— ona—=——, & cause du
e ed’ ac PRIk b

BC : .
rapport commun » 5o 7 ¢6 qui prouve que T’ est semblable & ¢ ; et

ainsi de suite.

1° Les polygones réguliers d’un méme nombre de cités sont des
figures semblables, puisque leurs angles sont respectivement égauyx,
ainsi que leurs cotés (n° 235).

2° Si aprés avoir conduit les diagonales des angles £ et a
(fig. 119), on a des triangles semblables chacun a chacun , les an-
gles sont égaux, et les cotés homologues proportionnels : done, si
I'on méne les diagonales d'un autre angle tel que £, ¢, les nouveaux
triangles composants seront aussi semblables.

8° Done, deux diagonales homologues quelconques BE , be
(fig. 119) sont proportionnelles a deux cotés quqlcunques CD, cd,
savoir, —E—-' — 2

be cd

Je Soient deux polygoncs semblables #BC. . .. abe (fig. 119) : si
'on prend deux cotés homologues quelcongues ED et ed, et si, de
leurs extrémités, on meéne lesdiagonales & tous lesautres angles, on
formera des triangles respectivement semblables , EDF a edf, ED.4
aeda, EBD aebd, etc.. ..; car les angles des polygones sont égaux,
et les diagonales homologues sont proportionnelles anx cotés.

89 Lever un plan n’est autre chose que construire des polygones
semblables a ceux que forment, sur le terrain, les droites qui joi-
gunent des points dont la situation respective est connue. Pour cela,
on mesure sur le terrain un nombre suffisant de parties ; puis on
décrit ensuite, sur le papier (n° 218....), d’autres triangles sem-
blables a cenx qui composent les po]yﬁones dont il s'agit.

243. Si, dans deux polygones semblables (fig. 119), on méne deus
droites Gh , gh, placées semblablement, c'est-a-dire coupant les
cotés BC, be en parties proportionnelles, ainsi que Fe et fe, les lon-

GH BC

gueurs GII, gh seront dans les rapports des cités, on —=

—= . @
gh be ’
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[feront des angles égauz avec ces cités. En effet , soit pris sur BG et be
HG, - GBie E', et menons
he ch ce
HE, he. Les triangles HCE, hce seront semblables (n°219), puisque,

Vangle HCE = hce. 11 sensuit que Pangle EHC = ehe et

des points I et h, tels qu’on ait

EH _HC _ BC
Voh 7 sahes b

Maintenant , en considérant les polygones semblables 4BHEF,
abhef, siles points G et g coupent les cotés FE et fe proportion-
nellement, la ligne GH jouira de la méme propriété que HE.
Done, ete.

244, D'un point quelconque O (fig. 120), pris dans Vintérieur
dua polygone 4BC...., menons des lignes O, OB....auxsom-
mets 4BC. . ..; prenons sur ces lignes des longueurs qui leur soient

roporti 11 1] ] t— Ao O—B— OC. .« Les
proportionnelles, ou telles qu’on ai 2y A
triangles 0.4B, Oab seront semb]ables, et AB parallele a ab. En
raisonnant de méme pour OBC, Obc, elc., on verra que les poly-
gones 4BC, . .. abe,... ontles cdtés paralléles et proportionnels,
et par conséquent sont semblables. )

De méme, sur les lignes Ob, Oa, si I'on prend des parties OK,
OF proportionnelles aux cotés ae, 4E ; puis OF, of proportion-
nelles a ab, 4B, etc., les polygones KFG, . .. kfg, .. .seront sem-
blables, comme formés de triangles OKI, Oki, OKF, okf, . . ..
respectivement semblables.

245, Les périmétres de poly Jgones semblables sont comime leurs

AR BC iGD
lignes homologues ; car (fig. 118) on a e ek el e :

et le théoreme (n° 78, 8°) donune

AB +- BC 4~ CD ~-.... 4B
ab 4+ be -+ cd .. ey

En appliquant ceci aux polygones réguliers d’un méme nombre
ABCD.... AB 0B
£ Ei FEr =05 fig. 121
abed.....  ab _ ob ( ) Pk
que les triangles OBI, Obi sont-semblables, comme ayant les
angles an centre égaux (n° 235) ; ainsi, fes périméires des polygones

de cotés, on a
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réguliers semblables sont entre euz comme les rayons des cercles inscrits
ef circonscrifs.

246. La circonférence est la limite des polygones réquliers mscnts
et circonserits (n° 113), Chaque coté 4B (fig. 122) d'un poi}jgone
régulier étant plus court que I'arc 4CB qu’il sous-tend, on voit que
la circonférence rectifiée est plus longue que le périmétre de tout
polygone inscrit. De plus, prenant € au milien de I'arc BCA, on a
la corde 4B < AC - CB, ce qui fait voir qu'en doublant le nom-
bre des cotés d’un polygone inscrit , le périmétre approche de plus
en plus dela circonférence, sans cesser d’étre plus petit qu'elle,

D’un autre ¢oté, l'arc C4L < CE - EL (n° 172) fait voir que
le périmétre de tout polygone circonserit est plus grand que 'la eir-
conférence ; la tangente 4K est le demi-coté du polygone circon-
scrit d’'un nombre double de edtés (n°® 236) ; et comme K4, perpen-
diculaire & 40, est < Voblique KE, on a 4K -+ KC < EC : en
doublant le nombre des edtés d'un polygone circonscrit, le peri-
métre approchie donc davantage de la longueur de la circonférence
sans cesser d'étre plus grand qu'elle.

P et p étant les périmétres de polygones réguliers semblables ,
P'un circonserit , lautre inscrit, et R et » les rayons OC, OI des

P R P g
cercles inscrits, on a 7 o et P —p= F (R—r) (n°78, 1°).

Or, P diminue en s'approchant de la circonférence LCB. . ..,
R est constant, et R — » ou CI décroit indéfiniment lorsqu’on
double successivement les nombres de cotés de polygones P et p
(n° 209) ; ce qui prouve que Ia différence P — p entre leur’s péri-
métres approche autant qu'on veut de zéro, cest-a- ~dire que ces
périmétres approchent indéfiniment de la circonférence , qui est
toujours comprise entre enx, et qui ne leur est jamais rigoureuse-
ment égale : dong, ete.

947, Les circonférences sont entre elles comme leurs rayons ow leurs
diamétres. En effet (fig. 121), désignons par Cet cles circonférences
dont les rayons sont BO =R, bO = r; par P et p deux polygones
réguliers inscrits 4BC. . .. abe. . .. semblables, enfin par Z et zla
différence entre chaque perimetre etla circonférence circonserite,
ouC— P=Z,c—p=2z.Onentire

il 1
—ou — =
P r
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or, R; C, ret ¢ restent constants, Z et = varient avec le nombre des
cbtés, et peuvent devenir aussi petits quon voudra; donc (n° 113)

248. Trouver une ligne droite égale G une circonférence d’un rayon
donné, c'est-a-dire rectifier cette courbe. Concevons deux circonfé-

' c ¢ ;
rences C, ¢ de rayons R, » : nous avons Y v chaque circon-
férence contient donc son diamétre le méme nombre de fois, que

nous désignons par . Si I'on connaissait ce quotient constant =, on
aurait donc

circonférence R — 2-R.

Pour déterminer le rapport constant = de toute circonférence a son
diamétre, il faut trouver la longueur rechﬁee d’une circonférence .
quelconque, ainsi que celle de son diamétre ; puis diviser la pre-
miere par la seconde; le quotient sera le nombre . Pour cela, pre-
nons un polygone régulier quelconque dont nous connaissions le
périmétre , et les rayons » et R des cercles inscrit et circonserit ;
puis concevons un autre poygone régulier isopérimétre,, c'est-a-dire,
d’un contour égal; et calculons les rayons # et R’ des cercles inscrit
et circonscrit a ce dernier.

BE = a (fig. 123) est un cdté de ce polygone, HD un diametre

" perpendiculaire, € le centre du cercle BDE; CA == r, CB =R

sont les rayons donnés des circonf. inscrite et circonscrite. Me-
nons DB, DE, puis la perpendiculaire CG tombant au milieu G de
la corde DE ; et parle point G, JG paralléle & BE ; IG sera moi-
tié de BE (n° 218). Comme I'angle E DB est moitié de ECB, EDB
sera l'angle au centre, et GI' le eté du polygone régulier d’un
nombre double de cotés; DF =+, DG = R’ seront les rayons de
cercles inscrit et circonscrit 4 ce dernier. Or on a

DF =1DA=2%(DC+} CA),our == (Rep1);

dans le triangle rectangle CGD, DG* = DC X|DF (n° 221,29),
ou R = Ry'; ainsi+’ et R sont donnés par les équations

P =1(R+4 ), B=y (B).
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Répétant ce calcul sur le polygone IG, on trouvera de méme les
rayons+” et R” des polygones réguliers isopérimétres d’un nombre
double de cotés dn précédent ; puisles rayons #”, R”, etc.; on aura
ainsi une série de résultats ,

s 1’ 1 rr '
o Bl B il Gl s RES s

dont chaque r est la moyenne arithmétique, et chaque R la moyenne
géometrique entre les denx termes précédents. Tels sont les rayons
des cercles inscrits et circonscrits a cette suite de polygones régu-
liers isopérimétres d'un nombre de cbtés continuellement doublé.
Mais F étant au milien de 4D, 4F ou DF > AC,? *> r; puis
I'hypoténuse DC > DG, ou R < R : ainsi #, ¢, #’.. .. croissent ,
et R, R’, R".... décroissent continuellement. Ces quantités tendent
sans cesse vers l'égalilé a mesure que les cotés deviennent plus
nombreux; car BC* — C4* = BA* ou B> — r* = ; &’, donne

a® a’

i=r=TEr T

eta décroit autant gu'on veunt, tandis que ” augmente. On voit done
que si Y'on superpose tons ces polygones en faisant coincider leurs
centres G, D,...les circonf. inscrites s’en ecartent, etles circon-
scritess’en rapprochent de plus en plus. Elles finissent par ne laisser
entre elles qu'un espace aussi petit qu'on veut, dans lequel se
trouve tracé le polygone régulier. Que 'on ait poussé le calcul des
ret R jusqu’a 10 chiffres décimaux, par exemple, et I'on trouvera
enfin deux rayons dont ces dix chiffres seront les mémes : Ia dis-
tance du polygone a ses deux circonf. sera nulle dans cet ordre
d’approximatinn, et 'on pourra prendre le périmetre de ce polygone
pour longueur de ces circonf.

Soit donc @ le coté du premier polygone de = cétés; na sera
son contour, et celui de chacun des autres polygones : et si = est
le rayon des cercles inscrit et circonscrit dans Pordre de décima-
les conservées au calcul,, ou celui de la circonférence définitive

= i, On aura

na

ne = 2y, r— —
2 Az

Par exemple, le cité de I’hexagone inscrit ¢ = 1, le périmétre
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=6;R=1r=) (0B — IB*) (fig. 122),our=z: )/ 8:0n
en fire successivement les résultats snivants : :

r = 0,86602 5404 0,95356 5731 0,95490 8353
R—="1 0,95561 1769 0.95494 0511
r = 0,95501 2702 0,95458 8750 0,95492 4332
R = 0,96592 5826 0,95510 0122 0,95493 2322
Y = 0,94946 9264 0,95484 4456 0,95492 8327
R" = 0,95766 2197 0,95497 2270 : 0,95495 0325 *

Dés qu'on arrive a deux rayons successifs égaux z, ce nombre est
le rayon de la circonférence isopérimétre qui est — 6 — 27z ;
or 7 = 0,95492 9662 ; ainsi » = 3,14159 2654. On peut obtenir
ainsi 7 avec telle approximation qu’on veut. Au reste , nous expo-
serons des procédés plus expéditifs, On obtient

= = 3,14159 26555 89795 23846 26433 83279,
log. = = 0,49714 98726 94135 85435 12682 88291.

Si dans I'équ. circ. B = 2R, on fait R — 5, et =1, il vient
cire. = 7, et ; circ. = 7 : donc le rapport constant = de toute cir-
conférence & son diamétre exprime aussi la circonf. dont le diamétre
est un, ef la demi-circonf. qui a un powr rayon.

* Le caleul des rayons Rest facile par log. ; mais on I'abrége encore par le procédé sui-
vant. Soit R = r'~-d, d étant la différ. des deux rayons entre lesquels on veut une
moyenne géomélrique. R = ]/(r" -+r'd):ona (o° 135) en exlrayant la racine

d?

R d
R =r+;d-—§,etc. =r’[/(x-+uF).

Ces formules abrégent les opérations : mais on remarque que si o n’a au plus que la
moitié des chiffres de ', en considérant ces nombres comme entiers, d* est < 87 parce
que d* n'a plus que la méme quantité de chiffres que #'. Pour avoir une valeur de R’ ap-
prochée & moins de £, on peut donc se contenter de R' = * ~-% d, qui est moyenne
arithmétigue entre R et . Ainsi dés qu'on est arrivé i deux valeurs consécutives de
R etr’, dont la moitié & gauche de leurs chiffres est une partie commune, on n'a plus a
prendre que des moyennes arithmétiques. C'est ce qui arrive ci-déssus au nombre mar-
qué (%) et & tous les suivants. Alors il n'est plus nécessaire de calculer ces moyennes
successives; car soit m un de ces nombres et m -~ ¢ le suivant, leur moyenne est
m—+- 3 d=m -3 & —L &; et continuant de prendre les moyennes, on trouve

" I
®

nombres dont la limite est m 4 2 &'; felle est la valeur définitive des quantiiés r et R
lorsqu’elles sont devenues égales. .

e

2 1 a I A
Mo t—d, mp-—0——_48 m}-0-+
3 12 24 3
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Sion limite la valeur 4 » = 8,142.... on trouve qu'on peut
poser 7 = 5> == § %. Ge résultat trés-simple, dd & Archiméde, est
adopté dans les arts. Adrien Métius, en prenant $,141593, a
trouvé 7 =33, nombre remarquable en ce que les termes sont
formés des trois premiers impairs, répétés 2 fois, 118, 355, Ce ré-
sultat ayant 6 décimales exactes, ne produit pas une erreur d’un
centimeétre sur une circ. de 18000 métres de rayon (1 ligne sur
4000 toises derayon).

Voici une rectification graphique approchée de la circonf. On a
prouve (n® 238, 239) que le coté du carré inscrit est Ii]/ﬂ; que
celui du triangle équilatéral est B/ 8 : la sommeest B ()2 -1-/ 3)
ou R % 8,14627. ..., égale, & un demi-centiéme prés, a la demi-

“circonf. rectifiée. Ainsi, aprés avoir inscrit au cercle proposé, par
les procédés connus, un carré et un triangle équilatéral, on ajou-
tera le coté de I'un au coté de T'autre, et I'on aura, i trés-peu prés,
une droite égale a la demi-circonférence.

Lorsque la circonférence C est donnée, et qu'on demande son
diaméire D, de C= 7z D, on tire

=%c=kck='—};=0,31331..., log & = T1.50285018.

7

L'arc 4CB (fig. 122) étant le n®™ de la circonférence, ou 'angle
O le n®m de 4 droits, a son nombre de degrés, on a la proportion
180°: zR 3% « . 1a longueur = de 'arc ACB; donc

‘=%{g=%? = kRa, et en faisant logh = 9.94187737.

CHAPITRE 1I.
DES SURFACES.

Aires des Polygones et du Cercle.

249. Une Aire est I'étendue comprise entre les lignes qui termi-~
nént une figure fermée. Les aires Equivalentes sont celles qui sont
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d’égale étendue, sans qu'elles puissent coincider par la superpo-
sition.

Deux rectangles AEFD, aefd (fig. 124) sont égaux lorsque leurs
bases sont égales et que leurs hauteurs le sont aussi, ou 4D — qd
et AE = ae : on voit en effet qu'on pent faire eoincider I'une de ces
figuresavec I'autre. Mais si 'on compare le parallélogramme 4BCD
aurectangle 4EFD, on les trouvera simplement équivalents, parce
que le triangle 4EB = DFC.

Les parallélogrammes ABCD, abed, qui ont des bases égales et des
hauteurs égales sont équivalents, puisqu’ils équivalent aux rectangles
égaux ADFE, adfe.

Soit un triangle 4BC (fig. 125); menons CD et BD paralléles a
AB et AC ; les deux triangles 4CB, BCD sont égaux : ainsi, fout
triangle est la moitié d’un parallélogramme de méme base et de méme
hauteur. De sorte que tous les triangles 4CB, 4EB, AFB
qui ont méme base 4B et leurs sommets sur OF paraliéle & 4B,
sont égaux.

250. Comparons maintenant deux parallélogrammes quelcon-
ques.

10 Les rectangles de méme base sont comme les hauteurs. En effet,
si les deux rectangles 4BCD = R, abed =1 (fig. 126) ont les bases
AB et ab’ égales, et que les hauteurs 4D — H et ad = k soient
commensurables, il y aura une longueur ez contenue m fois dans

. T
H et n fois dans h, et Von aura (n° 156) i 2 En menant par les
(3 n

points de division 2, 2/, ¥, 4. . . . des paralléles aux bases, les rec-
tangles R et » seront partages, I'un en w, l'autre en n rectangles
égaux, et l'on aura

. R

ou — .
r

Si les hauteurs sont incommensurables, partageons de méme .4D

en parties égales 42, 2'y’... ., et portons l'une sur ad en za,

#Y. .. .5 soit ¢ le point de division le plus voisin de d : en menant

ol 3
il parallele a de, _ﬁ 2%’ 4 cause de la commensurabilité , on

5 _[__ R =5 ——{— H’ done on a Sy H’ puisque dletzdaontaussx
petits quon veut, et que r,R, &, H sont constants (n° 113).




