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$00. Lorsque deux polyédres sont tels, qu'on peut les placer
P'un en dessus, 'autre en dessous d’un plan MV (fig. 178), de sorte
que les sommets des angles polyédres 4, a, B, D.. .. soient, deux
4 deux, a égale distance de ce plan, et sur une perpendiculaire
Aa, Bb....,a ce plan, ces deux polyédres sont appelés Symétri-
ques. B étant un angle polyédre du premier corps, en menant BOb
perpendiculaire an plan M, et prenant OB = Qb, b sera langle
homologue du second polyedre.

Les polyédres symétriques ont toutes les parties constituanies egales.

Poar lc prouver, plions le trapeze 4BPQ suivant PO, les lignes

AP, aP égales et perpend. sur M N coincideront, ainsi que BO et
Bq; d'ou 4B = ab: donc les lignes homologues sont égales. D, d,
C, ¢ étant des angles polyédres symétriques, on aura BC = b,
AC = ac; ainsi, le triangle 4 BC = abe; les triangles homologues
sont donc égauz. De plus, le triangle 4DC = ade, BDC = bdc :
ainsi 'angle DCB = dch, ACD — acd, ACB = ach. Or,

1° Siles plans de ces triangles forment en € et e des angles trie-
dres, ils seront égaux : donc les angles diédres et triédres homologues
sont égaux. Il en est de méme des angles polyédres, puisqu'ils sont
formés d’angles triedres égaux disposés dans le méme ordre.

2¢ Si les points 4BCD sont dans le méme plan, comme 'angle
DCB = ACD - ACB, on a dch = acd -}~ ach ; d’ou il suit que les
points abed sont aussi dans le méme plan (n° 279), donc les faces
homologues sont.égales, comme-formées de triangles égaux semnbla-
blement placés.

801. Tout parallélépipéde ACe (fig, 174) est formé de deux prismes
triangulaires syméiriques ABd, BCd; les angles diédres opposés sont
égaux, ct les angles triédres opposés sont symétriques. En effet, les
deux corps Aabd, Cchd sont visiblement des prismes (n° 282); la
base BDC ou bdc de I'un sera égale a 4BD. Rapprochons ces pris-
mes triangulaires, en faisant coincider bdc avee ABD, savoir be
avec 4D, et deavec A8 ; Cchd prendra la situation 4EHI. Or, les
perpend. aF, Cf sur les bases sont égales (n°268), 2° on a de plus
Aa = Cc et I'angle 4aF = cCf; ainsi, le triangle 4aF = CcF,
d'ou AF = ¢f. Par une raison semblable, fb = DF; ainsi les
triangles égaux 4DF, bef coincident, et le point ftombant en F, fC
se porte en FE sur le prolongement FE de aF. Done le sommet £
on C est symétrique de a : on verra de méme que Z, ou B, l'est de
d; et Hou D, l'est de b.
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302. Former un prisme droit équivalent & un prisme oblique AD
(fig. 176), la génératrice conservant la méme longueur AC. Prolongeons
les arétes C4, DB, menons-leur un plan quelconque MN perp.;
enfin prenons Pp = BD, menons le plan op parallélea MY, on aura
ainsi le prisme droit Op. Appliquons les prismes tronqués B AOP,
DCop, de maniére a coucher la baseé op sur OP qui,lui est égale :
les génératrices étant perpend. aux bases, et de plus égales (puisque
DB = Pp donne BP = pD), et ainsi des autres), les prismes coin-
cideront, ou 0D = OB. Retranchant la partie commune Ap, il reste
le prisme oblique 4D équivalent au prisme droit Op.

803. On peut toujours disposer deux prismes symétriques, 4D,
ad (fig. 176) relativement & un plan N, en sorte que ce plan soit
perpend. aux génératrices. Prolongeons 'aréte DB en Pd; puis, a
partir du point P de rencontre avec un plan quelconque M N perp.,
prenons Pb = PB, Pd = PD, ou BD = bd. En raisonnant de
méme pour chaque aréte, on formera le prisme ad syméirique
a 4D.

Les prismes symétriques 4D, ad sont équivalents. Car prenons
Pp = Pp’ = BD, et menons les plans op, o'p’ paralléles a MN : le
prismes OPop, OPop’ sont droits et équivalents aux proposés
(n° 302). De plus, ils sont égaux entre eux, puisqu'en les appli-
quant, de sorte que la base op’ de I'un tombe sur celle OP de
l'antre qui lui est égale, il y aura coincidence.

304. Deux parallélopipedes de méme hauteur et de méme base sont
équivalents. Pour le démontrer, rapprochons ces corps de maniére
a faire coincider leurs bases inférieures égales ; les supérieures se-
ront situées dans le ménre plan : il se présentera deux cas.

1° Si les faces latérales £G, EK (fig. 175) sont dans un méme
plan, les triangles égaux £GH, FIK servent de bases  deux pris-
mes superposables EHM, FIN. Done, en retranchant tour a tour
ces prismes du corps entier E¥, il restera les paralleleplpcdes équi-
valents EFIM, EHNL.

2° Si les faces ont une disposition quelconque, les bases supérien-
res 4G, ac (fig. 178) seront des parallélogrammes égaux 4 ceux des
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hases inférienres M N, en sorte gne leslignes 4B, DG, ab, dc seront
égales et paralléles; de méme pour 4D, BC, ad, be. Prolongeons
ces lignes, nous aurons le parallélogramme A'C égal & AC et A ac.
Or, concevons le paraliélépipede qui aurait pour base supérieure
A'C, et laméme base inféricure MV que les proposés; ce corps
sera équivalent A chacun de ceux-ci, puisqu'il sera, relativement a
eux, dans I'état examiné ci-dessus. Les proposés sont donc équiva-
lents.

303. Il est facile de changer un parallélépipéde donné en un autre
rectangulaire équivalent. De chaque angle de la base inférieure
ABCD (fig. 177), élevons des perpendiculaires a son plan : on aura
un parallélépipéde droit 4BEI éqnivalent au proposé, qu'il était
inutile de tracer dans la fignre. Puis, menant A4F, BG, perpend, sur
AB dans la base 4C, on formera sur 4G le parallélepipede rec-
tangle 4BHK équivalent & ABE, puisqu’il a méme hase AN et
méme haateur AF,

306. Deuz parallélépipédes rectangles de méme base sont entre eus
comme leurs hauteyrs. Sices hauteurs ont une commune mesure, on
eoupera les corps en tranches égales, et l'on raisonnera comme
pour les rectangles (n° 250, 1°, fig. 126). On démontrera de méme
le théoréme pour le cas ot les hauteurs sont incommensurables.

Les parallélépipédes rectangles P et p de méme hauteur, sont entre
euz comme leurs bases. En effet, placons ces corps de maniére a
faire coincider 'un de leurs angles polyédres et leur aréte égale.
Les bases seront disposées comme AC (fig. 179) pour P, et 4K
pour p ; or, prolongeons /K en H;le parallélépipéde O construit
sur la base 4 et de méme hauteur, peut étre’ regardé comme
ayant A1 pour haunteur, et la Tace 4B pour base : comparéa P, il
donne donc g = —g—fD Mais si 'on prend la face 47GF pour base
des parallélépipédes Q et p, . leurs hauteurs seront AE et AL ;
0
%

AE Sl - bk
= En maultipliant ces proportions, il vient

d’on

P 4D X AE ~ base AC
P AT g AL~ base AK'

Enfin, les parallélépipédes rectangles P et p sont entre euw comme
les produits de leurs bases par leurs hauteurs, Car si les bases sont
AC et 4K, et les hauteurs 4G et 40, en prolongeant les faces de
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celui qui a une hautenr moindre , tel que p, jusqu'a la base supé-
rieure de V'antre, on formera un parallélépipede 4LFKG — R, qui
aura la méme hauteur # que U'un P, et méme base 4K que
l'autre p; on aura donc d'une part G et£='£ de
: P ORI R

Yautre ; d’r3ﬁ£ — A-—-—C,X AG-
P AKX 40

En désignant par. H, I, K les arétes qui forment un angle triédre
Ade P,etpark, i,k celles de p, on a%:}i—{:{-
que pour mesurer le volume d'un parallélépipede rectangle P,
c¢’est-a-dire pour trouver son rapport avee un autre p pris poar

On voit done

g 7 K
unité (n° 86, 71) on cherchera les rapports J:—, .£, 7. entre les
L2 2 v

arétes respectives qui forment un angle triedre , et 'on multipliera
ces trois nombres. Représentons par / le produit de ces trois rap-
ports ; [ est un nombre abstrait , et le parallélépipede qn'il s'agit de
mesurer a pour volume / fois celui du parallélépipéde pris pour
unité.

Le volume d’un parallélépipéde est le produit de sa base par sa hau-
teur, quand on prend, pour unité de volume , le cube qui a pour coté
Vunité linéaire : car h, i etk seront=1, et P'on aura #. I.K pour
le volume de P; H, I et K sont des nombres abstraits , gni mar-
quent combien les arétes de notre parallélépipéde P contiennentde
fois l'unité linéaire ; soit /leur produit H#.7.K, 'éq. P=H.I. K
revient a P = [fois le cube pris pour unité de voelume.

Lorsque H=1 = K, on a P = H*; de la la dénomination de
Cube donnée aux troisieémes puissances.

807. Donc, le volume d’un prisme est le produit de sa base par la
hauteur : car, 1° §’1l s'agit d’un parallélépipéde quelconque , il est
équivalent a celui qui est rectangle de méme hauteur et de base
équivalente (n® 304). :

20 Si le prisme est triangulaire , comme 4BDabd (fig. 174), en
formant le parallélépipéde Ac, le volume de notre prisme est égal
ason symétrique BD Cbde (n° 308) : done, chacun de ces prismes a
pour volume le produit de sa hauteur par la moitié de la base 4C,
ou plutdt par sabase 4BD.

8o Enfin; si 'on fait passer des plans par la génératrice Aa
(fig. 187) du prisme .4d el par loutes les aatres, il sera décomposé
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en prismes triangulaires de méme hauteur ; la somme de leurs vo-
lumes sera donc le produit de cette hauteur par la somme des bases,
ou par ABCDE.

On voit aussi que les volumes des prismes de méme base sont
comme les bauteurs, oude méme hanteur, sont comme leurs bases.

308. Le volume V d’un cylindre est le produit de sa hautewr H par
Paire B de sa base. En effet, designons par 8 l'excés de la hase du
prisme eirconscrit sur celle du cylindre, et parz 'excés du volume
de ce prisme surcelui 7 du cylindre : B |- 3 serala base du prisme,
VTE—zx son volume ; d'oét /" « — (B +- 8) H; doac ¥ = BH,
puisque le volume du cylindre est la limite de celui du prisme
(n° 118).

309. Les pyramides de méme hauteur et dont les bases sont équive-
.ienfes, sont.égales en volume. Pour le prouver, coupons un tétraédre
par des plans paralléles 4 sa base et équidistants. Soit .4CchaB
(fig. 180) I'une des tranches : menons par les points 4, C, a, ¢ des
Paralléles a Paréte Bb ; nous formerons deux prismes, 'un BDFcha
intérieur, 'autre B.4Cebi extérieur au tronc : la différence de ces
prismes est le prisme DCea, qui a méme hauteur, et dont la base
CFD A ést la différence entre les bases ABG, abe. .

En opérant de méme pour chaque tranche, on aura une série de
prismes d’égale hauteur, tcls que De. Or, il est visible qu’en paftant
de la base du tétraédre, chaque prisme intérieur DFbB est égal au
prisme extérienr de la tranche suivante ; ainsi, en prenant la diffé-
rence entre tous les prismes intérieurs et tous les extérienrs, il ne
reste que les prismes DCea, depuis la 1 tranche MN : cette diffé-
rence est donc un prisme de méme hauteur que. les tranches, et
qui a pour base celle BYN du tétraédre. Plus les tranches sont
nombreuses, et plus la hauteur devient petite ; on peut done rendre
aussi petite qu'on voudra la différence entre les prismes intérieurs
et extérieurs, et, a plus forte raison , entre les prismes intérieurs et
le tétraédre.

11 est évident que ce raisonnement peut se faire également pour
toute pyramide a base quelconqnue.

Cela posé , soient maintenant deux pyramides P et p de méme
hauteur, dont les bases €quivalentes reposent sur le méme plan :

coupons-les par une série de plans paralléles a ces bases et équidis-
tants, puis formons ponr chacune les prismes intérieurs. Soient «
et B les exces des pyramides sur la somme des prismes intérieurs,

PYRAMIDES. 207

dont les volumes sont P — z el p — 3. Or, chaque plan parailéle
aux bases'des pyramides donne des sections équivalentes, puisque
ces sections sont entre elles comme les bases (n® 278) : donc, les
prismesintérieurs sont égaux denx a deux, d'ott P —a=p — @,
et (n° 113) P = p.

Le méme théoréme a lien pour deux troncs formés dans nos py-
ramides par deux plans paralléles.

810. Un tétraédre DABC (fig. 183) est le tiers d'un prisme de
méme base et de méme haufewr : car, sur les trois arétes formons le
prisme 4 FE ; en otant le tétraedre DABC, il reste la pyramide qua-
drangulaire DACEF. Le plan CDF en forme deux tétraédres : I'un
FDEC, qui est égal au propusé, comme ayant méme hauteur et la
base FDE — ABC ; Vautre DACF = DFCE, par la méme raison,
attendu que le triangle 4FC — EFC. Nos trois tétra¢dres étant
équivalents, chacun est le tiers du prisme.

Donc, levolume de toute pyramide est le produit du tiers de sa hase
par sa hauteur, puisqu’elle est décomposable en tétraédres.

Et comme le cone est la limite des pyramides circonscrites, le
volume du cone est le tiers de sabase muliéiplice par sa hauteur, ou le
tiers du cylindre de méme base et de méme hauteur.

On aura le volume d’un polyédre quelconque en le décomposant
en pyramides. {

811. Levolume du tronc de prisme triang. ABEF (fig. 184) est le
produit de la base par letiers des trois hauteurs des angles triédres T,
D, Ede'la base supéricure. En effet, faisons les mémes sections surce
trone ABEF qu'au n° 310 ; le plan 4DC donne le tétraédre DABC;
le plan DCF coupe la pyramide quadrangulaire DACEF en deux
tétraédres DFCA, DFCE. Or, on peut, sans changer les bases
AFC, EFC, mettre les sommels de ceux-ci en B, puisque DB est
parallele au plan 4CEF (n° 269). Donc on aura les tétraédres
BCAF, BCEF : ce dernier peut méme prendfe CE 4 pour base,
puisque les triangles CEF et CE A sont équivalents. Le tronc de
prisme est donc formé des trois tétraédres DABC, FABC, EABC,
qui ont méme base inférieure ABC, et leurs sommets aux trois angles
triedres FDE de la base supéricure; donc, ete. . .-. Ce théoréme
sert a trouver le volume du prisme tronqué a base quelconque.

312. Le tronc de pyramide quelconque a bases parelléles est composé

de trois pyramides de méme hauleur que le éronc, dont les bases sont
la base inférieure du tronc, la base supérieure et une moyenne pro-
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portionnelleentreces deus aires. Soient une pyramide et un tétraédre
de méme hauteur, de bases ¢équivalentes, posés sur le méme plan;
leurs volumes sont égaux. Un plan paralléle aux bases forme deux
trones, et conpe le tétraédre et la pyramide suivant un triangle et
un polygone qui sont équivalents, puisqu’ils sont proportionnels
aux bases (278) : donc la pyramide et le tétraddre retranchés étant
égaux, les trones le seront aussi. Il-reste & démontrer le théoréme
pour le tronc de tétraedre 4BFE (fig. 185).

I.e plan 4DC donne les denx corps D4BC et DACEF :le plan
DFC formeles tétraédres DFEC et DFAC ; or, menant DG paralléle
a AF, ce dernier pourra avoir son sommet en G, au liende D, et
deviendra FAGC. Ces trois tétraédres ont méme hauteur que le
tronc;leurs basessont #BC, DFE, 4GC.Celaposé, on a (n°256,27)
ABC AB  AGC  AC ]
~GC— ¢’ FDE = FE:°" les seconds membres sont égaux

X gl
a cause des triangles semblables FDE, ABC; donc % =-%-g
Doue, ete.

Soient A et B les bases d’un tronc de pyr'mnde, H sa haateur :
on a pour levolume ; H (4 - B |/ 4B),

Il est visible que ce théoréme a également lieu pour le trone de
cone. Soient R el rles rayons des bases, 4 — zR*, B = 7, le vo-
lume du trone de % 7 H (R* 4-»>—- ).

‘818, Tout triangle ABC (fig. 186, 187, 188 et 189), qui tourne
autour d’une ligne quelconque CI située dans son plan et passant par
un de ses sommets G, engendre un volume égal au produit du tiers de
la perpend. CD = p abaissée de ce sommel sur la base AB , multiplié
par la surface engendrée par cette base AB,

1¢ cas. Le triangle CAB tourne autour de I'un de ses cotés CB
(fig. 188 et 189). On a vol. CAB = cone CAP - -cone BAP
(voy. n° .810), on = } cercle AP X CB = z4P* X CB:or
AP X CB = 2 fois aire 4BC = AB ¥ CD ; donc volume
CAB=1Izp.4P X AB; et comme la surface du cone engendre
par 4B est = % circ. AP X AB = 74P X 4B, on a volume
CAB=:p X surf. AE. Cette démonstration convient aux trois
cas ot Pangle 4 est aign, droit ou obtus.

2¢ cas. Le triangle CAB tourne autour d’'une ligne extérieure
Gl (fig. 186); volume CAB = volaome CAL — volume BCI
=3P (SIIrf Al — surf, Bl)=1%.p .surf. 4B,
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8¢ cas. Labase 4B est paraliéle a 'axe €7 de rotation {(fig. 187) :
velume C4B = cylindre ABEF -} cone CAE — cone CBF, ou
= cercle CD (4B -} tCE— CF) = zCD* BEF - CE — CF)
=1z CD* X 2EF :or, la surface engendrée par AB est celled'un
cylindre, et = circ. CD X EF = 27CD X EF; donc vol. CAB
= + CD 3 surl. 4B,

Ce théoréme sert i trouver les volumes de la sphére, du secteur et
du segment sphérique ; car si I'on circonscrit a I'arc de cercle ADP
(fig. 169) une portion de polygone & cdtés égaux, et qu'on fasse
tourner la fig. autour du diamétre 40, la révolution compléte de
tous les triangles C4B, CBD, DI . . . . engendrera un volume
=% p (surl. 4B - surf, BD 4. .. .). Ainsi, ce volume est le
produit de la surface engendrée par tous les cblés du polygone, multi-
plice par le tiers du rayon. Donc ;

1° Si le polygone est circonscrit au demi-cercle 4DB (fig. 167)
de rayon R, désignons par « I'excés de aire P de la sphére sur
celle qu'engendre le polygone ; par 8 I'excés du volume Vde la
sphére sur celui que forme le polygone; ona ¥/ --p=§ R (P 2);
d'oti Von tire (n° 118) ¥ = £ R X P; le volume de la sphére est le
produit de sa surface multipliée par le tiers de rayon , ou celui de Uaire
d’un des grands cercles par les * du rayon (n° 293, 2°), ou enfin

Volume ¥V de la sphére =3 =

D étant le diametre 2R,
2° Le rayon R de la sphere qui a 7 pour volume est

3
SV B T g
Bz\/ (7'.:) — /77, log & = 1.8779114,

8° Pour le secteur sphérique DAC, le méme raisonnement prouve
que le volume est égal & la surface de la calotte multiplite par le tiers
du rayon, ou (n° 293, 1¢r), la fleche A7 étant &, *

Folume du secteur sphérique =2 = R°h.

4o SiTon retranche le cone DGC du secteur, le reste est le segm.
sphérique ADIG ; or le vol. du cone DGC est = 3 C[}( cercie Df
=10l X zDP; CI—R—h, DI’:DC’—G

done

Volume du segment sphérique="=* = h* (SR* — h)-
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3¢ Le cylindre DGFE (fig. 170) et le cone HIK circonserits i la
sphére 4B ont pour volumes, savoir, 1° le cylindre = = R* % 2R
ou 2zR3; 20 le cone (voyes n® 293 ) 3zR* X % HB, et comme
HB = HI— IB* — i HI*, ontronve HR — 3R, et cone — 35 R>.
Comparant les quantités £ 7R3, 27R3 et 37R%,-on voit qu'elles sont
entre elles comme 4 ; 6 . 9; ce sont les rapports des volumes de la
sphére, du cylindre et du cone circonserits; le cylindre est moyen
proportionnel entre les deux autres ; lo sphére est les deuz tiers du

cylindre circonscrii.

814. Les volumes de deuz pyramides sont enfre euw comime les pro-
duits des hauteurs par les aires des bases (n° 810). Maissi ces pyramides

ABC. & =
84C, Sac (fig. 151) sont semblables, on a {50 i

abo. . .. Sk

(n°278) ; multipliant de part et d’autre par , il vient

SH
Sk

SABC. -. . S SH3
Sabo. L e She

815. Les volumes des polyédres semblables sont entre ewz comme les
cubes de leurs lignes homologues. En effet, comme deux polyédres
semblables P, p, sont décomposables (n° 295) en pyramides sembla-
bles S, 5, &, s' . . . en désignant par 4, a, 4, d' des lignes homo-
7 A3

3 S
logues de ces pyramides, ona — = =, = — Z_
J K B iz
s AT a

.+« « D'ailleurs,

tous ces rapports sunt égaux, puisqu'en vertu de la similitude sup-

: AT SN TS
posee, oN d— = — =, ... DU]]C——:'—,-: —
(1] a - 8 &

doit (n° 73, 8°)

1l sera aisé de voir que les volumes des sphéres sont emtre euz
comme les cubes de leurs rayons ; que ceux des cylindres droits et des
cOnes droits semblables (¢'est-a-dire-engendrés par des rectangles
ou des triangles rectangles semblables) sont entre eux comme les
cubes des longueurs de leurs génératrices , ou de leurs hauteurs,
ou enfin des rayons de leurs bases.

Les polyédres symétriques ont leurs volumes égauz, puisqu’il est
évident qu'on peut les décomposer en tétraédres symétriques, et
que ceux-ci ont des bases et des hauteurs égales.

LIVRE QUATRIEME.

GEOMETRIE ANALYTIQUE.

CHAPITRE PREMIER.

APPL!CA'EI'OS DE L'ALGEBRE A LA GEOMETRIE ELEMENTAIRE.
Quelques Problémes sur les Lignes.

816. Tant que I'Algébre et la Géométrie ont été séparées, leurs
progres ont €té lents et leurs usages bornés ; mais lorsque ces denx
sciences se sont réunies, elles se sont prété des forces mutuelles, et
ont marché ensemble d’'un pas rapide vers la perfection. Clest a
Viéte et & Descartes qu'on doit I'application de I'Algébre a la Géo-
niétrie, application qui est devenue la clef des plus grandes (Iéqunu-
vertes dans toutes les branches des Mathématiques (Lacrance, Ecol.
Norm., t. IV, p. 401).

C'est donc en introduisant dans les formules algébriques les
grandeurs qui composent les parties d'une figure, que nous trans-
porterons dans la Géométrie toutes les ressources de I'Algeébre, et
nous parviendrons sans peine a des résultats qu'il serait difficile
d’obtenir par la Géométrie seule. Celle-ci a 'avantage de ne jamais
faire perdre de vue l'objet principal , et d'éclairerda route entiére
qui conduit des ijremiers axiomes a leurs derniéres conséquences
(voy. n° 252) ; mais I'Algébre a bien plus de ressources.

Ces réflexions conduisent a préférer dans la Géométrie élémen-
taire les méthodes directes, celles qui ne reposent sur aucun prin-
cipe élranger, et permetlent, pour ainsi dire, d'isoler chaque
théoréme , en le présentant comme une vérité aussi claire que
I'axiome d’ou il est déduit, Mais , lorsque les questions deviennent *
plus compliquees, cette méthode , qu'on nomme Synihése, perd la




